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Vorwort 


Der  vorliegende  vierte  nud  letzte  Band  der  gesammelten  Werke 
von  MöÖius  enthält  ausser  den  Elementen  der  Mechanik  des  Himmels 
eine  Reihe  von  Abliandlungen  theils  aatronomiselien  nnd  dioptriselien, 
theils  mathematisehen  Inhalts,  in  deutscher  wie  lateinischer  Sprache, 
in  letzterer  sind  namentlich  verschiedene  Universitätsprogramme  ver- 
fasst.  Die  Reihenfolge  dieser  Abhandinngen  ist  nicht  ohne  eine 
gewisse  Willkür  gewählt,  wena  auch  die  Zeitfolge  einerseits  nnd  die 
Verwandtschaft  des  Inhalts  andererseits  nicht  ausser  Berttcksiehtigang 
geblieben  sind.  Bei  einzelnen  Stellen  hat  sieh  der  Herausgeber  (als 
solche  bezeichnete)  Anmerkungen  hinzuzufügen  gestattet,  haupteäehlieh 
in  den  Elementen  der  Mechanik  des  Himmels,  wo  dergleichen  An- 
merkungen leicht  hätten  vervielfältigt  werden  können.  In  der  That 
sind  durch  die  Fortschritte  der  Astronomie  seit  dem  Erscheinen  des 
Werkes  im  Jahre  1843  eine  Anzahl  namentlich  numerischer  und  lite- 
rarischer Daten  der  Verhossevnng  oder  Vervollständigung  fähig  ge- 
worden, so  dass  sich  der  Herausgeber  die  Frage  vorgelegt  hat,  ob 
nicht  eine  durchgängige  Umarbeitung,  bez.  Umrechnung  solcher  Daten 
nach  den  neueren  Forschungen  und  bez.  Maassbestimmungen  wiinsehens- 
weith  wäre.  Wenn  derselbe  gleichwohl  von  einer  solchen  Umarbeitung 
abgesehen  und  sich  nur  auf  die  Hothwendigaten  Andeutungen  resp. 
Hinweise  auf  neuere  Resultate  beschränkt  hat,  so  hat  dabei  eine 
doppelte  Erwägung  den  Aussehlag  gegeben.  Einmal  wird  Niemand  das 
Buch  zur  Hand  nehmen,  iim  die  neuesten  und  genauesten  astronomi- 
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aelieii  Werthbestimmungen  daselbst  anfzusiiclien  oder  daraus  kennen 
zu  lernen ;  wo  es  wesentlich  nur  auf  die  Erläuterung  der  Methoden  und 
den  Nachweis  ihrer  Anwendbarkeit  ankommt,  reichen  dievonMöbius 
selbst  gewählten  Zahlen  vollständig  aus.  Zum  Anderen  würden,  wenn 
die  vor  50  Jahren  gebrancMen  numerischen  Werthe  duieli  die  jetzt 
als  die  genauesten  geltenden  ersetzt  würden,  nach  abermals  50  Jahren 
die  neuen  Daten  eben  so  antiquirt  und  verbesserungsbedürftig  sein, 
wie  heute  die  Möbiue'sehen  Zahlen. 

Da  im  Uebrigen  die  bei  der  Herausgabe  befolgten  Grundsätze 
dieselben  geblieben  sind,  wie  bei  den  früheren  Bänden,  so  bleibt  hier 
wenig  hinzuzufügen.  Die  Figuren  sind  wiederum  allenthalben  in  den 
Text  aufgenommen  und  hätten  hier  und  da  etwas  eorreeter  ausfallen 
können.  Die  Habilitationsschrift  des  Verfassers  aus  dem  Jahre  1815 
konnte  einen  Znsatz  di'eier  Paragr"aphen  aus  dem  Originalmannscript 
erhalten,  welches  sich  in  Möbiua'  hinterlassenen  Papieren  vorgefunden 
hat.  Ausserdem  ist  dem  Nachlasse  nur  die  Bearbeitung  einer  akusti- 
schen Aufgabe  entlehnt,  welche  zu  einer  Correspondenz  zwischen 
Möbius  und  Crrassmann  Anlass  gegeben  hat,  deren  Mittheilung 
nicht  ohne  Interesse  zu  sein  schien.  —  Ans  der  kleinen  Schrift  über 
die  Leipziger  Univm'sitätsstermoarte  aus  dem  Jahre  1823  findet  sich 
der  Anhang  geometrischen  Inhalts  bereits  im  I.  Bande  abgedruckt 
derselbe  ist  mithin  hier  S.  476  weggeblieben.  —  Von  den  beiden 
fRr  ein  grösseres  Publicum  bestimmten  astronomischen  Schriften 
Möbius'  Über  den  Halley'schen  Kometen  und  die  Hauptsätze  der  Astro- 
nomie sind  mit  Rücksicht  auf  den  populären  Charakter  am  Schlüsse 
des  Bandes  bloss  die  Titel  und  einige  Inhaltsangaben  aufgenommen 
worden.  Nicht  wieder  abgedruckt  endlich  wurden  ein  paar  gelegent- 
lich in  asti'Onomischen  Zeitschriften  publieirte,  isolirte  Beobachtungen, 
sowie  eine  auf  den  Werth  o°  bezügliche  Notiz  [Betoeis  der  Gleichung 
0°=  I,  nach  J.  F.  Pfaff,  Crelle's  Journal,  Bd.  XH,  S.  IM— 136, 
wozu  die  in  demselben  Journale  Bd.  XI,  S.  272  und  Bd.  XII,  S.  292 
enthaltenen  Bemerkungen  zweier  Ungenannten  zu  vergleichen  sind), 
und  eine  in  den  Leipziger  Berichten  vom  l.  Juli  1856,  S.  J13— 115 
abgedruckte,  die  Wurzeln  biquadratiseher  Gleichungen  betreffende 
Bemerkung  zu  einem  Aufsatze  von  Drobiseh  Hier  die  im  fünften 
Buche  der  Conica  des  Apollonius  hehandelte  Aufgabe. 
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Bei  öer  Coireetur  dieses  Bandes  bin  ich  iu  eingehender  Weise 
von  rieiTu  Dr.  C.  Reinhardt,  jetzt  Oberlehrer  an  der  Fiirstenschule 
in  Meieaon,  niiterstlitzt  worden,  woftir  ich  demselben  zu  aufrichtigem 
Danke  verpflichtet  bin. 

Leipzig,  Weihnachten  18SÖ. 

Willi.  Sclieibner. 


Dem  vorliegenden  Bande  sind  nach  Besehynss  der  K.  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  noch  verschiedene  Mittheilungen  und 
Zusammenstellungen,  die  Herr  Dr.  Reinhardt  redigirte,  als  Nach- 
trag hinzugefügt  worden.  Dieselben  bringen  zunächst  aus  Möbiirs' 
Naehlasa  Bruchstücke  von  zwei  bisher  unbekannten  Abhandlungen,  die 
in  mehi-faehem  Betracht  interessant  scheinen,  dann  vor  allem  den  schon 
in  der  Vorrede  zum  zweiten  Bande  der  gesammelten  Werke  in  Aussicht 
genommenen  Berieht  über  die  Entstehung  und  den  Zusammenhang  von 
Möbius'  hauptsächiioheo  Arbeiten,  endlich  ein  chronologisch  geordnetes 
Verzeichniss  der  in  den  Bänden  I  —  IV  nach  sachlichen  Gesichts- 
punkten angeordneten  Schriften  und  Abhandlungen. 

Göttingen,  im  November  1S87. 

F.  Klein. 


yGoosle 


y  Google 


Inhalt  des  vierten  Bandes. 


Die  Elemente  dei  Meohimk  des  Himmela    Leipzie;  I()4ä  1^318 

Elementare  Heileituna;  des  Neiiton'üchen   Gesetzes  aus  den  K.epier  schon 

Gtietzen  der  Planetenbewegung  lbi45    [Cielles  Journal  Bind  Jl]  dl9— 324 

Vanationum.  qu'is  elementa  motua  pertuibati  planetarum  subeunt  no\a  et 

faoihs  eiolutio      Lipaiac  1844      [Cielle's  Journal  Band  Jij  325—342 

De  oomputandis  occultationibus  fitaium  pei  planetai      Lipsue  Ifl»  d43 — 379 

Beitrag  au   der  Lehre  von  dei  Auflösung  numenseher  Gleichungen  1952 

[Leipziger  Sitzungsberichte,  math  phvs   Claise  Band  4]  381 — 386 

De  pecuharibus  quibiisdam  aequationum  trigonon  etricoium   affeotionibus 

disquisitio  analitic»      Lipsiae  1815  dSl^ — 415 

De  minima  ■variatione  aaimuthi  stellarum  oitculos  unifoimiter  desciiben 

tium  commentatio    Lipsiae   18J6  41" — 434 

^elhstanzci^c  der  i onteh enden  Abhandlung  l&l"     [Zcit^chuft  für  \atro 

nomie  ^on  Lindenau  und  Bohnenberger    Band  i]  435—440 

Beobachtungen  aut  der  Komgliolien  Univeisitata  Steinwarte  Leipzig  1^2J  441^476 
Kuize  Daistellung  der  Haupteigensohaften  eines  Systems  lon  Linien- 

glksern  1S29     [CreUe's  Journal  Band  ■>]  477—501 

Beiträge  zu  dei  Lehie  \on  den  tettenbruehen,  nebst  einem  Anhange  diop- 

trisehen  Inhalt«  IIJI      iCrelk'-i  Journal  Bmd  b]  503—539 

Entwiekelung  der  Lehre  ^on  dioptriseben  Bildern  mit  Hülfe  der  Colli- 

neationsverwandtsthaft  1855      [Leipziger  Sitzungsbenehte,  mathem 

phys    Classe  Band  7]  541-568 

Geometrische  Entwickdung  der  Eiffenscbaften  unendlich  dunner  fetrahlen- 

bundell8C2  [Leipziger  Sitaung'*beriehte  math  phis  Classe  Band  14]  569 — 588 
Ueber   eine  besondeie  Art  \on    Umkehiung   der  Reihen   181|      [CreUe's 

Journal  Band  <!]  589—612 

Geometriaohi-  Figt.nsch  iften  tmei   Eictoientifel  IMl      [Crclle  s  Journal 

Band  22]  013—624 


y  Google 


lieber    die   phoionomisohe    Deutung    des    Taylor'sohen    Theorems   184ö. 

[Leipziger  Sitzungsberichte  Band  1,  Crelle's  Journal  Band  36]  ,  .  .  625 — 630 
Ueber  eine  akustieehe  Aufgabe.  [Aus  den  nachgelassenen  Papieren'  .  ,  631 — 639 
llie  wahre  und  die  scheinbare  Bahn  dca  Halley'aehen  Kometen.  Leipaig  1834. 

[Inhaltsangabe^ 641—642 

Die  Hauptsiitze  der  Asti'onoraie,     Fünf  Auflagen,  Leipzig  1836—1868. 

[Inhaltsangabej 643—644 


NACHTRAG. 


Ueber  die  Berechnung  des  Reservefonds  einer  Lebensieriichermg'gesell 

Schaft.     [Aus  den  nachgelassenen  Papieren] ...  fi-i  — fi58 

Ueber  geometrische  Addition  und  Multiplioation.    [Aus  den  nichgelassei  en 

Papieien]  t.'^J— 697 

Leber    die    Entstehuna'izeit    und    den  Zusammenhang    der    wichtigsten 

Schriften  und  Abhandlungen -ion  Mdbiua  [\on  Dr  C  Reinhardt]  6J  — "28 
Chronulogisch  geoidnetes   Veiaeichniss   der   m  Band  I  — 1\   \on  Mobius 

Gesimmeltcn  "Werken     \  croif entlieht  en  Schritten  iid    ibhandlmgei   "iJ —  31 


y  Google 


DIE  ELEMENTE 

DEE 

MECHANIK  DES   HIMMELS 

AUF  NEUEM  WEGE 

OHNE  HÜLFE  HÖHEREE  RECHNUNGSARTEN 

DAEGESTELLT 

VON 

AUÖUST  PEEDIXAND  MÖBIÜS 

PEOFESSOB  DER  ASTKONOMIB   ZU  LEIPZIG,    COKKESFOHDEHTBH   DEK  KÖNIGL.  AKADBIOB 

DER  WISSBNSCHAETBN  IN  BBEUS  UND  MITöLJEDE  DER  HATTJRFOE  SCHEU  DER  GESELLSCHAFT 

IS  LEIPZIG. 


LEIPZIG 

WEIDMANNSCHE   BUCHHANDLUNG 
1843. 


y  Google 


y  Google 


y  o  r  r  e  d  e . 


_Uie  Torliegende  Schrift  hat  die  fortschreitende  Bewegung  der 
Himmelskörper  und  die  Kräfte,  diirch  welche  diese  Bewegung  er- 
zeugt ^vird,  au  ihrem  Gegenstande,  und  behandelt  somit  den  durch. 
Newton  begründeten  und  von  den  vorzüglichsteiii  Mathematikern 
und  Astronomen  der  späteren  Zeit  bis  in  das  feinste  Detail  aiis- 
gebildeten  Theil  der  Naturforschung.  Gewiss  war  es  jederzeit  vielen 
Freunden  der  Astronomie  und  der  Naturwissenschaften  wünschens- 
werth,  nicht  bloss  die  höchst  interessanten  Resultate  dieser  Unter- 
suchungen, sondern  auch  ihren  inneren  Zusammenhang  und  ihre 
Entwickelung  aus  den  ersten  Principien,  und  diese  Entwickelung 
nicht  bloss  durch  eine  übersichtUche  Erläuterung,  sondern  streng 
mathematisch  begründet,  kennen  zu  lernen.  Allein  nur  Wenigen 
unter  ihnen  war  es  möglich,  diesen  Wunsch  zu  befried^en,  weil  das 
Studium  der  Werke,  in  denen  die  gedachten  Forschungen  nieder- 
gelegt sind,  nicht  wenig  Zeit  und  beträchtliche  Vorkenntnisse  aus 
der  höheren  Analysis  erfordert.  Ich  glaube  daher  Vielen  einen  an- 
genehmen Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  ihnen  in  dieser  Schrift  einen 
Weg  zeige,  auf  welchem  sie,  ohne  andere  mathematische  Kenntnisse, 
als  die,  welche  schon  auf  den  Schulen  erlernt  werden,  zu  besitzen, 
mit  den  Geheimnissen  der  planetarischen  Bewegungen  sich  in  Kurzem 
vertraut  machen  können. 

Die  Schrift  zerfallt  in  vier  Abschnitte. 

Der  erste  enthält  die  zum  Verständnisse  des  Folgenden  erforder- 
hchen  Lehren  der  Dynamik,  und  dürfte  sich  von  den  bisherigen 
Darstellungsweisen  dieser  Wissenschaft  besonders  dadurch  unter- 
scheiden, dass  ich  mehr  als  gewöhnlich  nach  Veranschaulichung  der 
Begriffe  und  Sätze  mit  Hülfe  einfacher  geometrischer  Betrachtungen 
gestrebt  habe;  und  nächstdem  dadurch,  dass  ich  die  in  der  Dynamik 
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unentbehrlichen  Elemente  der  Differentialrechnung  so  weit,  als  es 
für  den  nächsten  Bedarf  nöthig  war,  aus  dem  Begriffe  der  Bewegung 
selbst  erst  entwickelt  und  sie  demgemäss  als  eine  Rechnung  mit  den 
Greschwindjgheiten  hingestellt  habe,  mit  denen  sich  von  der  Zeit  ab- 
hängige Grossen  ändern. 

Bei  dieser  Darstellung  der  Dynamik  spielt  besonders  die  gleich 
zu  Anfang  behandelte  Lehre  von  der  Zusammensetzung  gerader  Linien 
eine  wichtige  Rolle.  "Weil  Geschwindigkeiten  und  Kräfte  ihrer  Rich- 
tung und  Grösse  nach  als  gerade  Linien  sich  darstellen  lassen,  so 
ist  mit  der  Zusammensetzung  gerader  Linien  zugleich  die  von  Ge- 
schwindigkeiten und  Kräften  erklärt;  auch  die  Zusammensetzung 
irgend  welcher  Bewegungen  von  Punkten  wird  sehr  einfach  auf  die 
von  geraden  Linien  zurückgeführt;  späterhin  wird  auf  dieselbe  Lehre 
die  Theorie  des  Schwerpunktes  gegründet,  und  endlich  wird  eben 
daraus  noch  die  Zusammensetzung  ebener  Flächen  abgeleitet.  —  So- 
mit erscheinen  die  Hauptgegenstände  der  Dynamik  durch  den  Begriff 
der  geometrischen  Zusammensetzung,  wie  durch  einen  Faden,  mit 
einander  verbunden,  und  ich  glaube,  dass  die  hier  und  da  neuen 
Darstellungs weisen,  zu  denen  ich  durch  diesen  Faden  geleitet  worden, 
wegen  ihrer  Einfachheit  und  Anschaulichkeit  einige  Berücksichtigung 
verdienen. 

Mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Satzes,  dass  jede  Function  einer 
veränderlichen  Grösse  in  eine  nach  den  Sinus  oder  Cosinus  der  Viel- 
fachen der  Veränderlichen  fortlaufende  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  Bewegung  eines  Punktes  durch  Zu- 
sammensetzung gleichförmiger  Kreisbewegungen  so  nahe,  als  man 
will,  dargestellt  werden  kann.  Insbesondere  wird  hiernach  die  nahe 
kreis-  und  gleichförmige  Planetenbewegung  ausgedrückt  werden  kön- 
nen durch  Zusammensetzung  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung, 
welche  die  mittlere  Bewegung  des  Planeten  darstellt,  mit  anderen 
Bewegungen  derselben  Art,  nur  dass  bei  letzteren  die  Halbmesser 
der  Kreise  ungleich  kleiner,  als  bei  der  ersteren,  sind.  Als  Vor- 
bereitung zu  der  Lehre  von  der  Planetenbewegung  habe  ich  daher 
am  Ende  des  ersten  Abschnittes  die  - —  obwohl  nur  dem  Scheine 
nach  —  in  der  Astronomie  veraltete  imd  verachtete  Theorie  der 
Epicykeln  wieder  in's  Leben  gerufen,  imd,  wie  ich  glaube,  nicht 
ohne  guten  Erfolg.  Denn  die  ganz  leicht  sich  ergebenden  Fonnelu 
für  die  Kräfte,  durch  welche  eine  epicyklische  Bewegung  hervor- 
gebracht wird,  sind  späterhin  das  Mittel,  durch  welches  umgekehrt 
die  von  den  störenden  Kräften  in  den  planetarischen  Bewegungen 
bewirkten  Ungleichheiten  ohne  Anwendung  weiterer  Kunstgriffe  be- 
stimmt werden. 
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Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  im  ersten  entwickelten 
Grundlehren  der  Dynamik  auf  den  nach  Kepler's  Gesetzen  ge- 
regelten Lauf  der  Planeten  nm  die  Sonne,  und  der  Nebenplaneten 
um  ihie  Hauptplaneten,  angewendet  und  die  Kräfte  bestimmt,  durch 
welche  diese  Bewegungen  hervorgebracht  werden.  Das  Newton'sche 
Gesetz  der  allgemeinen  Anziehung  ist  das  endliche  Resultat  dieser 
Untersuchung.  Es  würde  überflüssig  sein,  hier  in  das  Einzelne  näher 
einzugehen;  nur  auf  die  anderswo  vielleicht  noch  nicht  gemachte 
Bemerkung  in  §.  43  will  ich  noch  hinweisen,  dass  nämlich  die  el- 
liptische Ungleichheit  der  Planetenbewegung  von  Ptolemäus  sowohl, 
als  von  Copernicus,  bis  auf  die  erste  Potenz  der  Excentricität 
richtig  dargestellt  worden  ist. 

Den  Beschluss  dieses  Abschnittes  bilden  die  drei  für  jedes  System 
sich  anziehender  oder  abstossender  Körper  geltenden  Prmcipien  der 
Erhaltung  des  Schwerpunktes,  der  Flächen  und  der  lebendigen  Kräfte, 
von  denen  ich  die  beiden  ersten  Principien,  sowie  auch  die  mit  dem 
zweiten  verbundene  Theorie  der  unveränderlichen  Ebene,  ohne  die 
sonst  hierbei  gewöhnliche  Infinitesimabechnung,  durch  geometrische 
Betrachtungen  zu  entwickeln  gesucht  habe. 

Die  noch  folgenden  zwei  Abschnitte  enthalten  den  interessantesten 
Theil  der  physischen  Astronomie,  die  Theorie  der  Störungen  oder 
der  kleinen  von  den  Kepler'schen  Gesetzen  sich  zeigenden  und 
dadurch  erklärbaren  Abweichungen,  dass  jeder  Planet  nicht  bloss 
von  der  Sonne  und  jeder  Trabant  nicht  bloss  von  seinem  Haupt- 
planeten, sondern  zugleich  von  allen  übrigen  Körpern  des  Systems 
angezogen  wird.  Ich  habe  diese  Theorie  im  dritten  Abschnitte 
mit  den  Störnngen  des  Mondes  durch  die  Sonne  eingeleitet,  theils 
deshalb,  weil  hier,  so  lange  man  bei  einer  ersten  Näherung  stehen 
bleibt,  fast  gar  keine  Reihenentwickelung  erfordert  wird,  und  damit 
die  ganze  Rechnung  sehr  einfach  ausfällt;  theils,  weil  die  wenigen 
Störungen  des  Mondes,  sowohl  die  von  dem  jedesmaligen  Stande 
desselben  abhängigen  (Variation,  jährliche  Gleichung  und  Evection), 
als  die  davon,  unabhängigen  (die  vorwärtsgehende  Bewegung  der 
Apsiden  und  die  rückgäng^e  der  Knoten) ,  als  treue  Vorbilder  von 
eben  so  viel  verschiedenen  Arten  von  Störungen  der  Planeten  an- 
gesehen werden  können.  Des  Mittels,  dessen  ich  mich  zur  Ent- 
wickelung  der  Störungen  bedient  habe,  ist  bereits  Erwähnung  ge- 
schehen. —  Der  Umstand,  dass  bei  einem  ersten  Versuche ,  die  Be- 
wegung der  Mondsapsiden  zu  bestimmen,  diese  sich  nui  halb  so  gross 
als  in  der  Wirklichkeit  findet,  wird  Veranlassung,  etwas  Näheres  über 
die  Schärfung  der  Resultate  durch  Berilcksichtigung  der  anfangs  ver- 
nachlässigten höheren  Potenzen  der  störenden  Masse   hinzuzufügen. 
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Die  Ämvendiing  hiervon  auf  den  vorliegenden  Fall  giebt  mir  die 
Apsideiibewegmig  bis  auf  den  13ten  Theil  der  wahren  richtig. 

Im  vierten  Abschnitte  weiden  die  von  den  ersten  Potenzen  der 
störenden  Masse,  der  Excentricität«n  und  der  Neigung  abhängigen 
Störungen,  welche  die  Planeten  auf  einander  ausüben,  ganz  auf  die- 
selbe Art,  wie  die  Störungen  des  Slondes  durch  die  Sonne,  ent- 
wickelt, nur  dass  ich  hier  nicht  länger  Anstand  genommen  habe, 
von  der  Diiferentialrechnung  in  ihrer  gewöhnlichen  Form  Gebrauch 
zu  machen.  Die  etwas  grössere  Mühe,  die  vielleicht  deshalb  und 
wegen  der  nöthigen  Eeihenent Wickelungen  das  Studium  dieses  Ab- 
schnittes dem  wen^er  geübten  Leser  verursachen  mag,  wird  in  den 
Aufschlüssen,  welche  diese  Rechnungen  über  die  Stabihtät  unseres 
Planetensystems  und  seine  pendelartigen  Schivingungen  im  Laufe  der 
Jahrhiinderte  geben,  hinreichende  Entschädigung  finden.  — -  Dass  die 
Endresultate,  sowohl  hinsichtlich  der  periodischen  als  der  säculaien 
Störungen,  mit  den  bekannten  Formeln  im  zweiten  Buche  der  Me- 
canique  Celeste  übereinstimmen,  braucht  nicht  besonders  bemerkt  zu 
werden. 

In  einem  Anhange  sind  zwei  Aufsätze  hinzugefügt  worden,  welche 
insofern  mit  einander  in  Verbindung  stehen,  als  in  ihnen  die  gestörte 
Bewegung  eines  Planeten,  als  eine  vollkommen  elliptische  mit  sich 
stetig  ändernden  Elementen,  betrachtet  wird.  Mit  Hülfe  dieser  Be- 
trachtungsweise, deren  sich,  wie  bekannt,  zuerst  Euler  bedient  hat, 
und  mit  Anwendung  des  von  Lagrange  erfundenen  unter  dem  Na- 
men der  störenden  Function  bekannten  Kunstgriifes,  wird  im  ersten 
Aufsatze  das  schöne  Theorem  Lagrange's  von  der  tlnveränderlich- 
keit  der  grossen  Axen  bewiesen. 

Der  zweite  Aufsatz  sucht  von  der  Berechnung  der  sogenannten 
speciellen  Störungen,  als  wovon  hauptsächlich  bei  den  sehr  excen- 
trischen  und  unter  allen  Winkeln  gegen  die  Ekliptik  geneigten  Ko- 
metenbahnen Gebrauch  gemacht  wird,  einen  allgemeinen  Begriff  zu 
geben. 

Den  damit  zusammenhängenden  am  Schlüsse  hingestellten  Satz, 
welcher  die  Verrückung  des  Mittelpunktes  der  Bahn  und  damit  die 
Aenderung  ihrer  Elemente  erkennen  lässt,  wenn  der  Planet  einen 
fremdartigen  kleinen  Stoss  erhält,  diesen  Satz  fand  ich,  als  ich  bei 
Lesung  der  kleinen,  aber  inhaltsreichen  und  geistvollen  Schrift  Aiiy's: 
Gravitation*]  die  darin  auf  ganz  populäre  Weise  bestimmten  Aende- 

*)  Der  vollständigere  Titel  ist:  Gravi'atio'i ,  an  elementary  explufiation  of 
the  principal  pertarbations  in  the  solar  system  ...  London  1834.  Dui-cli  K,.  L. 
y.  Littrow  ist  liiervon  eine  deutsche  Uebersetziing  besorgt  worden :  Aii-y^s  popu- 
läre physische  Astronomie  ...  Sluit^art  1839, 
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rungen,  welche  die  Elemente  des  gestörten  Planeten,  nach  Ver- 
schiedenheit seines  Bahnortes  und  der  Richtung  der  störenden  Kraft, 
erleiden,  mit  einander  vergKch  und  sie  in  Einem  Resultate  zusammen- 
zufassen suchte. 

"Wie  ich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  bemerken  möchte,  scheint 
durch  die  Airy'sche  Schrift  der  Wunsch  in  Erfüllung  gegangen  zu 
sein,  welchen  der  Freiherr  von  Lindenau  bereits  im  Jahre  1815 
in  der  von  ihm  in  Vereinigung  mit  Bohnenberger  herausgegebenen 
Zeitschrift  für  Astronomie*)  ausgesprochen  hat,  udass  nämHch,  ob- 
schon  das  Detail  der  StÖrungs-Entwjckelungen  anders  als  analytisch- 
numerisch nicht  geschehen  könne,  doch  der  Gang  der  Untersuchung, 
hervorspringende  Resultate,  imd  das  Bezeichnen  der  Punkte,  wo  die 
"Wirkungen  ein  Grösstes  weiden,  Sache  des  Eaisonnements  und  der 
Construction  sein  sollte,  . . .  und  dass  es  daher  der  Beurtheilung  der 
Geometer  anheim  gegeben  sein  möchte ,  ob  sich  nicht  für  die  mög- 
lichen Combinationen  der  Lage  zweier  Planeten  Constioictionen  er- 
sinnen liessen,  welche  eine  tJebersicht  der  Hauptmomente  ihrer  gegen- 
seitigen Störungen  gewährten.« 

In  der  That  hat  Airy  in  der  genannten  Schrift  die  Störungen 
ohne  allen  Calcul,  bloss  durch  einfache  auf  das  Princip  der  Variation 
der  Elemente  gegründete  Betrachtungen,  erklärt  und  damit  seinen 
Lesern  eine  Einsicht  in  den  Mechanismus  des  Ganzen  verschafft, 
welche  der  in  anderer  Beziehung  allerdings  bei  Weitem  überlegenere 
Calcul  nicht  zu  gewähren  vermag. 

Auch  im  vorliegenden  Bliche  habe  ich  in  einigen  besonders  ein- 
fachen Fällen,  von  vorher  durch  Rechnung  gefundenen  Störungen 
die  Nothwendigkeit  ihres  Vorhandenseins  und  ihre  allgemeine  Be- 
schaffenheit durch  blosse  Betrachtung  der  Natur  der  störenden  Kraft 
darzuthun  gesucht;  auch  ist  dahin  noch  die  am  Schlüsse  des  Ganzen 
mit  Hülfe  des  vorhin  gedachten  Satzes  untersuchte  Bewegung  eines 
Planeten  in  einem  widerstehenden  Mittel  zu  rechnen.  Mehr  eres 
dieser  Art  hinzuzufügen  war  gegen  den  Plan  des  Buches. 

*)  I.  Band,   Seite  33  und  34. 
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Die   Grundlehreii   der   Dynamik. 

Erstes  Kapitel. 

Von  der  Bewegung  der  Punkte 

§.  1.  Sätze,  die  gegenseitige  Lage  yon  Punkte  i  betrefiend  —  §,  2,  Zu- 
Bammensetaung  gerader  Linien.  —  §.  3.  Zerlegung  ei  er  geiiden  Linie  in 
zwei  oder  mehrere;  bestimmte  hierbei  möglicl  e  \  ifgaben  —  §.  i.  Er- 
klärungen und  Sätze,  die  gegenseitige  Bewegung  von  Pi  ikten  betreffend, 
g.  5,  Zusammensetzung  von  zwei  und  —  §  G  mehreren  Bewegungen.  — 
§.  7.  Zerlegung  einer  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere 

Von  der  Geschwindigkeit  S§  ^  9  Bestimmung  der  Geschwindig- 
keit bei  aioh  gleichförmig  und  geridhmg  bewegenden  P  nkten;  —  §.  10. 
bei  einer  ungkiehformigen  Bcwcgunff  —  \  on  der  gleichförmig  beschleunig- 
ten Bewegung  —  g  11  Best  mmung  der  Geschmndjgke  t  bei  einer  mit  der 
Zeit  sieh  ändernden  Grösse  -dberhauit  Erste  Sitae  der  Flixionen-  oder 
Differentiabeehnung  —  §  12  Die  GescJin  indigkcit  betreftende  Sätze  bei 
Zusammen letzung  Zerlegung  indProjectionion Bewegungen,  —  §■  '^^  Wie 
von  der  Geschwindigkeit  eines  sich  ben  egenden  Punktes  auf  seine  Bewegung 
selbst  geaehloa^en  werden  kann  —  g  14  Projeetion  einer  gleichförmigen 
Kreisbewegung  auf  einen  Durchmesser  de'  Krtisei 

■\  on  den  'W  nkitiigen  dei  Kräfte. 
§.  15  Ueber  die  hatur  der  nun  folgenden  Untersuchungen.  Gesetz 
der  Trägheit  —  §  Ib  Ais  der  Stitik  entlehnte  Definitionen  und  Sätze.  — 
§  n.  U\namischer  Grundsatz  —  §5  1&  19  Folgerungen  aus  demselben 
bei  atos^weiae  wirkenden  Kriften  —  §5  20  21  Von  beschleunigenden 
Kräften,  insbesondere  bei  der  geradlin  gen  Bewegung;  -—  §.  2'2.  bei  der 
krummlmigen  Ausdruck  der  beschleunigenden  Krift  durch  die  Geschwin- 
digkeit mit  welcher  sich  die  Geschwi  idigkeit  des  sich  bewegenden  Kör- 
pers ändert  —  g  "'S  Kraft  bei  einer  gleichlörmigen  Kreisbewegung;  bei 
einer  gleichförmigen  Bewegung  überhaupt  Normalkraft,  Tangentialkraft; 
allgemeiner  Satz  —  §  24  Die  Kraft  betrefiende  Sätze  bei  Zusammen- 
setzung Zerlegung  und  Projeetion  von  Beiiegingcn.  Beispiel  einer  el- 
liptischen Beweging  bei  nelcher  der  lom  Mittelpunkte  der  Ellipse  aus- 
gehende Eadi  13  der  Zeit  proport  onale  Flacl  en  überstreicht.  —  g.  25.  "Wie 
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aus  der  einen  Körper  beschleunig  enden  Kraft  rückwärts  seine  Bewegung 
bestimmt  werden  kann.  Anwendung  hiervon  auf  den  Fall,  wenn  die  Kraft 
dem  Abstände  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  proportional  ist.  — 
§.  26.  Hieraus  abgeleitete  Theorie  des  einfachen  Pendels,  —  §.  27.  Para- 
bolische Bewegung  eines  Körpers,  wenn  die  ihn  besehleunigende  Kraft 
ihre  Eichtung  und  Grösse  nicht  ändert.  Merkwürdige  dabei  stattfindende 
Relationen. 

Drittes  Kapitel, 
Theorie  der  epicyklischen  Bewegung. 
5§.  28—30.  Begriff  der  epioyklischen  Bewegung,  Formeln  für  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  sich  epioyklisoh  in  einer  Ebene  bewegen- 
den Körpers  und  für  die  Kräfte,  welche  diese  Bewegung  hervorbringen.  — 
§§r  31.  32.  Transformation  dieser  Formeln  bei  Anwendung  von  Polarooordi- 
naten.  —  §§.  33.  34.  Näh  nfmlnfudnFllwnnd  B  egung 
sehr  nahe  kreis-  und  gl     hf    m  g     t      G    m  t      h    E     t  n.  — 

§.  35.  Formeln  für  die  G  hw  ud  «k  t  n  m  t  d  n  n  h  di  P  1  Dordi- 
naten  Sndetn,  für  die  Fl  h  ng  chw  nd  gk  d  R  d  und  f  die  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bew  glnK]  Ib  —  §  bn  richtige 
Formeln  für  die  Kräfte,  duhwlh  ned  hPl  dntn  gebene 
Bewegung  in  einer  Ebene  hervorgebracht  wird.  —  §.  37.  Einfache  Relation 
zwischen  der  auf  dem  Radius  perpendikularen  Kraft  und  der  Geschwindig- 
keit der  Fläohengeach windigkeit.  Betrachtung  des  Falles,  wenn  die 
Geschwindigkeit  der  Flächengeschwindigkeit  Null  ist,  und  folglich  der 
Radius  der  Zeit  proportionale  Fliehen  besehreibt.  Geometrischer  Beweis 
der  Formeln  in  §.  36.  —  §.  38.  Bestimmung  der  Kräfte  bei  einem  sich 
nicht  in  einer  Ebene  bewegenden  Körper. 


Von   den   Kräften,   durch  welche   die  Bewegungen 
der   Himmelskörper   hervorgebracht  werden. 
Erstes  Kapitel. 
Von  der  elliptischen  Bewegung  der  Planeten. 
§.  39.   Die  drei  KepLer'schen  Gesetze.  —   §§.  40.  41.   Erklärung  vou 
Kunstausdrüoken,  —  §.  42.   Geringe  Excentricität  der  Planetenbahnen-  — 
§§.  43 — 45.    Polarcoordinaten  eines  Planeten  in  seiner  Bahnebene,    wenn 
bloss  die  erste  Potenz  der  Excentrioität  berücksichtigt  wild.    Mit  dieser 
Genauigkeit    ist    die    Planetenbewegung    bereits    von    Ptolemaus    und 
Oopernicua  dargestellt  worden.    Relation  zwischen  der  mittleren  Ent- 
fernung und  der  mittleren  Bewegung.  —  §.  46.  Kleinheit  der  gegenseitigen 
Neigung  der  Bahnebenen.  —  §g.  47.  49.  Formeln  zur  Berechnung  der  drei 
Polarooordinaten   eines  Planeten  im  Räume:     Länge,    Breite   und  Radius 
Vector.     Hierzu  hat  man  sechs  Stücke,    die  Elemente   der  Bewegung,   zu 
wissen  nöthig.     Eeduction   der  Iiänge   eines  Planeten  in   seiner  Bahn  auf 
die  Grundebene. 

§.  49,  Die  vollkommene  elliptische  Bewegung  betreffende  Formeln  und 
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}  M    h   uk  de=  Hiiiicl  . 

Satze  Polar^leiehung  der  Elluae  —  5  5J  4ub  der  wahren  Anomalie 
die  mittlere  zu  finden  —  §61  Das  umgekehrte  Problem;  Lösung  des- 
selben d  reh  Beihen  —  g  52  Beitimm  mg  der  Gesehwindigkeiten  der 
leiänderlichen  &^oJ5^eE  welche  bei  der  Bewegung  eines  Planeten  in  Be- 
tracht ko  nmen  —  §  5d  Die  lechs  Elemente  der  Bewegung  eines  Planeten 
z  i  hnden  wenn  lür  einen  gewisse  1  Zeitp  nkt  sein  Ort  und  seine  Ge- 
sch'windigkeit  gegebe  1  sind 

Zweites  tipitel 

BestimnnmH  dei  Kräfte    diiich  i^ekhe  die  elliptische 
Bewegung  dei  Plineten  eizeugt  wird. 

§.  54  Bestimmung  die  er  Krifte  untei  dei  Voraussetzung,  dass  die 
Planetenbahnen  Kreise  sind,  in  deren  Mitte  sieh  die  Sonne  befindet.  — 
§.  55.  Bestimmung  der  Kräfte  bei  der  elliptischen  Bewegung  und  bei  der 
Bewegung  in  einem  tegehehnitfe  überhaupt  Umgekehrte  Folgerung,  — 
§.  56,  Einif,e  Plineten  werden  ■von  Trabanten  begleitet,  welche  in  ihren 
Bewegungen  um  ersteie  gleichfalls  die  Keplei'iehen  Gesetze  befolgen,  -— 
§.  57.  Bestimmung  dei  auf  die  Tiibinten  wirkenden  Kräfte. 

Drittes  Kapitel. 
Von  dci  all^ememen   Inziehungikiaft 


§  5'-  »in  ZI  eh  ende  Km  ft  der  Sonie  nd  der  ■von  Trabanten  begleiteten 
Pill  eten  geschlosssn  aus  den  Bewegungen  dei  i  m  sie  lautenden  Korper 
—  §  5i)  Bei  zwei  Körpern  kann  n  e  eine  blnsi  eiuieitige  Bewegung  statt 
iinden  sondern  sie  ist  immer  gegenseitig  —  5  '^0  Ni  ht  je  zwei  Köiper 
werden  durch  Kritte  welche  nach  der  Definition  m  der  Statik  eminder 
gleich  Bind  aich  m  gleiche  Geschwindigkeiten  \  ersetzt  -—  §  bl  Ent 
stehung  des  Begnfts  der  Mi&se  Unterschied  zwischen  beschleunigender 
md  bewegender  Kfitt  Anwendung  hiervon  aut  einander  anziehende 
Korper  —  §  b2  Je  zwei  Himmelskörper  ziehen  einander  an  Gesetz  nach 
welchem  dieses  geschieht  —  §  b3  Die  Kraft  mit  welcher  ein  Himmels 
korp er  den  anderen  anzieht  eistreckt  sieh  auf  alle  einzelnen  Theil eben  der 
K  1]  tr  \uch  je  zwei  Thedolien  desselben  Korpers  ziehen  eminder  an 
i   fA    \u\  Ne  iton  eitdeeltes  Gesetz  dei   ülgemeinen    \.iz  eh    1 

Viertes  Kapitel. 
Na  h  te  lolgen  ii«  den    Gesetze  der  ■lUgeniemen  Anziehung 

§  b  Propor  on  zw  sc  en  m  ttleren  Entfern  ngen  Ln  laufsze  te  u  d 
"\Ia  een     o       e  seh  edenen  P     ren  s  el       m   e  ninder  1  e    elende    Korp 

§  66  An  vendu  g  d  e  e  Pr  port  0  n  tür  d  eje  ge  Kürper  des, 
Planetensystems  elohe  Begle  ter  haben  d  s  'V  e  haltn  ss  z  vische  ue 
Alassen  z  finden  Be  echnung  ler  Ma  se  de  Erde  und  des  Jap  ter  n 
'\  e  hältn  sse  z  r  Sonoenmasse  Ang  be  de  ubn  e  PI  ete  m  s  en  — 
5  6  \  on  der  D  el  t  «ke  t  —  §  b  D  cl  t  gke  en  der  bonne  d  d  r 
PI  ne  en  n  ^  erhaltn  e  zur  D  cht  gke  t  det  Erde  Ne  e  te  Best  n  n  ung 
der  "Mas  e       d  de    D  cht  gke  t  des  Merk  r 

6       \ni  ehung  e  ner       ter  eilen  gle  c  f        g  J   1  ten  Kugelfl  che 
f  c  n  n       s  er      i  -^eleg     e      n    e     llen  P  n  6  Z     1  z       I  e 
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Inhalt.  1 

Am  eha  g  der  Kugelflacl  e  a  f  e  neu  gendwo  nnerhalb  derselben  befind 
loben  Punkt  tNull  —  5  1  Anz  eh  g  eneri,  gel  welche  n  gle  eher 
Entf  n  ng  von  hrem  M  t  elpunkte  gle  ehe  D  ht  o-ke  t  1  t  a  f  einen 
BUS  erball  derselben  ^ele  ene  P  nkt  Gege  se  t  ge  \nB  ebung  ZTie  er 
solcher  Kugeln    Anwend  ng  h  ervon  auf  d  e  Hmunelekori  er  —  §  Be 

reclmnng  des  Fallra  mes  e  nni  Korpers  auf  der  Obe  ft  che  de  E  de  aus 
der  Be  eg  n^  des  Mondes  Lebere  nst  mm  ng  des  Pewl  ates  m  dem 
nm  ellar  leobichteten  Fallra  me  ALgemeu  e  Seh  e  e  F  Urau  b  und 
C  e     ch        on  Ko  per     a  f  den  Obe  flachen   les  Mondes       d  de    Son 

Fünf  es  I  p  el 
Allgemeine  Gesetze  der  Bewegung  bei  einem  Syatcm  sich 
anziehender  Körper, 
g.  73.  Einleitung,  —  I.  DasPrinoip  der  Erhaltung  des  Schwer- 
p  i  nkt  es  §  Ti  '\ora  Mittelpunkte  eines  STstems  von  Punkten.  Haupt- 
eigensebaft''n  desselben  —  §  75  Methoden  den  Alittelpunkt  zu  bestimmen; 
Figenschaft  desselben  m  Bezig  auf  Projectionen  —  |.  76.  Bewegung  des 
Mitteipjnstes  bei  einem  Sjstem  sich  bewegender  Punkte;  Abhängigkeit 
der  Geseh'windigkeit  des  ersteren  und  dei  ihn  beschleunigenden  Kraft  von 
üen  Geechwindigke  ten  der  letzteren  und  dei  sie  beschleunigenden  Kräften. 
—  §  7  Zusätze  Ton\er\ielfacbung  der  Bewegungen;  von  einander  ähn- 
lichen Bewegungen  AI  le  auf  den  Begriff  der  Bewegung  die  vier  Species 
der  Rechenkunst  angewendet  werden  können  —  g.  78.  Uebergang  vom 
Mittelpunkte  zim  Schwerpunkte  Schwerpinkt  eines  einzelnen  Körpers. 
Methoden  den  Schwerpmkt  eines  Systems  \on  Körpern  zu  finden.  — 
S  7 )  Bewegi  ng  des  Schwerpunl  tes  bei  einem  System  sieh  bewegender 
Korper  und  insonderheit  bei  einem  Sjstem  auf  dessen  Körper  bloss  ihre 
gegenBeiti{.en  inziehunifen  wirken  allgemeines  Prinoip.  Anwendung  auf 
das  Phie  ensvstem  —  ^  ^')  &1  Erläuterung  des  Pcincips  vom  Sohwer- 
junkte  an  einem  System  von  nur  ziiei  Körpern  hieraus  gefolgerte  Qrund- 
eigenschaften  des  h^  perbobsohen  Paraboloids. 

II  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Flachen  55.82.83.  Ent- 
\  ickeling  debPrincij.?  bei  einem  Mstem  \onawei  und  —  §.  84.  mehreren 
seh  m  einer  Ebene  levecenlen  nd  einindei  inziehenden  Körpern;  — 
g  b5  1  ei  e  nem  '-Totem  sich  anz  elender  Korper  im  Räume  überhaupt.  — 
§  Sb  KiTzer  Ausdr  ck  des  Princips  durch  Einführung  des  Begriffs  des 
Moments  "Wie  das  Moment  emee  Sjstems  sieh  be'wcgender  Körper  sich 
{indert  wenn  der  Punkt  oder  —  §  6  die  Ebene  worauf  man  das  System 
bezieht  geil  dert  i  ird  Z  isaromensetz  mg  von  Flachen  —  §.  88.  Unver- 
anderl  ehe  Ebene  des  Ssstem'  wenn  der  Schwerpunkt  desselben  ruht;  — 
^  s<*  wenn  er  sich  bewegt  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  des  Plane- 
tensystems —  §  '0  Bestimmung  der  unveränderlichen  Ebene  eines  Systems 
au?  den  relativen  Bewegmgen  seiner  Köi  ler 

m  DisPrincipderErhaltung  derlebendigenKräfte.  g.  91. 
Erklärung  des  Princips;  Beweis  desselben  bei  einem  System  von  nur  zwei 
sich  anziehenden  Körpern.  Zusatz,  die  Ausdehnung  des  Princips  auf  ein. 
System  von  mehreren  Körpern  betreffend. 
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1  Mechanik  des  Himmels. 

Dritter   Abschnitt. 
Von  den  Störungen   des  Mondes   durch  die  Sonne. 
Erstes  K.apitel. 
Das  Problem  der  drei  Körper. 
§,  92.  Von  Störungen  im  ÄUgemeinen.  —  §.  93.  Bei  jeder  die  Störun- 
gen betreffenden  Aufgabe  kommen  zum  wenigsten  drei  einander  anziehende 
Körper  in  Betracht.  —  §.  94.   Bestimmung  der  Kräfte,   durch   welche  die 
Bewegung  des  einen  der  drei  Körper  in  Bezug  auf  einen  der  beiden  übri- 
gen  erzeugt  wird.  —  §§.  95.  96.   Eeduction  dieser  Kräfte   auf   drei  recht- 
winklig coordinirte  Kräfte.  —  §.  97.  Uebergang  zur  Mondstheorie. 

Zweites  Kapitel. 
V        1       K  -ft        d      h       1  1      r     B       g  l      M      l 

m  E  d    g 


§.  112.   Allgemeine  Formeln,   um  aus  den  in  der  Bahnebene  atüronden 
Kräften   die   gestörte  Bewegung  selbst  3ii  finden.  —  5^.113.  lU.    Anweu- 
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düng  dieser  Formeln  auf  Entwiekelung  der  von  der  Excentricität  der  Son- 
nenbalin  herrührenden  Störungen.  —  §.  115.  Die  beträchtlichste  unter  ihnen 
heiset  die  jährliche  Gleichung.  Wie  diese  Gleichung  sich  in  der  Bewegung 
des  Mondes  zu  erkennen  gieht,  —  §,  116,   Erklärung   dieser  Erscheinung 


1  Allgemeinen. 


Fünftes  Kapitel. 
Von  der  Evectioii. 


§.  117.  Einleitende  Bemerkungen.  —  §g.  118—121.  Enrt-ickekng  der 
periodischen  Störungen,  welche  in  der  Exoentricität  der  Mondshahn  ihren 
Grund  haben.  Hierbei  kann  man  nicht  mehr  yon  den  Näherung eformeln 
in  §.  112.  Gebrauch  machen,  sondern  muss  zu  den  streng  gültigen  in  §.  36, 
Burückgehen.  —  §.  122.  Die  grösste  unter  den  erhaltenen  Störungen  wird 
die  Evection  genannt;  Wirkungsart  derselben ;  ihre  Entdeckung  durch 
Ptolemäus.'  —  §.  123.  Die  Evection  lässt  sich  als  eine  zweite  Mittel- 
punktsgleichung ansehen  und  hiernach  —  §.  124.  durch  eine  kreisförmige 
Bewegung  des  Mittelpunkts  der  Mondsbahn  erklären. 

Seehstes  Kapitel. 

Von  dem  Vonväitsgehen  der  Apsiden  der  Mondsliahn. 

§.  125.  Zu  Folge  der  im  vorigen  Kapitel  erhalteneu  Stürungsglieder, 
welche  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes  zum  Argumente  haben,  müssen 
der  Eadius  Vector  und  die  LSnge  des  Mondes  mit  verschiedenen  Eseen- 
tricitäten  berechnet  werden.  Eine  in  denselben  Gliedern  noch  vorkommende 
Conatantelässt  auf  ein  Vorwärtsgehender  Apsiden  schliessen.' —  §.126.  Eigcn- 
thümliche  Art,  auf  welche  sich  diese  zwei  Ergebnisse  vereinigt  darstellen 
lassen.  —  g.  127.  New  ton 's  Verfahren  die  Apsidenbewegung  zu  bestimmen. 

§  12b  Die  letzt  gefundene  Apsidenbewegung  ist  nur  halb  ao  gross,  als 
m  der  ^\irkhchkeit  Geschichtliches  —  §  12<)  "Wie  die  Stürungsglieder 
höherer  Ordnungen  aus  den  schon  entwickelten  der  vorhergehenden  niede- 
rem Ordnungen  gefunden  werden  können  —  §§  IdO.  131.  Anwendung  hier- 
\on  um  die  Grosse  der  Apsidenhew  egung  durch  Rücksichtnahme  auf  die 
Evection   zu   verbessern     Nahe  Ueberemstimmung   des  Eesultats   mit  der 

Siebentes  Kapittl 
Von  der  Saculirgleichung  des  Mondes, 
5  ]}2  Sie  besteht  in  einer  Beschleunigung  der  mittleren  Bewegung 
Je s  Mondes  und  hat  m  der  sich  vermindernden  Escontricität  der  Erdbahn 
ihren  Grund  —  §  loi  Anili  tische  und  numerische  Entwiekelung  dieser 
Gleichung  —  §  134  ^  eranschaulichung  ihrer  Wirkung.  Die  jetzige  ße- 
achleumgung  wird  einst  m  eine  ^elKugelung  übeigehen.  Aehnliohe  Säcu- 
lai^leichungen  m  Bezug  luf  die  Bewegung  der  Apsiden  und  der  Knoten 
dea  Mondes 

■iehces  Xipitel 
Von  den  btorungen  dei  Bieite  des  Mondes, 

§  135  '\\  irkun^sirt  dei  auf  du  Bahnebene  perpendikularen  Kraft, — 
5   136    Bestimmung  der   auf  dei   mittleren  Ebene  der  Mondsbahn  perpen- 


y  Google 


1  Mechanik  des  Himmels. 

dikuKren  E.iaft  —  §  1^'  Untersuchung  der  dadurch  bewirkten  Breite  oder 
Ablenkung  des  Monde?  YDn  der  mittleren  Ebene  —  §§.  l'öS.  139.  Periodische 
Aenderurg  dieser  Breite,  watiend  die  KnoteiJmie  der  mittleren  Ebene  mit 
der  Ekhptik  bei  unver^derter  Neigung  beider  Ebenen,  sich  in  der  Eklip- 
tik gleichförmig  ruckti&rti  dreht  —  §  140  Breite  des  Mondes  in  Beaug 
auf  die  Ekliptik  —  §  141  Die  Ursache  der  Knotenbewegung  erklärt  sich 
am  einfachsten  wenn  min  die  Bewegung  des  Mondes  auf  die  Ekliptik 
unmittelbar  bezieht  —  5  142  '\^  le  die  periodisthe  Breit enstöruiig  durch 
periodische  \enderungen  der  Neigung  und  der  Knotenlänge  erklärt,  und 
diese  Aendeiungen  durch  eine  kreisftimige  Bewegung  der  Pole  der  Monds- 
bihn  dtTgCJttllt  ■werdi'n  krnni.n 

Neuntes  Kspitel 
Von  der  Beftimmuns;  der  Elemente  dei  Mondsbewegung. 

«  U3  Einleitung  —  §  144  Zusimmen'-teUung  der  Gründe  für  die 
Richtigkeit  der  imBisheiigen  für  die  ge=turte  Mondsbewegung  entwickel- 
ten Formeln  —  §  145  Methode,  nach  welcher  die  Elemente  der  gestörten 
Bewegung  bestimmt  werden  können  —  S  I4h  Hinzuzufügende  Bemer- 
kungen —  §  Hl  Die  Länge  des  Penheli  und  die  Länge  der  Knoten  aus- 
genommen, sind  alle  übrigen  Elemente  constant  —  §.  148.  Kurze  Ueber- 
Bieht  der  ToiBüghchsten  >ishi.r  eischitnenen  Tafeln  und  Theorieen  des 
Mondes  —  5  14<1  Angabe  der  Elemente  und  der  TorzügÜotcren  Gleichun- 
gen der  Mondsbewegung  nach  Daraoiaeau  Anmerkung  über  die  Glei- 
tlungen   Tel  he  ^on  der  ibgeplittiten  Gest  l'  dei  Erde  herrühren. 


Von  den   gegenseitigen   Störungen   der  Pianoten. 

Erstes  Kapitel 

Von  den  Störungen,  welche  von  den  Exuentricittiten  und 

der  Neigung  unabhängig  sind. 

§.  150.  Das  Verfahren,  um  die  Planetenstorungen  au  berechnen,  wird 
dasselbe  sein,  welches  im  Vorhergehenden  beim  Jlonde  angewendet  wurde.  — 
§g.  151.  152.  Formeln  für  die  auf  den  gcst  iten  Plii  eten  wirkenden  Kräfte 
~  §.  153.  Gestaltung  dieser  Formeln  wenn  die  Escentiieitaten  unberück- 
sichtigt gelassen  werden.  —  §.  154  Entwiokelung  einer  negativen  Potenz 
der  gegenseitigen  Entfernung  zweier  Planeten  m  eine  Reihe,  welche  nach 
den  Cosinus  der  Vielfaolien  des  Längen  mterschiedes  beider  Planeten  fort- 
geht. —  §  155.  Einzuschaltende  goniometrische  Formeln  und  Sätze  — 
§.  156.  Gesetz,  nach  welchem  die  Coefficienten  jener  Reihe  im  Allgemeinen 
und  —  §.  157,  in  den  specieUen  hiei  zu  beichtenden  Fallen  lon  einander 
abhängen.  Bestimmung  der  Difterentialquotienten  der  C  oefficienten  — 
§.  158.  Darstellung  der  störenden  Kräfte  mit  Hl  Ite  der  entttiokelten  Reihen, 
die  von  den  Exoentiicitäten  unabhängigen  Störungen  des  Eadms  Vector 
und  der  Länge,  aus  diesen  Reihen  mit  Anwendung  der  Formeln  in  §.  112 
abgeleitet. 
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Zweites  Kapitel. 
Entwickelimg  iler  von  den  Excentiicitäten  und  der  Neigung 
abhängigen  Stöiungen. 
§§,  iü!)— lei.  Die  von  den  Exoentricitäten  des  gestörten  und  des 
störenden  Planeten  abhängigen  periodischen  Störungen,  mittekt  der  For- 
meln in  g.  3(i  entwickelt.  —  §.  1U2,  Entwickelung  der  perioiiischen  Breiten- 
störuugen,  —  §.  163.  Wie  die  auf  einen  Planeten  von  zwei  oder  mehreren 
anderen  gleichzeitig  ausgeübte  Störung  zu  berechnen  ist. 

Drittes  K.Bpitel. 
Theorie  der  Säculai'stÖ rangen. 

§§.  1Ö4.  1G5,  Unbeatimmbarkeit  der  Cocfficienten  der  Anfangsglieder 
in  den  für  die  Oonrdinaten  des  Planeten  vorhin  erhaltenen  Reihen,  Die 
Unbeatimmbarkeit  wird  beim  Eadius  Vector  und  der  Länge  aufgehoben, 
wenn  man  die  Lange  des  Perihels  und  die  Excentricität  veränderlich  an- 
nimmt. Geschwindigkeit  dieser  Aenderungen.  —  §.  16*>.  Unterschied  zwi- 
schen den  Esoentricitäten  und  den  Längen  des  Perihels ,  mit  denen  das 
eine  Mal  der  Badius  Vector,  das  andere  Mal  die  Länge  des  Planeten  au 
berechnen  ist.  —  §.  167,  Zur  Bestimmung  des  Anfangsgliedes  ftir  die  Breite 
wird  angenommen,  dasa  sich,  die  Bahnebene  des  gestörten  Planeten  an  der 
des  störenden  unter  cnnstanter  Neigung  gleichförmig  fortbewegt.  Ge- 
aohwindigkeit  dieser  Bewegung.  —  §.  168.  Geschwindigkeiten,  mit  denen 
sich  die  Neigung  und  die  KnotenlSnge  in  Beaug  auf  eine  beliebig  an- 
genommene feste  Ebene  ändern,  —  §.  169.  Säonlare  Störungen  im  Gegen- 
sätze zu  den  periodischen.  Die  Säcularstörung  der  mittleren  Entfernung 
ist  Null.  Inwiefern  der  mittleren  Länge  in  der  Epoche  eine  aäoulare 
Aenderung  beigelegt  werden  kann.  —  §§.  170.  171.  Säculare  Bewegung 
der  Pole  der  Baiinen  zweiuc  sieh  störenden  Planeten,  aus  einer  geometri- 
schen Betrachtung  hergeleitet.  —  §■  1^'^-  Analytische  Entwickelung  dieser 
Bewegung.  —  g,  173.  Anwendung  der  Formeln  auf  Jupiter  und  Saturn,  — 
§.  174.  Die  Säcularänderungen  der  Eseentricitäten  und  der  Perihelien 
iweier  aich  störenden  Planeten,  durch  eine  ähnliche  Analysis  entwickelt. 
—  §.  175,  Anwendung  auf  Jupiter  und  Saturn.  Bewegung  der  Mittel- 
punkte ihrer  Bahnen.  —  §.  17fi.  Merkwürdige  Eektion  zwischen  den  Qua- 
draten der  Exoentricitäten  aller  Planeten.  —  §.  IT".  AehiJiohe  Relation 
zwischen  den  Quadraten  der  Neigungen ;  hierin  ist  zugleich  der  Satz  von 
der  unveriinduiliclien  Ebene  begriffen. 

Viertes  Kapitel. 
^        d      Stabil  t  t  des  Planetensystems. 

§.  1  8  S  b  ht  f  d  Lnveränderlichkeit  der  mittleren  Entfer- 
nungen nd  t  d  f  h  nd  n  Kleinheit  der  Exoentricitäten  und  der 
Neigung  nd  Bhnngg  d  unveränderliche  Ebene.  Die  Fortdauer 
dieser  Klnh  htd  nhinG  md,  dass  alle  Planeten  sich  nach  einerlei 
Richtung  d  S  n  b  n.  —  §,  I"9.  "Warum  keine  periodisehe 
Störung  einen  alkugrossen  "Werth  erreichen  kann,  —  §.  180,  Die  grossen 
Gleichungen  Ji-ipiter.s  und  Saturns  nach  Eouvard.  —  §.  181,  Beweis,  dass 
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durch  d  e  "tt  eohselw  rkun^  aw  e  Pin  en  d  e  m  tt  ere  Beweging  des 
e  nen  b  oh  Ter  n^ert  w  nn  d  e  des  nde  en  gr  sser  v  d  nd  mgelte  t 
Näherungswe  e  ausged  uoktes  \  erhal  n  ss  zw  chen  den  Coeffic  ent  n  der 
gro  aen  Cle  ch  ngen  J  p  e  3  ubI  &  tu  n  —  182  Storun  en  von  lan  e 
Dauer  he  anderen  Plane  en  a  en  —  fi  ^  B  mm  ^  d  Flera  n  e 
e  nes  gestörten  Pia  eten 


Anhang. 

I.    Beweis  der  Un Veränderlichkeit  der  mittleren  Entfernungen, 

nach   Lagrange 

Aenderung  der  Elemente  der  dliptiischcn  Bewegung  eines  Planeten, 
■nenn  seine  Geschwindigkeit  durch  einen  Sto'Js  geändert  wird  —  Die  ge- 
störte Bewegung  k'inn  man  ^ich  als  eine  elhptigohe  vorstellen,  deren  Ele- 
mente sich  fortwährend  ändern  —  Lagr^nge'';  'Verfahren,  um  die  nach 
einer  beliebigen  Sichtung  geschätzte  störende  Kraft  au  finden  Die  stö- 
rende Function  Entwickelung  derselben  Die  hieraus  gefolgerte  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  sich  die  mittlere  Entfernung  ändert,  ist  aus 
bloss  periodischen  Gliedern  zusimmengesetat ,  weshalb  die  mittlere  Ent- 
fern mg  selbst  blois  peiiod]5ehe  Störungen  erleidet 

11    tehei  die  Methode  der  fpeciellen  .Störungen. 

Allgeraeiner  Begriff  dieser  Methode;  sie  geht  zunächst  auf  die  Be- 
rechnung der  Geschwindigkeiten  aus,  mit  denen  sich  die  Elemente  ändern; 
die  Geschwindigkeit  der  Aenderung  des  Parameters  als  Beispiel.  —  Neuer 
Sata,  durch  welchen  man  von  den  Aenderungen,  welche  die  Elemente  durch 
einen  kleinen  Stflss  erleiden,  eine  anschauliche  Uebersieht  gewinnt.  Er- 
läuterung dieses  Satzes  durch  die  Bewegung  eines  Planeten  in  einem 
widerstehenden  Mittel. 
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Die  GruncUehren  der  Dynamik. 
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Erstes  Kapitel. 

Von  der  Bewegung  der  Punkte. 


§.  1.     Die  Lage  eines  Punktes  B  (Fig,  1)  gegen  einen  anderen  A 
ist  gegeben,  wenn  sein  Abstand  von  A   imd   die  Richtung  der  Ab- 
ßtandslinie  AB  gegeben  sind.     Ein   dritter  Punkt   B'  hat  demnach 
gegen    einen    vierten    A'    dieselbe    Lage, 
welche   B   gegen  A  hat,   wenn  die   zwei 
geraden  Linien  AB  und  A'B'  gleich  lang 
sind  und  einerlei  ßichtung  haben. 

Dass  zwei  gerade  Linien  AB  und 
A'B'  gleiche  Länge  und  einerlei  (nicht 
entgegengesetzte)  Richtung  haben,  werde 
hier  kurz  durch 

AB  =  A'B' 
ausgedrückt.    Mit  dieser  Bezeichnung  kön-  f 

nen  wir  sogleich  folgende  aus  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  fliessende  Sätze  aufstellen: 


AA'~BB'  . 


AA'  =  BB'    und     BB'^GC". 


AA'  =  CC  . 
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III.  Ist 

AB^A'B'    und     BC—B'C, 
80  ist  auch 

AC—A'C  ; 
und  eben  so  AD  ^  ÄD' ,  wenn  noch  CT)  ^  CD'  ist;  u.  s.  w. 
Versteht  man  analoger  Weise  unter  der  Formel 
AB  =  m.A:B'  , 
dass   die  Linien  AB  und  A!B'  einerlei  Bichtung   haben,   und   dass 
die  Länge  der  ersteren  das  m-fache  der  Länge  der  letzteren  ist,   wo 
fn  jede  ganze  oder  gebrochene  positive  Zahl  sein  kann,  so  kann  man 
den  Satz  III.  folgen  dergestalt  verallgemeinern: 

IV.  Ist 

AB^m.A'B'  ,         BC=m.B'0',  GD^m.C'D'  ,         etc., 

so  ist  auch 

AC^m.A'C"  , 
AD  =  m.A'D'  ,         etc. 
(Siehe   Fig.  2,    wo   m  =  ^    ist.)     Alsdann 
nämlich  sind  die  Figuren  AB  OD..   und 
A'B'C'D'..  einander  bloss  ähnlich,  in  dem 
Verhältnisse  von  m  ;  i ,  während  sie  in  III. 
einander  gleich  und    ähnlich   waren.     In 
'         beiden  Fällen  aber  haben  sie  eüie   direct 
^'B.2.  ähnliche  Lage,  —  Wir  können  noch  hinzu- 

setzen; 

V.  Ist 

AB=.m.B,A^  ,        BC=m.C\Bj  ,        CD  ^  ?7>. .  D,C\  ,        etc., 
so  ist  auch 

AC^m.C\A,  ,         AD^m.D,A,  ,         etc. 
Auch  hier  sind  die  Figuren  ABC...  und  A^B^C^ .. .  in  dem  Ver- 
hältnisse   m;i     einander    ähnlich,    haben    aber    eine    verkehrt    ähn- 
liche Lage. 

§.  2.  Sind  mehrere  gerade  Linien  AB,  CD,  BF  (Fig.  3)  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  gegeben,  und  trägt  man  dieselben,  von 
einem  beliebigen  Punkte  0  ausgehend,  parallel  mit  ihren  Richtungen 
an  einander,  macht  man  also 

OP~AB,        PQ=  CD  ,         QR^BF  , 
so  hcisst  die  gerade  Linie  CR,   M'elche   den  Anfangspunkt  mit  dem 
Endpunkte    der   dadurch    entstandenen    gebrochenen   Linie    OPQB 
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verbindet,   aus   den  Linien  AB,   CD,  EF  zusammengesetzt,    — 
oder  auch  die   Lage  von  B  gegen   0   zusammengesetzt   aus  den 
Lagen  von  B  gegen  A,  von  D  gegen  C 
lind  von  F  gegen  E.  g 

Folgerungen,  a)  Die  Linie  OR 
Meibt  dieselbe ,  wenn  statt  der  Linien 
AB,  CD,  EF  irgend  andere  ihnen 
gleiche  und  parallele  genommen  werden 
(§.  1,  II).  Man  kajin  daher  OR  auch 
als  zusammengesetzt  aus  OP,  PQ,  QR 
selbst,  und  überhaupt  jede  Seite  eines 
Vielecks  als  zusammengesetzt  aus  den 
jedesmal  übrigen  ansehen,    dafern  man  Kg.  3  und  a-, 

nur  jede  der  letzteren  nach  der  Uich- 

tung  nimmt,  nach  welcher  sie  von  einem  den  Perimeter  des  Vielecks 
beschreibenden  Punkte  durchlaufen  wird,  die  Richtung  der  ersteren 
aber  die  entgegengesetzte  sein  lässt.  —  So  ist  z.  B.  von  den  drei 
Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecks,  OB  aus  CA  und  AB;  AO 
aus  AB  und  BC;  BA  aus  BC  und  CA  j 


h)  Wenn  man,  statt  von  0,  von  irgend  einem  anderen  Punkte  0' 
ausgehend,  die  gegebenen  Linien  AB,  CD,  EF  parallel  mit  ihren 
Eichtungen  an  einander  trägt  und  damit  die  gebrochene  Linie 
O'P'Q'R'  bildet,  so  ist 

0'R-=  OS.    (§.  t,  Uli  . 

c]  Hat  man,  von    0  ausgelicnd, 

OP=AB,         PQ=CD  ,         QR^EF 
gemacht,  so  wird  man  zu  demselben  Punkte  R  auch  gelangen,  wenn 
man  z.  B.  von  P  aus  parallel  mit  sich  zuerst  EF  und  sodann  CD 
abträgt.     Denn  macht  man  PQ'^  EF,  so  ist  auch 

PQ'=  QR 
und  daher    [§.  1,  I) 

Q'R  =  PQ^CD  . 
Je  zwei  nächstfolgende  der  zusammenzusetzenden  Linien  können  da- 
her mit  einander  vertauscht  werden.  Da  sich  nun  aus  einer  ge- 
gebenen Folge  mehrerer  Elemente  durch  successive  Vertauschung 
je  zweier  nächstfolgenden  alle  anderen  Folgen  ableiten  lassen,  —  aus 
der  Folge  abc  z.  B.  die  Folgen  ach,  cab,  cba,  etc.  —  so  kann 
die  Ordnung,  in  welcher  man  die  gegebenen  Linien  nach  und  nach 
zusammensetzt,  jede  behebige  sein. 

Weil    endlich    nach  Ji]    eine  veränderte  Annahme    des  Ausgangs- 
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puiiktes   O  keinen   Einiliiss   auf  die  Grosse  und  Richtung    der    zu- 
aammeiige setzten  Linie  hat,  so  schliessen  ■wir: 

Die  aus  mehreren  geraden  Unien  zusammengesetzte  Linie  bleibt 
ihrer  Grösse  und  Sichitmg  nach  dieselbe,  welches  auch  der  Ausgangs- 
punkt und  welches  die  Ordnung  ist,  in  welcher  die  ersteren  Linien  an 
einander  gesetzt  werden. 

d)  Ist  AB  aus  CD  und  EF  zusammengesetzt,  so  ist  es  CD  aus 
AB  und  FE;  EF  aus  AB  und  i)C;  BA  aus  DC  und  FE;  \i.  s.  w. 
Die  Richtigkeit  hieiTon  erhellet  durch  Ansicht  von  F^,  S*,  und  man 
sieht  von  selbst,  wie  Analoges  auch  bei  Systemen  von  noch  mehreren 
Linien  stattfinden  muss. 

e)  Noch  können  wir  aus  §.1,  IV  folgern:  Ist  eine  Linie  aus 
mehreren  anderen  {A'D'  aus  A'B',  B'C,  CD')  zusammengesetzt, 
so  ist  auch  das  m-fache  der  ersteren  aus  den  m-fachen  der  letzteren 
[AD  aus  AB,  BC,  CD]  zusammengesetzt. 

§.  3.  Eine  gerade  Linie  in  zwei  oder  mehrere  gerade  Linien 
zerlegen,  heisst  Linien  angeben,  durch  deren  Zusammensetzung  die 
erstere  Linie  wieder  erhalten  wird.  Offenbar  gehört  diese  Aufgabe 
zu  den  unbestimmten  und  kann  nur  durch  Hinzufügung  gewisser  Be- 
dingungen eine  bestimmte  werden.  Die  einfachsten  unter  dergleichen 
bestimmten  Aufgaben  sind  folgende  drei: 

I.   Eine  Linie  AB  (Fig.  4)    in   zwei   andere  zu  zerlegen,   welche 
parallel  mit  zwei  Geraden  n  und  b  sind,  die  in  einer  mit  AB  paral- 
lelen Ebene  liegen  und  sich  darin 
schneiden. 

Auflösung.  Man  ziehe 
durch  A  eine  Parallele  AE  zu 
a  und  durch  B  eine  Parallele 
BF  in  b,  welche  die  AE  schnei- 
den wird.  Geschehe  dieses  in  G, 
so  sind  A  C  und  CB  die  gesuch- 
ten Linien.  Es  kann  aber  AB 
Fig.  i.  nicht  noch  in  zwei  andere  mit  « 

und  b  parallele,  aber  von  A  C  und 
CB  der  Länge  nach  verschiedene  Linien  zerlegt  werden,  indem  es  sonst 
ausser  C  noch  einen  Punkt  geben  müsste,  der  so  läge,  dass  die  von 
ihm  nach  A  und  B  gezogenen  Linien  rcsp.  mit  a  imd  b  parallel  wären. 
n.  Eine  Luiie  AD  iti  zwei  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine 
parallel  mit  einer  Ebene  s  und  die  andere  parallel  mit  einer  die 
Ebene  e  schneidenden  Geraden  c  ist. 
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Auflösung.  Man  lege  durch  A  eine  mit  e  pariillde  Ebene 
und  durch  D  eine  mit  c  parallele  Gerade ,  welche  jene  Ebene  in  B 
treffe,  so  sind  AB  und  BD  die  gesuchten  Linien.  —  Dass  auch  hier 
die  Zerlegung  nicht  noch  auf  andere  Art  möglich  ist,  erhellet  aus 
ähnlichem  Grunde,  wie  vorhin. 

III.  Eine  Linie  AD  in  drei  zu  zerlegen,  welche  parallel  mit 
drei  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  und  nicht  in  derselben  Ebene 
enthaltenen  Geraden  «,  5,  c  sind. 

Auflösirng.  Man  zerlege  nach  IL  die  Linie  AD  in  zwei 
andere  AB  und  BD,  welche  resp,  mit  der  durch  die  Geraden  a 
und  b  bestimmten  Ebene  und  mit  der  Geraden  o  parallel  sind.  Man 
zerlege  hierauf  nach  I.  die  Linie  AB  in  zwei  mit  a  und  b  parallele 
Linien  AO  und  CB,  und  es  werden  AC,  GB  und  BD  die  ver- 
langten sein.  — ■  Da  jede  dieser  zwei  Zerlegungen  nur  auf  Eine  Weise 
möglich  ist,  so  können  auch  hier  statt  der  drei  erhaltenen  Linien 
nicht  noch  andere  von  denselben  Richtungen,  aber  anderen  Längen 
gefunden  werden. 

Zusatz.  Liegt  die  Linie  AB  in  der  dui-ch  die  Geraden  a 
und  h  bestimmten  Ebene  selbst,  ao  kann  man  sie  nach  a  und  b  auch 
dadurch  zerlegen,  dass  man  ihre  Endpunkte  A,  B  durch  Parallel- 
linien  mit  b  und  mit  a  auf  a  und  auf  5  projicirt  (Fig.  5).  Denn  die 
somit  sich  ergebenden  Projectionen  A'B' 
und  A'B"  von  AB  auf  a  und  h  sind,  ,, 

wie  die  Figur  zeigt,  resp.  ^  den  vori- 
gen AC  und  CB,  und  daher  die  ge- 
suchten Linien. 

Aehnlicher  Weise  wird  eine  Linie 
nach  der  Ebene  e  und  der  Geraden  c 
dadurch    zerlegt,    das    man    ihre    End-  'Si^.h. 

punkte    durch  Parallellinien   mit   c    auf 

die  Ebene  s  und  durch  Par alleleb enen  mit  e  auf  die  Gerade  c  pro- 
jicirt. —  Eben  so  wird  man  endhch  eine  Linie  nach  den  drei  Ge- 
raden a,  b,  c  zerlegen,  wenn  man  ihre  Endpunkte  auf  jede  der  drei 
Geraden  (z.  B.  auf  c)  durch  Ebenen  projicirt ,  welche  mit  der  durch 
die  jedesmal  zwei  übrigen  Geraden  [a  und  b)  bestimmten  Ebene 
parallel  sind. 

§.  4.  Die  Bewegung  eines  Punktes  ist  gegeben,  wenn  für 
jeden  Zeitpunkt  sein  Ort  im  ßaume  gegeben  ist.  —  Im  Folgenden 
werden  wir  durch  T^.  T,  ,  T^,  ...  in  unbestimmten  Intei-vallen  auf 
einander  folgende  Zeitpunkte,  und  durch  A,^,  A^,  A.^,  . .  .\    B,,,  Bi, 
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§.4. 


B^,  ...;   etc.   die   Oerter  büzeiclmen ,    welcho    die    sich   bewogenden 
Punkte  A,  B,  etc,  in  jenen  Zeitpunkten  einnehmen. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  gegen  einen  anderen  ist  ge- 
geben, wenn  für  jeden  Zeitpunkt  die  Lage  des  einen  gegen  den 
anderen  (§.  1]  gegeben  ist. 

Von  zwei  Punkten  A  und  B  sagt  man,  dass  sie  einander  gleiche 
Bewegungen  haben,  wenn  die  Lage  des  einen  gegen  den  anderen 
unverändert  bleibt,  —  also  wenn  [Fig.  6) 

Ä,  5„  =  A^B^~  A^  B^  ^  etc. 
Es  folgt  also  hieraus 

A,A,^B„B^  ,  A,A^  =  B^B^  ,  etc., 
und  man  kann  daher  die  Gleichheit  der  Be- 
wegungen von  A  und  B  auch  dadurch  dc- 
finircn ,  dass  immer  die  Lage  des  Ortes  A^^ , 
welchen  der  Punkt  A  in  irgend  einem  Zeit- 
punkte Tj,  einnimmt,  zu  seinem  Orte  A^  in 
Flg.  fl.  irgend  einem  anderen  Zeitpunkte  2",  dieselbe 

ist ,  wie  die  Lage ,  welche  der  Ort  .S,  des 
Punktes  B  im  ersteren  Zeitpunkte  zu  seinem  Orte  B,  im  letj;te- 
ren  hat. 

Man  sagt,  dass  ein  Punkt  D  gegen  einen  anderen  C  dieselbe 
Bewegung  habe,  welche  ein  dritter  B  gegen  einen  vierten  A  hat, 
wenn  stets  Z>  gegen  C  dieselbe  Lage,  wie  B  gegen  A,  hat,  also  wenn 


C,  D,  =  A,  B, 


etc.     (Fig.  7) 


GB  =  AB 
ist.     Es  folgt  hieraus 

GA  =  BB  ; 
mithin  hat  dann  auch  D  gegen 
B  dieselbe  Bewegung,  wie  C 
gegen  A.  Die  vier  Punkte  A, 
5,  i>,  G  bilden  dann  immer  ein 
Parallelogramm. 

Folgerungen.     «)    Haben 
zwei    Punkte     einander     gleiche 
irgend   einem  Zeitpunkte  zusammen, 
1  anderen. 

h)  Hat  D  gegen  C  dieselbe  Bewegung,  wie  B  gegen  A,  und 
sind  A  und  C  ruhende  Punkte,  oder  ihi'e  Bewegungen  einander 
gleich,  so  sind  auch  die  Bewegungen  von  B  und  D  einander  gleich. 


Bewegungen  und  fallen   sie  i 
so  thun  sie  dies  auch  in  jede 
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Denn  alsdano  ist  BD  ^  AC^^  eiiiei'  Linie,  deren  Grosse  und  Kich- 
tung  sich  nicht  ändert. 


§,  5.  Die  Bewegung  eines  Punktes  P  (Fig.  8)  heisst  aus  denen 
zweier  anderer  Tunkte  A  und  B  zusammengesetzt,  wenn  die  Lage 
von  P  gegen  einen  boliehig 
wo  angenommenen  festen 
Punkt  i''  stets  aus  den  La- 
gen von  A  und  B  gegen  F 
zusammengesetzt  ist,  oder 
—  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt —  wenn  der  vierte 
Punkt  F,  mit  welchem  die 
sich  bewegenden  A,  P,  B 
in  dieser  Folge  ein  ParaUelo-  pig.  g. 

gramm  bilden,  ein  ruhender 

ist.    Denn  weil  FP  aus  FA  und  FB  zusammengesetzt  sein  soll,  und 
es  FP  immer  aus  FA  und  AP  ist,  so  muss 

AP~FB  , 
und  folghch  APBF  ein  Parallelogramm  sein. 

Sind  bieinach  für  verschiedene  Zeitpunkte  J", ,  T, ,  T^,  ...  die 
Oerter  von  A  und  B ,  und  für  einen  derselben,  T,^ ,  der  Ort  P,^  von 
P  gegeben,  so  findet  man  die  Oerter  von  P  für  die  übrigen,  wenn 
man  zueilst 

B,F=P„A,   , 
und,  nachdem  somit  F  bestimmt  worden, 

A^P^~F£^   ,         A^P^~FB^  ,         etc. 
macht. 

Ohne  zu  F  zurückzugehen,  kann  man  aus  P^  jeden  der  übrigen 
Oerter  von  P,  wie  P, ,  auch  dadurch  finden,  dass  man 

P,,X^A^ A,     und     XP,  ~  B„ B, 
macht,  dass  man  also  P„Pi  ans  ^„.^i  und  B^B^  zusammensetzt.     In 
der  That  ist  nach  dieser  Construction 

A^X^A.P,  ^FB„  , 
zugleich  aber 

XP,  =  B„B,  , 
folglich  (§.  1,  in) 

A,P,  ~FB^   , 
wie   vorhin.     Auf  gleiche  M'eise    lässt   sich  P^   finden,   indem  man 
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P^P^  aus  A^A^  und  ß„-B,,    oder  auch   P,  P,    aus  A^A^    und    5,5^ 
zusammensetzt;  u.  s.  iv. 

Die  Lage  von  P  gegen  P^  ist  hiernach  aus  den  gleichzeitigen 
Lagen  von  A  gegen  A^  und  von  B  gegen  i?„  stets  vollkommen  be- 
stimmt, und  es  müssen  daher  alle  Bewegungen  von  P,  die  man  für 
veischiedene  Annahmen  von  Pj ,  mithin  auch  von  F,  erhält,  also  alle 
aus  den  Bewegungen  von  A  und  H  zusammengesetzten  Bewegungen, 
einander  gleich  sein. 

Zusätze,     a]    Nach  der  Formel 

AP=FB 
kann  man  die  aus  den  Bewegungen  von  A  und  B  zusammengesetzte 
Bewegung  von  P  auch  als  diejenige  erklären,  bei  welcher  die  Be~ 
wegung  von  P  gegen  den  einen  [A]  der  beiden  Punkte  A  und  B 
dieselbe  ist,  welche  der  andere  [B)  gegen  einen  festen  Punkt  F  hat. 
Um  sich  dieses  noch  anschaulicher  zu  machen,  stelle  man  sich  vor, 
dass,  während  B  seine  Bewegung  gegen  F  unverändert  behält,  dem  F 
die  Bewegung  von  A  ertheilt  wird;  oder  auch  dass,  während  B  in 
seiner  ursprünglichen  Bahn  fortgeht,  diese  Bahn  selbst  in  paralleler 
Lage  90  fortgeführt  wird,  dass  einer  ihrer  Punkte,  und  damit  auch 
alle  übrigen,  eine  der  Bewegung  von  A  gleiche  Bewegung  erhalten. 
Denn  dadurch  wird  B  in  eine  aus  seiner  ursprünglichen  und  aus 
der  Bewegung  von  A  zusammengesetzte  Bewegung  gebracht. 

b)  Sind  die  Bewegungen  von  A  und  P  gegeben,  so  kann  man 
daraus  umgekehrt  die  Bewegung  von  B  gegen  einen  beliebig  wo  an- 
genommenen festen  Punkt  constniiren.  Von  beliebigen  Bewegungen 
zweier  Punkte  A  und  P  kann  man  daher  immer  die  Bewegung  des 
einen  P  als  zusammengesetzt  betrachten  aus  der  des  anderen  A  und 
aus  der  von  P  gegen  A,  d.  i.  aus  der  Bewegung  (von  B),  welche  P 
haben  würde,  wenn  bei  seiner  Bewegung  gegen  A  letzterer  Punkt 
in  Ruhe  wäre.  So  ist  z.  B.  die  Bewegung  des  Mondes  zusammen- 
gesetzt aus  der  Bewegung  der  Erde  und  aus  seiner  Bewegung  gegen 
die  Erde. 

S.  G.  Eben  so,  wie  von  zwei,  können  die  Bewegungen  auch 
von  di'ei  und  mehreren  Punkton  A,  B,  0,  ...  (Fig.  9]  zusammen- 
gesetzt werden.  Man  beziehe  nämlich  den  zweiten  und  die  folgenden 
auf  willkürliche  feste  Punkte  F,  G,  ...  und  lasse  hierauf  die  Punkte 
P,  Q,  ...  sich  so  bewegen,  dass  P  gegen  A  dieselbe  Bewegung,  wie  B 
gegen  F;  Q  gegen  P  dieselbe,  wie  C  gegen  G;  u,  s.  w.  hat.  Denn 
damit  ist  die  Bewegung  von  P  aus  denen  von  A  und  B,  die  Be- 
wegung von   Q  aus  denen  von  P  imd  C,   d.  i.  aus  denen  von  A,  B 
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t,  wie  vorhin,    für   je    zwei 
A.A.  lind  B„B      und   so 


und  C,  u.  8.  w.  zusammengesetzt.     Dabi 
Zeitpunkte  T^  und  T^  die  Linie  P„P, 
aiich    Q^Q,    aus    P„P,    und    G„C, , 
d.  i.  aus  ^„.4,,  .e„Zfi  und  C,0,  zu- 
sammengesetzt, u.  s.  w. 

Letztere  Eigenschaft  der  eusani- 
mengesetzten  Bewegung  kann  man 
auch  geradezu  als  Definition  dersel- 
ben gebrauchen,  und  hiemach  die 
Bewegung  von  X  aus  denen  von  A, 
B,  C,  ...  zusammengesetzt  nen- 
nen, wenn  für  je  zwei  Zei^unkte  die 
Lage   des   Oi  tes   des   Punktes    X   Mi  fik.  s. 

dem  einen  gegen    seinen    Ort  in   dem 

anderen  ZeiipunAte  zusammengesetzt  ist  aus  den  Lagen,  welche  die 
Oerier  dei  PunAts  A,  S,  C,  ...  im  ersteren  Zeitpunkte  resp.  gegen 
die  Oertet  det  selben  im  letzteren  hahen. 

Will  man  nach  dieser  Definition  die  Bewegung  von  X  con- 
struii'en,  so  bleibt  der  Ort  von  X  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  der 
Willkür  überlassen;  die  Oerter  von  X  für  alle  anderen  Zeitpunkte 
«ind  damit  vollkommen  bestimmt,  und  alle  bei  verschiedener  An- 
nahme jene«  n  lUkiulichen  Ortes  sich  ergebenden  Bewegungen  sind 
eimndei  gleich  Auch  giebt  diese  Definition  noch  zii  erkennen,  dass 
eben  =!0  wie  bei  mehreren  geraden  Linien  (§.  2),  so  auch  bei  mehreren 
Bewegungen  die  Ordnung,  in  welcher  man  sie  nach  und  nach  zu- 
sammensetzt  g'inz  willkürlich  ist. 

Dl  endlii.li  nach  §.  5,  h)  die  Bewegung  von  P  aus  der  von  A 
und  aus  dei  ■von  P  gegen  A,  und  eben  so  die  von  Q  aus  der  von  P 
und  aus  der  von  Q  gegen  P  zusammengesetzt  ist,  so  ist  es  auch  die 
Bewegung  von  Q  aus  der  von  A  und  aus  denen  von  P  gegen  A 
und  von  Q  gegen  P;  und  ähnlich  erweise  bei  noch  mehreren  Be- 
wegungen, welches  auch  dieselben  sein  mögen. 

§.  7.  Die  Bewegung  eines  Punktes  P  in  zwei  oder  mehrere  Be- 
wegungen zerlegen,  heisst  Bewegungen  von  Punkten  A,  B,  C,  ... 
ßi\äen,  durch  deren  Zusammensetzung  die  Beioegung  von  P  wieder 
hervorgeht.  Aus  den  Oeitem  ^„,  B^,  ...,  welche  A,  B,  ...  in 
irgend  einem  Zeitpunkte  T,,  einnehmen,  müssen  hiernach  die  Oerter 
jd,| ,  5, ,  ...  für  irgend  einen  anderen  Zeitpunkt  T^  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Linien  A^Ai,  B^B^,  .,.,  zusammengesetzt,  die 
Linie  P„  P,  geben  ,§.  G),  d.  h.  man  muss  P^P,  in  A^A,,  B^B^  ,  ... 
zerlegen    (§.  3).      Die  Aufgabe    der  Zerlegung    einer  gegebenen   Bo- 
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■wegung  wird  daher  eben  so,  wie  die  Aufgabe  für  die  Zerlegung 
einer  geraden  Linie,  im  Allgemeinen  unbestimmt  sein,  und  durch 
Beifügung  derselben  Bedingungen,  unter  denen  die  letztere  Auf- 
gabe in  eine  bestimmte  überging,  wird  auch  die  eistere  eine  solche 
werden. 

Hiernach  kann  erstens  eine  in  einer  Ebene  enthaltene  Bewegung 
des  Punktes  P  immer  und  nur  auf  Eine  Weise  in  zwei  geradlinige 
Bewegungen  zerlegt  werden,  deren  Richtungen  a  und  b  in  derselben 
Ebene  enthalten  und  nicht  mit  einander  pai'allel  sind.  —  In  der  That, 
sind  A  und  B  die  Projectionen  von  P  auf  a  und  b  durch  Parallelen 
mit  b  und  a,  so  sind  mit  der  Bewegung  von  P  auch  die  von  A 
und  B  gegeben;  und  da  hierbei  für  je  zwei  Zeitpunkte  T^,,  T,  die 
Linie  P^P^  aus  A^A^  und  .B„B,  zusammengesetzt  ist  (§.  3,  Zus.),  SO 
sind  die  Bewegungen  von  A  und  B  die  gesuchten. 

Eben  so  wird  ferner  die  Bewegung  eines  Punktes  im  Räume 
überhaupt  in  zwei  zerlegt,  von  denen  die  eine  in  einer  Ebene  e,  die 
andere  in  einer  mit  e  nicht  parallelen  Geraden  c  geschieht,  oder  in 
drei  Bewegungen,  welche  in  di'ei  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
und  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  a,  b,  c  vor  sich  gehen, 
wenn  man  den  Punkt  auf  die  in  §.  3,  Zus.  besagte  Art  im  ersteren 
Falle  auf  6  und  c,  im  letzteren  auf  a,  b  und  c  projicirt.  Denn  wie 
vorhin ,  werden  auch  hier  diese  Projectionen  die  gesuchten  und  nur 
auf  Eine  Weise  bestimmbaren  Bewegungen  haben. 


Von  der  Geschwindigkeit. 


§,  8.     Die  Bewegung  eines  Punktes  wird  gleichförmig  t 
wenn  je  zwei  Theile  des   von  ihm   beschriebenen   Weges   sich  wie  die 
Zeiten  verhalten,  in  denen  sie  beschrieben  werden. 

Wenn  zwei  sich  gleichförmig  bewegende  Punkte  A  und  B  in 
derselben  Zeit  gleich  lange  Wege  durchlaufen,  so  sagt  man,  dass  sie 
sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  bewegen.  Ist  aber  der  von 
A  durchlaufene  Weg  das  m-fache  des  Weges,  den  B  in  derselben 
Zeit  zurücklegt,  so  sagt  man,  dass  A  eine  m-mal  so  grosse  Geschwindig- 
keit, als  B ,  habe,  und  versteht  hiernach  unter  dem  Verhältnisse  der 
Geschwindigkeiten  der  beiden  Punkte  das  Verhältniss  der  von  ihnen 
in  derselben  Zeit  beschriebenen  Wege.  Indem  man  daher  einer 
geviässcn    gleichförmigen   Bewegung    eine    GeschM'indigkeit    gleich    i 
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beilegt,  kann  man  die  Geschwindigkeit  jeder  anderen  gleichförmigen 
Bewegung  durch  eine  Zahl  ausdrücken.  Man  pflegt  aber,  nach  Fest^ 
Setzung  der  Maasseinheiten  für  Zeit  und  Raum,  diejenige  Geschwindig- 
keit =  1  zu  setzen,  mit  welcher  in  jeder  Zeitlänge  =  i  ein  Weg 
=  I  beschrieben  wird. 

Ein  Punkt,  der  in  jeder  Zeiteinheit  einen  Weg  =  c  Ijeschreibt, 
hat  hiernach  eine  Geschwindigkeit  =  c.  und  legt  in  jeder  Zeit  =  t 
einen  Weg 

zurück;  woraus  noch  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  c  eines  sich 
gleichföi'mig  bewegenden  Punktes  erhalten  wird,  wenn  man  die  Zahl  s, 
welche  irgend  einen  yom  Punkte  beschriebenen  Weg  ausdrückt,  durch 
die  Zahl  t  dividirt,  welche  die  Zeit  ausdrückt,  in  der  dieser  Eaum 
beschrieben  worden. 

Da  die  Geschwindigkeit  und  der  in  der  Zeiteinheit  beschriebene 
Weg  durch  einerlei  Zahl  ausgedrückt  weiden,  so  pflegt  man  die  Ge- 
schwindigkeit auch  geradezu  durch  die  Länge  dieses  Weges,  also 
durch  eine  benannte  Zahl,  anzi^eben,  z.  B.  eine  Geschwindigkeit 
von  Einem  Meter,  von  30  Fuss,  von  4  Meilen,  u.  s.  w. 

§.  9.  Die  einfachste  unter  allen  Bewegungen  ist  die  gleichförmige 
uiid  geradlinige.  Sind  die  Oerter  A,^  und  A^  gegeben,  welche  ein 
sich  auf  solche  Weise  bewegender  Punkt  A  in  den  Zeitpunkten  T^ 
und  r,  einnimmt,  so  kann  man  damit  seinen  Ort  A^  für  jeden 
dritten  Zeitpunkt  T^  finden.  Denn  es  liegt  A^  mit  A^^  und  A^  in 
gerader  Linie,  und  es  verhält  sich 

[wo  T„  T^  die  von  den  Zeitpunkten  T^  und  T^  begrenzte  Zeitlänge 
bedeutet).     Beides  zugleich  wird  durch  die  Formel 

J\T.,.A^A^  =  T^T,.A,A^ 
dargestellt,  welche  daher  der  charakteristische  Ausdruck  für  die  ge- 
radlinige  und   gleichförmige   Bewegung   des  Punktes   A   ist,    sobald 
darin  die  drei  Zeitpunkte  T^,   1\  und  T^  ganz  beliebig  angenommen 
werden  können. 

Im  Folgenden  wollen  wir  in  den  Begriif  der  Geschwindigkeit 
eines  sich  geradhnig  und  gleichförmig  bewegenden  Punktes,  ausser 
ihrer  Grösse,  stets  noch  die  Richtung  mit  aufnehmen,  nach  welcher 
sich  der  Punkt  bewegt,  und  daher  die  Geschwindigkeit  durch  eine 
gerade  Linie  ausdrücken,  welche  die  Richtung  der  Beivegung  hat, 
und  deren  Länge  dem  in  der  Zeiteinheit  beschiiebenen  Wege  gleich 
ist.      Hiernach    werden    wir    eine    Geschwindigkeit    aus    zwei    oder 
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mehreren  Gösch  windigkeiten  zusammengesetzt  nennen,  wenn  die 
Linie,  welche  die  erstere  ausdrückt,  ans  den  die  letzteren  ausdrücken- 
den Linien  zusammengesetzt  ist. 

§.  10.  Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  A  nicht  gleichförmig, 
oder  nicht  geradlinig,  oder  keines  von  beiden,  so  kann  man  doch 
immer  die  Zeit  in  so  kleine  Theile  getheilt  annehmen,  dass  die  Be- 
wegung während  jedes  dieser  Theilchen  oder  Zeitelemente,  wie  man 
sie  nennt,  einzeln  als  geradlinig  und  gleichförmig  betrachtet  werden 
kann;  und  man  wird  daher  unter  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  A 
zur  Zeit  T^  diejenige  zu  verstehen  haben,  mit  welcher  er  in  dem 
auf  r„  nächstfolgenden  oder  in  dem  nächstvorhergehenden  Zeitele- 
mente geradlinig  und  gleichförmig  fortgeht.  Ist  also  T^  T,  solch  ein 
Zeitelement,  so  ist  A^^A^  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  von  A 
zur  Zeit  T„ ,  und  ihre  Grösse  (§.  8) 

=^^  v:," ■-,;,-  ,  oder  auch     =  m  .  A,^A^    , 

wenn  m  die  (unendlich  grosse)  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  ent- 
haltenen und  dem  T^  '1\  gleichen  Elemente  bedeutet. 

Mit  anderen  Worten  und  schärfer:  Je  näher  einem  bestimmten 
Zeitpunkte  T,,  ein  anderer  T,  genommen  wird,  und  je  naher  damit 
der  Ort  A^  dem  A^  zu  liegen  kommt,  desto  mehr  und  über  alle 
Grenzen  hinaus  nähert  sich  der  Quotient  A^A^:  T^^T^  einem  be- 
stimmten "Werthe  und  die  Gerade  ^„  A^  einer  bestimmten  Richtung, 
Es  sind  dies  die  Grösse  und  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A  zur  Zeit  T^.  —  Zugleich  sieht  man  daraiis,  dass  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  einerlei  mit  der  Richtung  der  in  ^„ 
an  die  Bahn  von  A  gelegten  geradlinigen  Tangente  ist. 

Um  die  Bestimmung  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  durch  ein 
Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  eine  geradlinige  Bewegung  be- 
trachten, bei  welcher  der  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  0  bis  zu 
irgend  einem  anderen  T^  zurückgelegte  Weg  s  stets  dem  Quadrate  der 
seit  0  verflossenen  Zeit  QT^,  welche  t  hcisse,  proportional  ist,  also 

wo  daher  a  den  Weg  bezeichnet,  der  in  der  ersten  auf  0  folgenden 
Zeiteinheit  beschrieben  wird.  Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung  den 
Zeitraum  T^T^^=T,  so  ist  der  während  QT^  oder  t-\-T  beschriebene 
Weg  gleich  a{t-\-  tf ,  folglich  der  während  T„ T^  oder  t  beschriebene 

A^A,  =a{t^TY~at^  =  zatt-^ar''  . 
Die  Division  desselben  durch  r  giebt  2ai-\-  cit ,  als  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes,   wenn  er  den  Weg  A^^A^   während  t  gleichförmig 


y  Google 


K    10.  Etätcä  Kapitel.     Von  dcf  Gesehwindiglicit,  31 

"beschrieben  hätte.  Ihr  Werth  nähert  sich  desto  mehr  dem  zat,  je 
kleiner  der  Zeittheil  r  genommen  wird,  und  geht  für  ein  unendlich 
kleines  oder  verschwindendes  i  in  2at  selbst  über,  welches  daher  die 
Geschwindigkeit  im  Zeitpunkte  T^  ist.  Sie  ist  hiernach  der  seit  0 
verflossenen  Zeit  proportional,  also  in  0  selbst  gleich  Null,  nnd  am 
Ende  der  ersten  Zeiteinheit  nach  0,  gleich  2a,  d.  h.  doppelt  so 
gross,  als  der  während  derselben  beschriebene  Weg. 

Man  nennt  eine  solche  Bewegung,  bei  welcher  die  Geschwindig- 
keit im  Verhältnisse  der  Zeit,  also  in  gleichen  Zeiten  um  gleich  viel 
(in  jeder  Zeiteinheit  um  la)  zunimmt,  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung.  Jeder  frei  fallende  Körper  zeigt  eine 
solche.  Seine  Geschwindigkeit  am  Ende  der  ersten  Secrmde  nach 
dem  Anfange  des  Falls  ist  gleich  30  paris.  Fuss  [nahe  wenigstens*)), 
am  Ende  der  zweiten  gleich  60  Fuss,  am  Ende  der  dritten  gleich 
go  Fuss,  etc.  Der  Fallranm  aber  in  der  ersten  Secunde  beträgt 
|. .  30  =  15  Fuss ,  der  Fallraum  in  den  zwei  ei'sten  Secunden  2.2.15 
^  60  Fuss,  in  den  drei  ersten  3-3.15  =  135  Fuss,  u.  a.  w. 

Zusatz.  Auf  ganz  ähnliche  Weise ,  nach  welcher  wir  bei  der 
durch  die  Fonnel  s  ^  af  dargestellten  Bewegung  vei-fuhieii,  läast 
sich  auch  in  jedem  anderen  Falle  die  Geschwind^keit  finden,  wenn 
das  Stück  5  der  von  einem  Punkte  A  beschriebenen  Bahn ,  welches 
sich  von  einem  belieb^  darin  gewählten  Anfangspunkte  bis  zu  dein 
Orte  erstreckt,  wo  sich  A  am  Ende  der  Zeit  t  befindet,  als  eine 
analytische  Function  von  t  gegeben  ist. 

Die  einfachste  Function  von  t  ist  a~\-bt.     Setzen  wir 
s=^a  +  U  , 
so  wächst  s   um  hz,    wenn  t    um   x   zunimmt.     Die  Geschwindigkeit 
ist   daher   gleich   b,    also   constant;    die   andere   Constante   a  ist   der 
Werth  von  s  für  t  =:  o  . 

Bei  der  zusammengesetzteren,  durch 

s  =  a  +  ht-\-cf 
ausgedrückten   Bewegung    ist    das  Waclisthum    von   s   während    des 
auf  t  folgenden  r,  gleich 

It-^-  zctr-^c-u-  =  \b+  =ff-{-r-v  r 


*;  Genauer  ist  diese  Gesctwindigkeit  g  im  lultlei-icn  Kaunie  untei  dtm  Aequator 
gleicii  30>  J08,  unter  den  Polen  gleich  30'264.pan^  Fiis^  AHffemetns  Tjehersieltt  dt» 
Sonnensystems  in  Schuoiachei''a  Jahriuch  für  1837,  Seite  97  Aus  tUesem  Auf- 
sätze Hansen's  sind  auch  die  meisten  der  spater  folgenden  numeii'iohen  Angaben 
genommen.  [Nach  Helmert  {Geodäsie,  Bd  II,  S  241  ist  unter  der  Breite  £  m 
Metern  g  =  y'"78oo  (i  +0'0053iosinB').     ^er^l    dai  ^oiwoit  des  Herausgebers] 
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mithin  die  Geschwindigkeit  gleich,  dem  Grcnzwerthe  von  f)-\-  zrt-\- ex 
für  ein  verschwindendes  r,  d.  i. 

=  b+  2Ct   . 
Hier  nimmt  also  die  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportional  zu,   in 
jeder  Zeiteinheit  um  2c,  wie  oben;  ihr  Werth  füi-  ^  =  o  ist  gleicht, 
und  die  Constante  a  ist  der  Werth  von  s  zu  derselben  Zeit. 

Eben  so  findet  sich  für 

s  =  a  +  bt-\-ct'-  +  df 
die  Geschwindigkeit 

=  b  +  2ct+idf  ; 
u.  s.  w. 

Anmerkung.  Wie  man  leicht  im  Voraus  übersieht,  muas  sich 
die  Form  s  =  a-\-  bt -{-  cf  auf  die  einfachere  s,  =  ei,  redncircn 
lassen,  wo  s,  und  t,  gleichfalls  den  Raum  und  die  Zeit,  nur  von 
anderen  Punkten  angefangen,  bedeuten;  *,  nämKch  von  dem  Zeit- 
punkte, wo  die  Geschwindigkeit,  gleich  b-{-  2ct,  Null  ist,  und 
s^  von  dem  Punkte  des  Raumes,  wo  sich  der  bewegende  Punkt  für 
i^  ^  o  befindet.  In  der  That  geht  die  erstere  Form  in  die  letztere 
über,  wenn  man 


§.11.  Nicht  bloss  bei  der  Bewegung  eines  Punktes,  sondern 
überhaupt  bei  jeder  mit  der  Zeit  sich  ändernden  und  daher  als 
Function  von  t  darstellbaren  Grösse  a:,  kann  nach  der  Geschwindig- 
keit ihrer  Aenderung  gefragt  werden.  Aendert  sich  x  gleichförmig, 
d.  h.  in  gleichen  Zeiten  um  gleich  viel,  so  wird  man  unter  der  Ge- 
schwindigkeit von  X  die  Aenderung  in  der  Zeiteinheit  zu  verstehen 
haben  und  ihren  constanten  Wcrth  finden,  wenn  man  die  irgend 
einem  Zeiträume  T„Tf  =  Jf  zugehörige  Aenderung  von  ce,  gleich 
^x,  durch  Jt  dividirt.  Aendert  sich  x  imgleichförmig ,  so  hat 
dieser  Quotient  nach  verschiedener  Annahme  der  Zeitpunkte  T,, 
und  r,  verschiedene  Werthe.  Er  wird  sich  aber,  wenn  man  5"„  un- 
verändert behält  und  T,  dem  I",  immer  näher,  also  Jt  immer 
keiner,  annimmt,  immer  mehr  einem  von  ^t  unabhängigen  Grcnz- 
werthe nähern,  und  dieser  wird  als .  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  T^ 
zu  betrachten  sein. 

Bedeuten  x,y,z,  ...  die  Werthe  mehrerer  veränderlicher  Grössen 
zur  Zeit   t,   und   x',  y',  z',  ...   die    gleichzeitigen  Werthe   ihrer  Ge- 
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sühwimligkcitcn..  Sind  nun  x,  y,  z,  . ..  durch  eine  für  jeden  Wertli 
von  t  bestehende  algebraische  Gleichung  mit  einander  verbunden, 
so  kann  daraus  stets  ohne  Schwierigkeit  eine  Gleichung  zwischen 
x',  y',  z',  ...  hergeleitet  werden.  Seien  zu  dem  Ende  ^a;,  ^y,  ... 
die  Incremente  von  x,  y,  ...,  wenn  t  um  Jt  wächst.  Die  gegebene 
Gleichung  wird  daher  noch  bestehen,  wenn  man  darin  für  x,  y,  ... 
resp.  X  -\-  Jx  ,  y  +  äy  ,  ...  setzt  und  damit  von  der  Zeit  t  zur  Zeit 
tAr^t  übergeht.  Von  der  solchergestalt  geänderten  Gleichung  ziehe 
man  die  ui'sprüngliche  ab  und  dividire  die  restirende  durch  At. 
Indem  man  nun  das  Increment  Jt  über  alle  Grenzen  klein  werdend 
annimmt,  und  deshalb  alle  mit  dieser  Annahme  verschwindenden 
Glieder  weglässt  und  für  ~jj ,  -^ ,  ...  resp.  x',  y',  ...  schreibt,  hat 
man  die  Gleichung  zwischen  den  Geschwindigkeiten  gefunden. 
Beispiele.     Sei  zwischen  x,  y,  z,  ...  die  Gleichung 

(1)  ^^a~hl>x  +  cy  +  ... 

gegeben.     Hieraus  folgen  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 
z  +  zfz  =  a  +  b{x  +  Jx)  +  c{y  +  Jy)  +  ...  , 

also  zuletzt 

(i*)  z-=ix'+cy-+... 

Eben  so  findet  .sich  aus  der  Gleichung 

(2)  »  =  i?  , 

nachdem  man  die  gedachten  Operationen  vorgenommen  hat: 
Jz  Jy   ,      Ax   ,   Jx   , 

Lässt  man  nun  Jt  unendlich  klein  weiden,  so  verschwindet  das 
letzte  Glied  gegen  die  übrigen,  und  es  kommt: 

[2*]  z'=xy'-\-yx'  ; 

oder,  wie  wir  dieses  Resultat  noch  ausdrücken  können:  Sind  x' 
und  y'  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  x  und  y  ändern,  oder 
kurz  die  Geschwindigkeiten  von  x  und  y,  so  ist  xy'-\~yx'  die  Ge- 
schwindigkeit des  Productes  xy . 

Setzt  man  in  (2)  y  ^=x ,  so  wird  a  =  .«' ,  und  [2*)  geht  über  in 
z' ^  zxx'  , 
d.  h.  2xx'  ist  die  Geschwindigkeit  von  x^. 
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Ist  I  =^  zt/  die  vorgegebene  Gleichung,   also   d; 
stant,  gleich  i,  so  mrd  z'=o,   mithin 

xy'--\-  yx' ■:=  o     und     y' = — -l— =  . — . 


wegen  y  = 


:  d,  h. 1  ist  die  Gesckw 


Die  weitere  Entwickelung  dieses  Gegenstandes  gehört,  wie  die 
meisten  meiner  Leser  schon  wissen  werden,  in  das  Gebiet  der  Dif- 
ferentialicchnung,  Newton,  welcher  diese  "Wissenschaft  ähnlichei- 
weise,  wie  hier,  auf  die  Begi^iffe  von  Zeit  nnd  Bewegung  gründete, 
nannte  die  Function  von  t,  welche  die  Geschwindigkeit  einer  anderen 
Function  von  t  ausdrückt,  die  Fluxion  der  anderen;  die  neueren 
Geonieter  nennen  sie  schlechthin  die  avis  der  anderen  abgeleitete 
Function   [ihren  ersten  DifForentialquotienten]. 

§.  12.  Lehrsatz.  Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  P  aus  den 
Bewegungen  mehrerer  anderer  Punkte  A,  B,  ...  zusammengesetzt,  so 
ist  auch  in  Jedem  Zeitpunkte  T^^  die  Geschwindigkeit  von  P  aus  den 
Geschwindigkeiten  von  A,  B,  ...  zusammengesetzt. 

Beweis.  Nach  §.  6  ist  die  gerade  Linie  P^P^  aus  den  geraden 
A^A,  ,  B^B,  ,  ...,  fo^lich  auch  (§.  2,  e) 

m.P^P^  aus  m.A^A,  ,  m.B^B,  ,  ... 
zusammengesetzt.  Es  ist  aber,  wenn  T„  T,  als  Zcitelement  genommen 
wird,  und  m,  wie  in§.  10,  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  enthaltenen 
Elemente  bedeutet,  m.A^^A,  ^  der  Geschwindigkeit  von  A  zur 
Zeit  r„,  m  .  B„B,  ^  der  Geschwindigkeit  von  B  zu  derselben  Zeit, 
etc.;  folglich  u.  s.  w. 

Folgerungen,  a)  Wenn  die  Geschwindigkeiten  von  A,  B,  ... 
im  Verlauf  der  Zeit  weder  ihre  Richtung  noch  ihre  Grösse  ändern, 
so  wird  auch  die  Geschwindigkeit  von  P  eine  constante  Richtung 
und  Grösse  haben,  d.  h.: 

Bewegen  sich  mehrere  Punkte  geradlinig  und  gleichförmig,  so  ist 
auch  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Bewegung  geradlinig  und  gleich- 
förmig. 

b)  Wird  eine  in  einer  Ebene  vor  sich  gehende  Bewegung  nach 
zwei  in  der  Ebene  sich  schneidenden  Geraden  a  und  b  zerlegt,  so 
finden  sich  die  Geschwindigkeiten  der  Bewegungen  in  a  und  h,  wenn 
man  die  Geschwindigkeit  der  erster en  Bewegung  nach  denselben 
Geraden  zerlegt.  —  Denn  nach  dem  obigen  Satze  müssen  die  Ge- 
schwindigkeiten der  zwei  durch  Zerlegung  erhaltenen  Bewegungen, 
wenn  sie  zusammengesetzt  werden,  die  Geschwindigkeit  der  Ursprung- 
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liehen  Bewegung  wieder  geben.  Letztere  Geschwindigkeit  muss  folg- 
lich in  die  zwei  ersteien  zerlegt  werden  können.  Eine  gerade  Linie 
in  der  Ehene,  und  folglich  auch  die  durch  sie  ausgedräckte  Ge- 
schivindigkeit,  kann  aber  nach  den  zwei  Geraden  a  und  h  der  Ebene 
nur  auf  Eine  Weise  zerlegt  werden  (§.  3]. 

Eben  so  zeigt  sich,  dass  auch  bei  Zerlegung  einer  Bewegung 
nach  einer  Ebene  und  einer  sie  schneidenden  Geraden,  oder  nach 
drei  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  und  nicht  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden,  die  Geschwindigkeiten  der  somit  ontstehendea 
Bewegungen  gefunden  weiden,  wenn  mau  die  Geschwindigkeit  der 
gegebenen  Bewegung  nach  derselben  Ebene  und  Geraden,  oder  nach 
denselben  drei  Geraden  zerlegt. 

c)  Da  die  Zerlegung  einer  Bewegung  sowohl,  als  einer  geraden 
Linie,  in  jedem  der  gedachten  drei  Fälle  durch  Projection  bewerk- 
stelligt werden  kann  [§§.  3  und  7),  so  lässt  sich  die  eben  gemachte 
Folgerung  auch  also  aussprechen  Wnd  eine  Bewegung  auf  eine 
Gerade  odei  eine  Ebene  piojicirt  so  findet  sich  die  Geschwindigkeit 
der  pioiiciiten  Belegung  wenn  man  die  Geschwindigkeit  der  ur-' 
sprünghchen  Be^^iegung  auf  dieselbe  Gnade  oder  Ebene  projicirt; 
oder  kmz 

Die  GescJuLindigkeit  der  piojiciiien  Bewegung  ist  der  Projection 
der  Gesehmndiqhcit  dei   ursprünglichen  Bewegung  gleich. 

Dasselbe  erhellet  unmittelbar  und  noch  einfacher  folgendergestalt : 
Ist  der  Punkt  A  die  Projection  des  Punktes  P,  so  ist  auch  für  je 
zwei  Zeitpunkte  T^  und  T, ,  A^A.^  von  P^P^  ,  und  m.A^A^  von 
m.P^Pf  die  Projection.  Es  sind  aber  letztere  Linien,  wenn  TaT^ 
als  Zeitelement  und  m  in  der  obigen  Bedeutung  genommen  wird, 
^  den  Geschwindigkeiten  von  A  und  P  zur  Zeit  T^ ;  folglieh  u.  s.  w. 

§.  13.  Lehrsatz.  Wenn  van  zwei  sich  bewegenden  Punkten  A 
und  B  die  Geschwindigkeiten  (sowohl  der  Richttmg ,  als  der  Grösse 
nach  (§.  9)^  stets  einander  gleich  sind,  so  sind  die  Bewegungen  selbst 
einander  gleich. 

Beweis.  Seien  T^Ty,  TiT^,  ...  mehrere  auf  einander  folgende 
Zeitelemente,  so  sind  während  des  ersten  die  Geschwindigkeiten  von 

'  Ta  r,  """„—  r^  2\ ' 

gleichgerichtet  sein  sollen,  so  müssen  A^A^  und  B,^B,  selbst  ein- 
ander gleich  sein  und  einerlei  Richtung  haben,  also 

A,A,~B,B,  ,         folglich     A,B,^A,B^   . 
Eben  so  wird  bewiesen,  dass  A^  B,  ^  A^B^ .  u.  s.  w.     Die  Linie  AB 


■  und  ^  ,„°    '  ■     Da  diese   einander   gleich   und 
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bleibt  sich  daher  stets  gleich  und  parallel,  und  die  Bewegungen  von 
A  und  B  sind  folglich  einandei  gleich  (§.  4). 

Folgerung.  Haben  zwei  Punkte  stets  einander  gleiche  Ge- 
schwindigkeiten und  fallen  sie  in  irgend  einem  Zeitpunkte  zusammen, 
so  werden  sie  dies  auch  in  jedem  anderen  (§.  4). 

Beispiel.  Bewege  sich  A  in  einer  Geraden  nach  dem  Ge- 
setz, dass 

(1]  s  =  a  +  bf  +  ct-  . 

Der  Punkt  B  bewege  sich  in  derselben  Geraden  und  sei  für  t  =  o 
vom  Anfangepunkte  der  Geraden  um  a  entfernt;  seine  Geschwindig- 
keit in  demselben  Zeitpunkte  sei  gleich  b  uiid  wachse  in  jeder  Zeit- 
einheit um  2C.  Nach  dem,  was  über  die  durch  (1)  ausgedrückte 
Bewegung  in  §,  10  gesagt  worden,  fallen  daher  A  und  B  für  if  =  o 
zusammen,  haben  fiir  i^  o  gleiche  Geschwindigkeiten,  und  so  auch 
zu  jeder  anderen  Zeit,  weil  auch  die  Geschwindigkeit  von  A  in  jeder 
Zeiteinheit  um  2  c  wächst.  Die  Bewegungen  von  A  und  B  sind  mit- 
hin identiach,  und  wir  folgern  hieraus  umgekehrt:  Bewegt  sich  ein 
Punkt  in  einer  Geraden  so ,  dass  er  für  #  =  o  vom  Anfangspunkte 
der  Geraden  um  a  entfernt  ist  und  eine  Geschwindigkeit  gleich  l> 
hat,  und  dass  letztere  in  jeder  Zeiteinheit  um  20  wächst,  so  ist  seine 
Entfernung  vom  Anfangspunkte  zur  Zeit  t. 

§.  14.  Nach  der  geradlinigen  und  gleichförmigen  Bewegung  sind 
die  einfachsten  Bewegungen  die  geradlinige,  bei  welcher  sich  die  Grösse 
der  Geschwindigkeit  proportional  der  Zeit  ändert,  und  die  gleich- 
förmige, bei  welcher  sich  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal der  Zeit,  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Winkel,  ändert.  Erstere 
Bewegung  haben  wir  bereits  in  den  §§.  10  und  13  betrachtet;  letztere, 
oder  die  gleichförmige  Kreisbewegung,  soll  uns  zur  Erläuterung 
dessen,  was  in  §.  12  über  die  Projection 
einer  Bewegung  gesagt  worden,  dienen. 

Bewege  sich  demnach  P  (Fig.  10)  um 
den  festen  Punkt  0  in  einem  Kreise,  des- 
sen Halbmesser  0P=  a,  von  der  Hech- 
ten nach  der  Linken  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  c.  Ist  die  Umlaufszeit  im 
Kreise,  gleich  2U ,  gegeben,  so  findet  sich 


^  die  Ludolph'sche  Zahl  bezeichnet. 
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Man  projicii'e  nun  diese  Bewegung  rechtwinklig  auf  einen  Durch- 
messer MN  des  Kreises  und  nenne  A  den  Punkt,  welcher  die  pro- 
jicirte  Bewegung  hat.  A  ist  hiernach  der  Fusspunkt  des  von  P 
auf  MN  gefällten  Perpendikels,  bewegt  sich  zwischen  M  und  N  hin 
und  her  und  gebraucht  za.  jedem  Hin-  oder  Hergange  die  halbe 
Ümlaufszeit    Tl. 

Die  Richtung,  nach  welcher  sich  P  bewegt,  ist  die  Richtung 
der  an  den  Kreis  in  P  nach  der  Linken  hin  gezogenen  (auf  OP 
perpendikularen)  Tangente.  Setzt  man  daher  nach  derselben  Seite 
hin  eine  Linie  OH  =  c  perpendikular  auf  OP,  und  fällt  von  H  auf 
MN  das  Perpendikel  HF,  so  wird  durch  OH  die  Geschwindigkeit 
von  P  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  dargestellt,  durch  OF  aber, 
als  die  Projection  von  OH  auf  MN,  die  Geschwindigkeit  von  A. 
"Weil  die  Dreiecke  OPA  und  HOF  gleichwinklig  sind,  so  verhält  sich 

AP :  OF  =  OP :  OH  =  a  :  ß  . 
Die  Geschwindigkeit  von  A  ist  hiernach  gleich  AP .  c  :  a ,  also  dem 
Perpendikel  AP  proportional,   und  daher  Null,   wenn  A  in  M  oder 
in  N  ist,  am  gtossten  aber,  gleich  c,  wenn  A  auf  der  Mitte  0  seines 
Weges  ist. 

Die  Bewegung  und  die  Geschwindigkeit  von  A  lassen  sich  auch 
leicht  durch  trigonometrische  Functionen  ausdrücken.  Zu  dem  Ende 
werde  die  Zahl  —  ^=  ■■  f  kurz  mit  ii  bezeichnet.  Sie  ist  der  in 
Theilen  dos  Halbmessers  ausgedrückte  Bogen,  um  welchen  P  in  der 
Zeiteinheit  fortgeht.     Nimmt  man  daher  den  Winkel  von 

57''i7'44"8  =^  2o6264"8  , 
der  durch  einen  dem  Halbmesser  gleichen  Bogen  gemessen  wird,  zur- 
Maasseinheit  der  Winkel,  so  bedeutet  dieselbe  Zahl  n  auch  den  Winkel, 
um  welchen  sich  der  Halbmesser  OP  in  der  Zeiteinheit  dreht,  und 
wird  deshalb  die  Winkelgeschwindigkeit  von  P  genannt.  Indem 
man  nun  alle  Winkel  von  der  Rechten  nach  der  Linken  rechnet, 
sei  a  der  Winkel,  den  der  sich  drehende  Halbmesser  OP  mit  dem 
festen  OM  zur 'Zeit  t  =  o  macht;  am  Ende  von  (  ist  daher  dieser 
Winkel  gleich  a-^-nt,  und  zu  eben  der  Zeit 

0A=  OP.  cos  MOP  ^acoa{a  +  nt] 
und 

0F=  OH  cos  MOH  , 
oder,  weil 

0H  =  c  =  na     und     MOH=  MOP  -f-  POH  ^a-^nt  +  Cfo" 
ist, 

OF=—?i«  sin  («-!-«;)  . 
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Wenn  man  daher  für  die  Zeit  (  den  Werth  von  OA  gleich  x  und  die 
Geschwindigkeit  von  A  gleich  x'  setzt,  und  die  Richtung  von  A'' 
nach  M  für  die  positive  nimmt,  so  hat  man  die  Formeln : 

I.  x:=  acoa{a  +  nt)  und  «'==  —  nasm{a  -\-nt)  , 
wodurch  sich  für  jeden  Zeitpunkt  der  Ort  des  Punktes  A  und  seine 
Gesell  windigkeit  bestimmen  lassen.  Je  nachdem  sich  dabei  die 
Weithe  von  x  und  x'  positiv  oder  negativ  finden,  sind  die  Richtung 
OA  und  die  der  Geschwindigkeit  von  A  mit  der  Richtung  NM 
einerlei  oder  ihr  enl^egengesetzt. 

Projicirt  man  gleicherweise  die  Bewegung  von  P  auf  den  Durch- 
messer RS,  welcher  den  voi-^en  JfJV  rechtwinklig  schneidet,  und 
fallt  deshalb  von  P  und  H  auf  ES  die  Perpendikel  PB  und  HG, 
so  ist  B  der  Punkt,  welcher  die  projicirte  Bewegung  hat,  und  OG 
seine  Geschwindigkeit.  Nimmt  man  femer  diejenige  Richtung  des 
neuen  Durchmessers,  welche  mit  NM  einen  Winkel  von  90°,  nicht 
von  270°,  macht,  also  die  Richtung  SP,  für  die  positive,  so  ist 

0B=  OPcosPOM    und     OG  =  OHcosMOH  , 
oder,  weil 

POR^-c^o'  —  MOP    und     ROH  =  3fOP  =  a  +  nf 
ist,   wenn   man,   analog  mit  dem  Vorigen,    OB  =  y  und    OG  =  y' 
setzt: 

II.     y  ^  asi\i.{a-\-n()     und    y' =  naGO%{tt-\-nt)  , 

Fonneln,  welche  in  die  vorigen  übergehen,  wenn  man  y  und  y'  in 
X  und  x'  verwandelt  und  a  um  90"  wachsen  lässt. 

Man  bemerke  nur  noch ,  dass  durch  die  zwei  rechtwinkligen 
Projectionen  der  Bewegung  von  P  auf  zwei  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende Gerade,  sie  zugleich  nach  diesen  zwei  Geraden  zerlegt  wor- 
den ist. 

Zusatz.  Ganz  ähnliche  Fonneln  finden  statt,  wenn  P  sich  im 
Kreise  nicht  gleichförmig  bewegt.  Ist  überhaupt  l  die  Function 
von  t,  welche  den  Werth  des  Winkels  MOP  am  Endo  der  Zeit  t 
angiebt,  und  V  die  Geschwindigkeit  dieser  Function  (§.  11),  so  ist 
zu  eben  der  Zeit  der  Bogen  MP  =  al ,  also  die  Geschwindigkeit, 
mit  der  er  sich  ändert,  oder  die  Geschwindigkeit  von  P,  gleich  al' , 
und  die  in  P  an  den  Kreia  gezogene  Tangente  ist  ihre  Richtung, 
Macht  man  daher,  wie  vorhin,  OJff  parallel  mit  dieser  Richtung  und 
gleich  al',  und  projlcirt  P  sowohl  als  H  rechtwinklig  auf  MN  und 
SS ,  so  sind  OF  und  0  G  die  Geschwindigkeiten  von  A  und  B,  und 
man  erhalt  für  die  Bewegung  dieser  Punkte,   wenn   man  wiederum 
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OA  =  X    und    OB  =  y   und  ihre    Geschwindigkeiten    gleich    x'  und 
y'  setzt: 

,r  ^  acaal  ,        x'  =  — -ßTsin/  , 

»/  ^  «sin  /  ,  J/'  ^        aTcos/  . 

Ziehen  wir  hieraus  noch  den  Schluas,  dass  überhaupt,  wenn  l 
eine  veränderliche  Zahl  und  V  ihre  Geschwindigkeit  bezeichnet,  die 
Geschwind^keiten  der  trigonometrischen  Functionen  cos  l  und  sin  l 
resp,  gleich  — /'sin?  und  l'cosl  sind,  — ■  zwei  Resultate,  von  denen 
das  eine  in  das  andere  übergeht,  wenn  man  l  in  go"  —  l  und  damit 
r  in  —  r  verwandelt. 


Zweites  Kapitel. 

Von  den  Wirkungen  der  Kräfte. 


§.  15.  Unsere  bisher  rein  mathematischen  Untersuchungen  über 
die  Bewegung  wollen  wir  jetzt  auf  die  uns  umgebende  Körperwelt 
anwenden,  und  statt  der  sich  bewegenden  mathematischen  Punkte 
die  Bewegung  physischer  Körper  in  Betrachtung  ziehen,  die  wie  aber, 
vor  der  Hand  wenigstens,  gleichfalls  nur  als  Punkte,  oder  doch  so 
klein  annehmen  wollen,  daas  ihre  Dimensionen  ganz  ausser  Acht 
gelassen  werden  können. 

Hier  tritt  uns  nun  sogleich  die  der  reinen  Mathematik  fcemde 
Relation  zwischen  Ursache  und  Wirkur^  entgegen.  Es  ist  nämlich 
nicht  möghch,  dass  ein  physischer  Körper,  welcher  in  Ruhe  ist,  ohne 
äussere  Ursache  sich  zu  bewegen  anfange,  und  eben  so  wenig,  dass 
ein  sich  bewegender  Körper  ohne  äussere  Ursache  die  Richtung  und 
Geschwindigkeit  seiner  Bewegung  ändere.  Ohne  eine  fremde  Ein- 
wirkung wild  ein  ruhender  KÖi-per  fortwahi-end  in  Ruhe  bleiben, 
und  ein  sich  bewegender  ohne  Aufhören  in  gerader  Linie  und  mit  un- 
veränderter Geschwindigkeit  fortgehen.  Diese  allgemeine  Eigenschaft 
der  Körper,  der  zufolge  sie  ihren  Zustand,  er  bestehe  in  Ruhe  oder 
Bewegung,  nicht  selbstthätig  zu  ändern  im  Stande  sind,  wird  die 
Trägheit  der  Körper  genannt. 

Welches  die  den  Zustand  der  Körper  ändernden  Ursachen  sind, 
untersuchen  wir  hier  nicht  näher,  sondern  ziehen  bloss  die  Wü- 
kungen  derselben  in  Betracht,  und  legen  uns  daher  Fragen  von  etwa 
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folgender  Ait  zur  Beantwortung  vor:  Es  sind  zwei  oder  mehrere 
Bewegungen  gegeben ;  welches  wird  die  Bewegung  eines  Körpers 
sein,  wenn  die  "Ursachen,  welche  einzeln  ihm  die  gegebenen  Be- 
wegungen mittheüen,  gleichzeitig  auf  ihn  einwirken?  —  Odei:  ein 
Körper,  der  sich  bisher  geradlinig  und  gleichföimig  bewegte,  ändert 
plötaHch  seine  Richtung  und  seine  Geschwindigkeit;  nach  welcher 
Richtung  und  mit  welcher  Geschivindigkeit  wird  er  sich  bewegen, 
wenn  die  Ursache,  welche  jene  Aenderungen  hervorbrachte,  auf  den- 
selben in  Ruhe  sich  befindenden,  oder  sich  irgendwie  anders  be- 
wegenden, Körper  wirkt? 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  Lösur^  dieser  und  ähnlicher  Aufgaben 
ohne  die  Zuhülfenahme  eines  neuen  Gioindsatzes  nicht  möglich  ist, 
eines  Grundsatzes,  der  aus  der  Erfahmng  geschöpft  ist  und  die 
Lösung  der  einfachsten  unter  diesen  Aufgaben  in  sich  schliesst.  Die 
Entwickelnng  dieses  Grundsatzes  und  seiner  unmittelbaren  Folgen 
wird  der  Gegenstand  der  nächsten  Paragraphen  sein. 

§.  16.  Die  Ursache,  welche  einen  ruhenden  Körper  in  Be- 
wegung setzt  und  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  eines  sieh  be- 
wegenden zu  ändern  vennag,  nennt  man  Kraft.  Die  Richtung, 
nach  welcher  ein  vorher  ruhender  Köi-per,  durch  eine  iCraft  getrieben, 
sich  zu  bewegen  anfängt,  heisst  die  Richtung  der  Kraft. 

Zwei  Kräfte  heissen  einander  gleich,  wenn  sie,  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  auf  einen  Körper  wirkend,  mit  einander  im 
Gleichgewichte  sind.  Von  zwei  Kräften  nennt  man  die  eine  das 
!i-fache  der  anderen,  wenn  n  der  anderen  gleiche  und  nach  einerlei 
Richtung  auf  einen  Körper  wirkende  Kräfte  der  ersteren  Kraft,  sobald 
diese  nach  entgegengesetzter  Richtung  am  Köi-per  angebracht  wird, 
das  Gleichgewicht  halten. 

Hiernach  kann  man  das  Verhältniss  zwischen  Kräften  immer 
durch  Zahlen,  so  nahe  als  man  will,  ausdrücken;  denn  man  wü-d 
von  zwei  Kräften  sagen,  dass  sie  sich  wie  die  Zahlen  m  iind  n  ver- 
halten, wenn  es  eine  dritte  Ki^aft  giebt,  von  welcher  die  eine  jener 
beiden  das  m-fache,  die  andere  das  !J-fache  ist.  Kräfte  können  daher 
sehr  passend  auch  durch  gerade  Linien  ausgedrückt  werden,  welche 
die  Richtungen  der  Kräfte  haben,  und  deren  Längen  den  Zahlen- 
werthen  der  Kräfte  proportional  sind.  Eine  Kraft  wird  man  hiemach 
aus  zwei  oder  mehreren  anderen  Kräften  zusammengesetzt  nennen, 
wenn  die  Linie,  welche  die  erstere  ausdrückt,  a\is  den  die  letjsteren 
darstellenden  Linien  zusammengesetzt  ist. 

Dieses  vorausgeschickt,  zeigt  nun  die  Statik,  dass,  wenn  Kräfte 
in   beliebiger  Anzahl   sich   an    einem   Körper  A    das   Gleichgewicht 
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halten,  man,  ohne  das  Gleichgewicht  aufzuheben,  statt  zweier  oder 
mehrerer  derselben  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  substituiren  kann; 
—  also  statt  zweier  Kräfte,  welche  nach  einerlei,  oder  nach  entgegen-  , 
gesetzter  Richtimg  wirken,  eine  Kraft,  welche  im  ersteren  Falle  der 
Summe,  im  letzteren  der  Differenz  jener  zwei  Kräfte  gleich  ist  und 
die  Richtung  der  grösseren  hat.  Machen  aber  zwei  der  auf  A  wir- 
kenden Kräfte,  AB  und  AC  {Fig.  11),  einen  "Winkel  mit  einander, 
so  ei^änze  man  denselben  zu  einem  Parallelogramm 
BA  CD ,  und  es  wird  die  aus  A  zu  ziehende  Diago- 
nale AD  des  letzteren  die  statt  AB  und  ^C  zu 
setzende  Kraft  dai'stellen.  Denn  es  ist  AD  aus  AB 
und  BD,  folglich  auch,  weil  BD  =  AC,  aus  AB 
und  A  C  zusammengesetzt  [Satz  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte]. 

Noch  folgt  hieraus,  dass  eine  Kraft  4^,  welche 
mit  AB  und  AC  das  Gleichgewicht  halten  soll,  der 
Kraft  AD  gleich  und  entgegengesetzt  sein  mues;  und 
überhaupt:  Sollen  mehrere  auf  einen  Körper  wir- 
kende Kräfte  sieh  das  Gleichgewicht  halten,  so  muss  j,.  j, 
jede  derselben  der  aus  den  jedesmal  übrigen  zusammen- 
gesetj;ten  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Zusammensetzung  aller  Kräfte  muss  Null  geben. 

Sind  mehrere  auf  einen  Körper  A  wirkende  Kräfte  nicht  im 
Gleichgewichte,  sondern  bewegen  sie  ihn,  und  sind  AB,  ^C  ii^end 
zwei  dereelben,  so  füge  man  noch  die  aus  letzteren  beiden  zr^ammen- 
gesetzte  Kraft  und  die  dieser  gleiche  und  entgegengesetzte  AE  hinzu. 
Weil  AD  und  AJB  fiir  sich  im  Gleichgewichte  sind,  so  wird  durch 
diese  Hinzufügung  die  Bewegung  von  A  nicht  geändert.  Ehen  so 
wenig  aber  wird  dieses  geschehen,  wenn  man  AB,  AC  und  AB, 
als  drei  für  sich  im  Gleichgewichte  stehende  Kräfte,  entfernt,  so  dass 
AD  anstatt  der  anfänglichen  AB  und  AC  zurückbleibt.  So  wie 
vorhin  das  Gleichgewicht,  bleibt  daher  auch  die  von  mehreren  Kräften 
hei'vorgeb rächte  Bewegung  eines  Körpers  ungeändert,  wenn  man  statt 
zweier,  oder  statt  dreier,  etc.  oder  auch  statt  aller,  die  aus  ihnen 
zusammengesetzte  Kraft  substitnirt. 

§.  1  7.  Jede  Kraft  wii^kt  auf  einen  Köi-per  längere  oder  kürzere 
Zeit  ununterbrochen  fort.  Zur  Erleichtemng  der  Untersuchung  wollen 
wir  uns  aber  fiks  Erste  jede  Kraft  nur  augenblicklich  oder  stossweise 
wirkend  denken.  Ein  vorher  ruhender  Körper  wird  daher  von  dem 
Zeitpunkte  an,  in  welchem  er  einen  solchen  Stoss  empfängt,  nach 
der   Richtung   desselben    mit    einer   von   dessen    Stärke    abhängenden 
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Constanten  Gresehwindigkeit  foitgehen,  und  dieses  so  lange,  bis  ein 
anderer  Stoss  seine  Bewegung  ändert,  oder  ganz  aufhebt. 

Ob  nun  die  einem  Köi-per  durch  einen  Stoss  ertheilte  Geschwin- 
digkeit dem  Stosse  geradezu  proportional  ist,  so  dass  z.  B.  ein  Stoss, 
doppelt  so  gross  als  ein  anderer,  oder  zwei  dem  anderen  gleiche  und 
nach  einerlei  Eichtung  erfolgende  Stöase,  eiue  doppelt  so  gi-osse  Ge- 
schwindigkeit als  der  andere  hervorbringen,  oder  ob  die  Geschwindig- 
keit nach  irgend  einem  anderen  weniger  einfachen  Gesetze  von  der 
Stärke  des  Stosses  abhängt,  darüber  können  wir  nicht  a  priori,  son- 
dern erst  durch  Erfahrung  entscheiden.  Diese  aber  stimmt  in  der 
That  mit  allen  Resultaten  überein,  welche  sich,  theoretisch  unter  An- 
nahme jenes  einfachsten  Verhältnisses  zwischen  Stoss  und  Geschwindig- 
keit ergeben.  Wir  stellen  daher,  als  wahres  Naturgesetz,  und  zu- 
gleich als  das  nach  §.  15  noch  nÖthige  Axiom,  den  Satz  auf: 

Die  von  verschiedenen  Kräften  einem  Körper  ertheilten  Geschwindig- 
keiten sind  den  Kräften  seihst  proportional. 

§.  18.  Folgerungen,  a)  Empfängt  ein  ruhender  Korper 
gleichzeitig  mehrere  Stösse  a,  b,  c,  ,.,,  sei  es  nach  einerlei  oder 
nach  verschiedenen  Richtungen,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  sich  zu  bewegen  anfängt,  aus  den  Geschwindigkeiten, 
welche  ihm  die  Stosse  einzeln  ertheilen,  zusammengesetzt.  Denn  die 
Stösse  «,  J,  c,  ...  siud  (§.  16  zu  Ende}  gleichwirkend  mit  einem 
einzigen  aus  ihnen  zusammengesetzten  Stosse  x,  und  dem  Grundsatze 
zufolge  sind  die  von  a,  i,  c,  ...  und  x  erzeugten  Geschwindigkeiten 
den  Stössen   a,  b,  c,  ...  und  x  selbst  proportional;   folgHch  u.  s.  w. 

h)  Empfängt  ein  anfangs  ruhender  Körper  nicht  gleichzeitig, 
sondern  in  auf  einander  folgenden  Zeitpunkten  ?"„ ,  T,  ,  T^,  ... 
Stösse,  welche  einzeln  dem  ruhenden  die  (ihrer  Grösse  und  Eich- 
tung nach  gegebenen)  Geschwindigkeiten  c^ ,  c^,  c^,  ...  resp.  er- 
theilen würden,  so  wird  er  sich  während  des  Zeitraumes  T^T^  mit 
der  Geschwindigkeit  c^  bewegen.  Für  seine  fernere  Bewegung  ist 
es  nun  offenbar  gleichgültig,  wie  lange  vor  J",  er  die  Geschwindig- 
keit Cq  gehabt  hat,  und  man  kann  daher  in  dieser  Hinsicht  auch 
annehmen,  dass  er  erst  zur  Zeit  T^  diese  Geschwindigkeit  erhält. 
Hiennit  verbindet  sich  die  ihm  zu  derselben  Zeit  mitgetheüte  Ge- 
schwindigkeit e, ,  und  er  bewegt  sich  daher  während  Z",  T^  mit  der 
aus  Cq  und  c^  zusammengesetzten  Geschwindigkeit.  Eben  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  während  T^  T^  aus  c^ ,  c^,  c^  zusammengesetzt,  u.  s.  w. 
Die  Bahn,  die  der  Körper  somit  beschreibt,  ist  im  Al^emeinen  eine 
gebrochene  gerade  Linie,  und  nur  dann  eine  einfache  Gerade,  wenn 
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die  Stösse  nach  einerlei  Bichtung ,  oder  auch  zum  Theil  nach  ent- 
gegengeseteter  Richtung,  geschehen.  Die  Geschwindigkeiten  während 
r„  T, ,  T,  Tj ,  Tj  Tj ,  etc.  sind  in  diesem  Falle 

wo  diejenigen  c,  welche  von  entgegengesetzten  StÖssen  hervorgebracht 
werden,  mit  negativen  Zeichen  zu  nehmen  sind.  — ■  Haben  alle 
Stösse  nicht  nur  einerlei  Richtung,  sondern  auch  einerlei  Stärke,  so 
ist  c^  =  c^  ^  c^  ^  etc.,  und  die  successiven  Geschwindigkeiten  sind 
gleich   c, ,   2c^,    3(;g,  4C„,   etc. 

§.  19.  Suchen  wir  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  lösen  und 
den  Stoss  zu  bestimmen,  welcher  erfolgen  muss,  wenn  ein  anfänglich 
in  der  Geraden  MB  [Fig.  12)  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich  AB 
sich  bewegender  Körper  von  B 
aus  in  der  Richtung  BN  mit 
einer  Geschwindigkeit  gleich  B  C 
fortgeht.  Nach  dem  Vorigen 
muss  der  gesuchte  Stoss  dem 
Körper,  wenn  er  in  B  ist,  eine 
Geschwindigkeit  beibringen,  wel- 
che, mit  der  Geschwindigkeit  AB  zusammengesetzt,  die  BC  giebt. 
Man  mache  deshalb  in  der  Verlängerung  von  MB  das  Stück 
BTJ  =  AB ,  und  es  wird  die  Linie  DC,  weil  sie,  mit  AB  ^  BD 
zusammengesetzt,  die  BC  giebt,  die  von  dem  Stoss  zu  erzeugende 
Geschwindigkeit  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  darstellen;  oder: 
man  mache  AB ^  BC ,  so  ist  BC  aus  AB  und  BE  zusammen- 
gesetzt, und  daher  BB  [^  DC)  die  gesuchte  Geschwindigkeit. 

Die  letztere  Construction  lüsst  sich  auch  durch  die  Vorstellung 
begründen,  der  Körper  erhalte,  in  B  angelangt,  einen  Stoss  BA , 
welcher  die  anfängliche  Geschwindigkeit  aufhebt,  und  einen  Stoss 
BC,  welcher  ihm  die  nachher^e  ertheüt.  Der  gesuchte  Stoss  wird 
folglich  aus  diesen  beiden  zusammengesetzt  und  mithin  die  Diago- 
nale BJB  des  zu  einem  Parallelogramm  ergänzten  Winkels  ABC  sein. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  MB  und  BH  eine  Gerade  ans- 
machen,  liegen  auch  D  und  B  in  dieser  Geraden,  und  es  ist  die 
Geschwindigkeit,  welche  der  Stosa  in  B  dem  Körper  beibringt,  gleich 

DG=BE=^BC  —  AB  , 

und  nach  N  oder  M  gerichtet,  je  nachdem  BC  oder  AB  die  grössere 
Geschwindigkeit  ist. 
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§.  20. 


§.  20.  Hei  don  in  der  Folge  zu  betra,chtenden  Bewegungen 
ändern  sich  die  Richtung  und  die  Geschwind^keit  nicht,  wie  vorhin, 
mit  einem  Male,  sondern  stetig.  Wie  aber  schon  bemerkt  worden, 
kann  man  auch  die  Aenderungen  einer  stellen  Bewegung  als  plötzlich 
eintretend  sich  vorstellen,  wenn  man  nur  die  Zeitpunkte  ihres  Ein- 
trittes unendlich  nahe  auf  einander  folgend  annimmt.  Wir  denken 
uns  demnach  die  Zeit  in  einander  gleiche  Elemente  '1\  T^ ,  T,T^, 
T^T^,  ...  getheilt,  deren  stets  eine  und  dieselbe  Anzahl,  gleich  m, 
auf  die  Zeiteinheit  gehen,  und  substituiren  für  die  wirkliche  Be- 
wegung  eines  Körpers  A   eine  andere,  bei  welcher  A  in   den  Zeit- 


punkten r„,  r, ,  n, 


dieselben  Oerter  A^,  A,,  A^,  ...  (Fig.  13), 
wie  bei  der  wirklichen,  einnimmt,  von 
jedem   derselben  aber   zum  nächstfol- 
genden   sich    geradlinig    und    gleich- 
j  fönnig    bewegt.      Hiernach    sind    die 

Geschwindigkeiten  von  A  während 
T^T,,  T^T,^,  etc. —  m.^o^, ,  m.A^A^, 
etc.  Man  mache  nun 
A^B,  =A,A^  , 
A^B^  =  A^A^  , 
A^_B^  ^  A,A^  ,  etc. 
so  ist  (§.  19)  m.A^B.^  die  Geschwin- 
digkeit ,  die  dem  Körper  in  A^ ,  also 
zur  Zeit  T^ ,  durch  einen  Stoss  ei-theilt 
werden  muss,  damit  sich  seine  vorhev- 
i.Ai,A^  in  die  nachfolgende  m.A,A^  nm- 
Stöase  erhalten, 
n.A^B^,  ...  beibidi^en. 
Nehmen  wir  nun  zuvördei'st  an,  dass  alle  diese  Geschwindig- 
keiten, und  folglich  auch  die  zu  Anfang  jedes  der  einander  gleichen 
Zeitelemente  erfolgenden  Stösse,  einander  gleich  und  gleichgeiiehtet 
seien.  Man  sagt  alsdann,  dass  auf  den  Körper  nach  dei^selben  Rich- 
tung eine  constante  beschleunigende  Kraft  wirke.  Der  Körper 
wird  dann,  wenn  er  anfangs  in  Unhe  wai',  nach  der  E.ichtung  der 
Kraft  geradhnig  foi'tgehen,  und  seine  Geschwindigkeit  während  des 
zweiten,  dritten,  ...  m-ten  Zeitelements  wird  gleich  2y,  37,  ...  my 
sein,  wenn  y  die  Geschwindigkeit  während  des  ersten  Elementes  oder 
diejenige  bedeutet,  welche  ein  einzelner  Stoss  ertheilt  (§.  18).  Die 
Geschwindigkeit  whd  mithin  der  Zeit  proportional,  in  jeder  Zeit- 
einheit um  my,  wachsen,  und  die  Bewegung  des  Köi^pers  ivird  eine 
gleichförmig  beschleunigte  sein  {§.  10). 


gehende  Geschwindigkeit  t 

wandelt.     Eben  so  muss  der  Körper  in  A^, 

die  ihm  die  Geschwindigkeiten  m.A^B^, 
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Zwei  constante  beschleunigende  Kräfte  haben  wir  einander  gleich 
zu  nennen,  wenn  jeder  Stoss  der  einen  Kraft  jedem  Stossc  der  anderen 
gleich  ist.  Der  anfangs  ruhende  KÖiper  wird  hiemach,  unter  dem 
Einflüsse  der  einen,  dieselbe  gleichföimig  beschleunigte  Bewegung, 
wie  unter  dem  Einflüsse  der  anderen,  annehmen,  d.  h.  seine  Geschwin- 
digkeit wird  in  jeder  Zeiteinheit  das  eine  Mal  um  eben  so  viel,  als 
das  andere  Mal,  wachsen. 

Eine  constante  beschleunigende  Kraft  Pist  nach  §.  16  daa^-fache 
einer  anderen  Kraft  Q  derselben  Art  zu  nennen,  wenn  p  der  anderen 
gleiche  und  nach  einerlei  Richtung  wirkende  Kräfte  dieselbe  Be- 
wegung, wie  P  allein,  hervorbringen.  Wirken  aber  die  p  Kräfte  zu- 
sammen, so  empfängt  der  Körper  zu  Anfang  jedes  Zeitelementes 
p  StÖsse,  welche  in  Vereinigung  ihm  eine  p-mal  so  grosse  Geschwindig- 
keit, ala  jeder  Stoss  einzeln,  beibringen.  Es  wird  daher  unter  der 
Wirkung  der  Kraft  P,  wenn  sie  das  j:)-fache  von  Q  ist,  und  wenn  der 
Köi-per,  wie  vorhin,  jedesmal  ruhend  vorausgesetzt  wird,  die  constante 
Zunahme  der  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  ^-mal  so  gross  sein, 
als  wenn  die  Kraft  Q  wirkt.  Constante  beschleunigende  Kräfte  ver- 
halten sich  hiernach,  wie  die  von  ihnen  in  der  Zeiteinheit  (oder  über- 
haupt in  gleicher  Zeit)  erzeugten  Incremente  der  Geschwindigkeit; 
und  wenn  man  daher,  wie  es  gebräuchlich  ist,  und  auch  hier  ge- 
schehen soll,  diejenige  constante  Kraft  ^  i  setzt,  unter  deren  Wir- 
kung das  Increment  der  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  =  i 
ist,  so  wird  man  jede  andere  constante  Kraft  durch  dieselbe  Zahl 
auszudrücken  haben,  welche  das  von  der  Kraft  in  jeder  Zeiteinheit 
bewirkte  Increment  der  Geschwindigkeit  ausdiTickt,  —  also  durch 
my,  wenn  y  die  von  einem  einzelnen  StöSse  erzeugte  Geschwindigkeit 
ist,  —  oder  durch  mm .  A^B^,  wo  A^ B,  den  Weg  vorstellt,  den  der 
von  einem  einzelnen  Stosse  getriebene  Körper  (mit  der  Geschwindig- 
keit y  =  m  .  -4.1 -Bi)  in  jedem  Zeitelemente  zurücklegt. 

So  ist  z.  B.  beim  freien  Falle  der  Körper,  als  einer  geradlinigen 
nach  unten  gerichteten  Bewegung,  deren  Geschwind^keit  in  jeder 
Secunde  um  30  Fuss  wächst,  eine  nach  unten  gerichtete  constante 
Kraft,  gleich  30,  thät^,  wenn  die  Secunde  zur  Zeiteinheit  und  der 
Fuss  zur  Linieneinheit  genommen  wird.  Man  nennt  diese  Kraft  die 
Schwerkraft. 


§,  21.  Im  Allgemeinen  sind  bei  einer  gegebenen  Bewegung 
A^A^A^  ...  die  Geschwindigkeiten  m.A^B^,  m .  A^B^,  ...,  und  mit- 
hin auch  die  in  gleichen  Zeitelementen  auf  einander  folgenden  Stösse, 
welche  zur  Eizeugung  jener  Bewegung   dem  Körper  ertheilt  werden 
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müssen,,  von  einem  Elemente  zum  anderen  entweder  ihrer  Richtung', 
oder  ihrer  Grösse  nach,  oder  in  beiderlei  Hinsicht,  verschieden.  Man 
sagt  alsdann,  dass  der  Körper  von  einer  veränderlichen  beschleu- 
nigenden Kraft  getrieben  wei"dc,  und  bestimmt  deren  Richtung  und 
Grösse  zu  einer  gewissen  Zeit  aus  dem  gleichzeitig  stattfindenden 
Stosse  eben  so,  als  wie  die  Richtung  und  Grösse  einer  constanten 
Kraft  aus  einem  der  einander  dann  gleichen  und  gleichgerichteten 
Stösse  bestimmt  wird.  Die  den  Körper  A  treibende  veränderliche 
Kraft  hat  hiernach  in  den  Zeitpunkten  T,,  T^,  ...  die  Richtungen 
J,B„  A^B^,  ...  und  die  Werthe  mm.A.B,,  mm.A^B^ 

In  dem  Falle,  wenn  die  Bewegung  von  A  geradlinig  ist,  liegen 
A^,  A^,  A^,  ...,  mithin  auch  B,,B^,  ...  in  derselben  Geraden,  und 
es  ist 

A,B,=A,A^  —  A^A,   . 
Die  bcschleiinigende  Kraft  hat  dann  folghch  dieselbe  Linie,  in  wel- 
cher sich  der  Körper  bewegt,  au  ihrer  Richtung,  und  ihi-c  Grösse  zur 
Zeit  Tf  ist  gleich 

mm.A,B,  =  m{m.A^A^  —  m.A^A,]  , 
gleich   dem  m-fachen  des   Wachsthums  von  m.A^A^   wahrend   des 
Elements  T^  T^ ,  also  gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  m .  A^  A^ 
wächst  (§.  11),  d.  h.: 

Bei  der  Bewegung  eines  Körpers  in  gerader  Linie  ist  die  beschleu- 
nigende Kraft  stets  der  Geschwindigkeit  gleich,  mit  welcher  sich  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  ändert. 

Ist  daher  die  Entfernung  x  des  Körpers  zur  Zeit  t  von  einem 
beliebig  gewählten  Anfangspunkte  der  Linie,  als  eine  Function  von  t 
gegeben,  und  heisst  x' ,  wie  in  §.  11,  die  daraus  abzuleitende  Ge- 
schwindigkeit von  X,  sowie  x"  die  Geschwindigkeit  von  x' ,  so  ist  x' 
die  Geschwindigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  t ,  und  x"  die  ihn  zu  der- 
selben Zeit  beschleunigende  Kraft. 

Beispiele.    I)  Sei 

x=a  +  bt  +  ct-  , 
so  ist 

x'  ^h  +  zct     und     x"  =  ze  , 
also  die  Kraft  constant  und  der  Zunahme  von  x'   in  der  Zeiteinheit 
gleich,  wie  uns  schon  bekannt  war. 

2)  Bewegt  sich  ein  Körper  A  [Fig.  10}  zwischen  den  Punkten 
M  und  N  nach  dem  in  §.  14  geometrisch  dargestellten  und  durch 
die  Foi-mel 

x  =  a  cos  (a  -{-  nt) 
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ausgedi'ückteii  Gesetze  hin  und  zurück,  so  ist 

x'  =  —  nashi{a  -\~  nt)  , 

und  da  nach  den  Formeln  II.  ebds.  von  a  sin  (« 

digkeit  gleich  na  coa  (a  +  ni)  ist,  so  wird 

x"  =  —  nna  cos  (k  -\-  nt)^  —  nnx  =  —  nn. 
Die  Kraft  treibt  daher  den  Körper  A  stets 
nach  dem  Mittelpunkte  0  hin  und  ist  dem 
Abstände  des  A  von   0  proportional. 
Dasselbe  folgt  aus  der  Formel 
4/  =  (isin{ß  +  Mi) 
für  den  zwischen  R  und  S  sich  bewegen- 
den Körper  B.    Denn  seine  Geschwindig- 
keit ist 

y'  ^=na  cos  (u  -j-  « ()  , 
und  mithin  die  ihn  beschleunigende  Kraft 

f^  —  nna  sin  (ß  +  «i)  =  —  nny  =  nn  .  BO  . 


nt)  die  Geschwin- 


§.  22.     Ein  Resultat,  welches  dem  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  geradlinige  Bewegung  erhaltenen   ganz   analog  ist,   ergiebt   sich 
auch  für  die  krummhnige.     Zu  dem  Ende  lasse  man  einen  Punkt  H 
(Fig.  13)   sich  50  bewegen,    dass    sein 
Abstand  OH  von  einem  festen  Punkte  ^     j_ 

0  stets  gleich  und  gleichgerichtet  der 
Linie  ist,  welche  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers  A  ausdrückt,  dass  also 

OH^  =  m.A^A,   , 
OJI[  ^  m  .  A^A^^m  .  Af^B^  ,      etc. 
Es  folgt  hieraus  (§.  1,  IV) 
H^H,  =m.A,B, 
und 

m.H^H^  =mm.A^B^  , 
d,  h.  die  einen  beliebig  steh  bewegenden 
Körper  heschleunigende  Kraft  wird  ihrer  ^'^' ' 

Grosse  und  Richtung  nach  durch  die 
Geschwindigkeit  eines  Punkfes  H  ausgedrückt,  der  sieh  6 

n  festen  Punkte  0  stets  gleich  und  gleichgerichtet 
?s  Körpers  ist. 

So  hatten  wir  in  §.  14  bei  dem  sich  gleichförmig  um  0  (Fig.  10) 
in  einem  Kreise   nach   der  Linken   bewegenden  Körper  P  die  Linie 


sein  Abstand  i 


>  bewegt,  dass 
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011^  der  Constanten  Geschwindigkeit  von  P  gemacht,  also  den 
Winkel  POH^cjo"  und  OH^c.  Bei  der  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung von  P  wird  sich  daher  der  Punkt  H  in  derselben  Zeit, 
wie  P,  gleichförmig  um  0  nach  der  Linken  in  einem  Kreise  be- 
wegen, dessen  Halbmesser  gleich  c  ist.  Da  sich  bei  gleichen  Um- 
lauf szeiten  die  Geschwindigkeiten  gleichförmiger  Ki'eisbewegungen 
(von  P  und  H)  oifenbar  wie  die  Halbmesser  der  Kreise  («  und  c) 
verhalten,  und  da  die  Geschwindigkeit  von  P  gleich  c  ist,  so  ist  die 
von  H  gleich  cc:a;  die  ßichtung  dei'selben  ist  pei'pendikulai-  auf 
OH  nach  der  Linken  zu,  also  parallel  mit  PO.  Nach  dem  vorigen 
Satze  wird  daher  die  Bewegung  eines  Köi-pers  mit  der  constanten 
Geschwindigkeit  v  in  einem  Ki-eise,  dessen  Halbmesser  «  ist,  durch 
eine  Kraft  gleich 

^  =  w -='""■  «■»' 

heivorgebiacht    welche  den  Körper  stets  nach  dem  Mittelpunkte  des 

Kreises  treibt. 

Anmerki  ng  "ttie  ^is  dtn  65  lö  ""d  1^  henorgeht,  i^t  die  Geschwin 
digkeit  einer  8  eh  n  t  der  £e  t  aidernden  Grösse  3  daa  »t-taohe  der  Aenderung 
TOB  w  während  einea  Zeitelementes  Ist  nun  das  sich  Aendeinde  eme  geiade 
Linie  OH,  die  nicht  hbci  ihre  Giosfe,  sondern  auch  ihie  RichtunR  ändert, 
zur  Zeit  T„,  =  OSo  und  zu»  Zeit  T,,  =  011^  iit,  ao  wird  man  unter  ihier 
Aenderung  während  des  Elemeites  T^T^  wenn  m^n  dabei  die  Grosse  und 
Richtung  zugleich  heiüoksichtifrt  nicht  den  bloss  arithmetisch  zu  bestimmenden 
Ueberschuss  von  OS,  liber  OS^  sondern  die  Linie  -HnJff,  zu  verstehen 
haben,  als  welche,  mit  OBg  geometrisch  zusammengesetzt,  OÄ,  giebt  Die 
Geschwindigkeit,  mit  dei  sich  die  Linie  OH  (zur  Zeit  T^  oder  T,!  ändert, 
wird  folglieh  ^m.HgH^  also  eme  Linie  «em  die  wiedeium  nicht  bloss 
ihrer  Grösse,  sondern  auch  ihier  Richtung  nach,  im  Allgemeinen  Sieh  indert 
Es  ist  aber  OH^dcr  Geschwindigkeit  Ton  A,  und 

m .  HgS,  ^  der  auf  A  vfirkendtn  b.iaft 
mithin  können  wir  in  dem  eiklarten  Sinne,  wie  bei  jeder  seiadlinigtn,  so  auch 
bei  jeder  krummlinigen  Bewegung  sagen    daas  die  heschleumyenJe  Kiafi,  welelie 
sie  henxrrbritifft,  gleich  uitii  gleichgerichtet  dei    Geschwindigkeit  ist,   msf  ueldiei 
sich  die  Qesehviindigkeii  des  Körpers  dnäert 

§,  23.  Zusätze  ff)  Der  M)ihin  eihaltenL  und  im  die  ^diizp 
Fo^e  sehr  wicht^e  Satz, 

dass  bei  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  che  beschleumgende 
Kraft  stets  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kteues  gerichtet  und  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  c,  dividirt  durch  den  Halbmesset  a  des 
Kreises,  gleich  ist, 

lässt  sich  folgendergestalt  noch  etwas  anschaulicher  daithun.  —  "We- 
gen der  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  sind  A^A^,  A^A^,  ...  von 
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gleicher  Länge,  und  es  lässt  sich  daher  die  Bahn  A^A,A^   ...  als  ein 
in   den  Kreis   (Fig.  14]   beschriebenes    reguläres  Vieleck   betrachten; 
die  Linie  A,  0  nach  dem  Mittelpunkte  O  des  Kreises  halbirt  folglich 
den  Winkel  A^A,A^ .      Feiner    ist   hier    das 
Parallelogramm -4o -d^  jIj  J9,  ein  Rhombus;  die 
Diagonale  A^B^,  oder  die  Richtung  der  Kraft, 
halbirt  mithin  gleichfalls  den  Winkel  A^A^A^ 
und  ist  daher  nach   dem  Mittelpunkte   0  ge- 
richtet.     Dabei    sind    die    Dreiecke    A^  A^B^ 
und  A^OA^  einander  ähnlich,  weil  sie  gleich- 
schenklig sind  und   den  Winkel  A,JA^B^    ge- 
mein haben.     Es  verhält  sich  daher 

OA^:  A^A,  =  A^A,-.  A^B,  , 
mithin  auch 

OA„:m.A^A,=m.A„A,:mrii.A,B,    , 
folglich  etc. 

6)  Ganz  durch  dieselben  Schlüsse  zeigt  sich,  dass  a,uch  bei  jeder 
anderen  krummlinigen  Bewegung,  wenn  sie  gleichförmig,  und  daher 
A„A,^  A,A^  =  ...  ist,  die  Kraft  in  A,  nach  dem  Mittelpunkte 
0  des  durch   A^,  A^,  A^   zu  beschreibenden   Kreises  gerichtet  und 

_  A,A\ 

—  '^"'-  OA, 

ist;  d.  h.  bei  einer  gleichförmigen  krummlinigen  Bewegung  ist  die 
beschleunigende  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  des  an  die  Eahn  durch 
den  jedesmaligen  Ort  des  Körpers  beschriebenen  Krümmungski-eises 
gerichtet,  also  in  der  Krümmung sebene  enthalten  und  darin,  normal 
auf  der  Bahn,  von  der  erhabenen  nach  der  hohlen  Seite  gerichtet; 
ihre  Stärke  aber  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser,  gleich,  und  daher  der  Krümmung  selbst 
proportional. 

c)  Ist  die  krummlinige  Bewegung  ungleichförmig,  so  muss,  ausser 
der  eben  so  wie  vorhin  im  Punkte  A^  bestimmten  Kraft,  noch  eine 
zweite  thätig  sein.  Denn  erstere  würde  zwar  bewirken,  dass  der  Kör- 
per in  dem  nächstfolgenden  Zeitelemente  nach  der  veränderten  Rich- 
tung AjA^  fortginge;  allein  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  würde 
unverändert  gleich  m  .  Af,A^  geblieben  sein.  Mithin  muss  noch  in  der 
Richtung  A^A1,  d.  h.  in  tangentieller  Richtung,  eine  Kraft  wirken, 
welche  die  Veränderung  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  in  m  .  A,  A^ 
hervorbringt,  also  eine  Kraft 

=  mm  [A^  A^  —  ji,-4,)  . 

Mötins  Werke  IV.  4 
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Dies  führt  uns  zu  folgendem  Resultate: 

Die  heschUunigmde  Kraft,  durch  welche  eine  sich  stetig  ändernde 
Bewegung  hervorgebracht  wird,  ist  stets  in  der  Krümmungsehene  der 
Bahn  enthalten.  Zerlegt  man  diese  Kraft,  wie  sie  zu  einer  gevMsen 
Zeit  Ty  statt  hat,  in  zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine  normal  auf  der 
Bahn  ist  und  daher  Normalkraft  heisst,  die  andere  in  tangentieller 
Richtung  wir&t  tmd  daher  Tangentialkraft  genannt  wird,  so  ist  die 
Nomtalkraft  eben  so  gross,  als  wenn  von  Tj  an  sich  nicht  mehr  die 
GeschvmiMgheit,  sondern  bloss  die  Richtung  änderte,  also  eben  so  gross, 
als  bei  einer  Bewegung  mit  derselben  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise, 
der  dieselbe  Krümmung  hat,  wie  die  Bahn  zw  Zeit  Ti,-  die  Tangen- 
tialkraft aber  ist  eben  so  gross,  als  wenn  von  2",  an  sich  nickt  mehr 
die  Biehi/ung,  sondern  bloss  die  Geschwindigkeit  änderte ,  also  eben  so 
gross,  als  bei  einer  geradlinigen  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  sich 
nach  demselben  Gesetze,  wie  bei  der  krummlinigen,  ändert. 

§.  24.  Lehrsatz.  Ist  eine  Bewegung  [von  J)  aus  zwei  oder  meJtr- 
reren  Bewegungen  {von  C,  D,  .. .)  zusammengesetzt,  so  ist  auch  in  jedem 
Zeitpunkte  die  Kraft,  durch  welche  die  erstere  Bewegung  hervorgebracht 
wird,   zusammengesetzt  aus  den  Kräften,    welche  die  letzteren  hervor- 


Beweis.  Die  auf  A  zur  Zeit  T,  wirkende  Kraft  ist  ^  mm  .  A,B, 
=  dem  mm-fachen  einer  Linie,  sie  heisse  a,  welche  aus  A,  A„  und  A^  ß, 
oder  A^A^  zusammengesetzt  ist  (§.  21);  und  eben  so  sind  die  gleich- 
zeitig auf  C,  D,  ...  wirkenden  Kräfte  ^  den  mMt-fachen  von  Linien 
c,d,  ... ,  von  denen  c  aus  C\ C„  und  C\C^,  d  aus  D^ D^  und  ü, Z>^  zu- 
sammengesetzt ist.  Es  ist  daher  nur  zu  beweisen,  dass  die  aus  A,A^ 
und  AfA^  zusammengesetzte  Linie  a  durch  Zusammensetzung  von 
c,d,  ...  d.  i.  von  C,(7„,  C,C^,  Z),  Ai  ^lA-  ■■■  gefunden  wird.  Dies 
folgt  aber  sogleich  dai-aus,  dass  nach  der  Voraussetzung  A^  A^  aus  C,  C^ , 
D^Df^,  ...  und  A,A^  aus  C^C^,  D,D^,  ...  zusammengesetzt  ist  (§.  6). 

Anderer  Beweis.  Weil  die  Bewegung  von  A  aus  denen  von 
G,  D,  ...  zusammengesetzt  ist,  so  ist  es  auch  die  Geschwindigkeit  von 
A  aus  den  Geschwindigkeiten  von  C,  D,  ...  (§.  12).  Läest  man  daher 
die  Punkte  H,  K,  L,  ...  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Abstände  von 
einem  festen  Punkte  0  resp.  den  Geschwindigkeiten  von  A,  C,  D,  .. . 
stets  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  so  ist  stets  OH  aus  OK,  OL,  ..., 
folghch  die  Bewegung  von  H  aus  denen  von  K,  L,  . . . ,  folglich 
auch  stets  die  Geschwindigkeit  von  H  aus  denen  von  K,  L,  ... 
(§.  12),  d.  i.  (§.  22)  die  auf  A  wirkende  Kraft  aus  denen,  welche  auf 
C,  D,  ...  wirken,  zusammengesetzt. 
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Folgerungen,  a)  Hat  B  (Fig.  8,  S.  25)  gegen  einen  festen 
Punkt  F  dieselbe  Bewegung,  welche  P  gegen  A  hat,  so  ist  (§.  5)  die 
Bewegung  von  P  aus  denen  von  A  und  B,  folglich  auch  p  aus  a 
und  b  zueammengesetat,  wenn  a,  h ,  p  die  Kräfte  bezeichnen,  welche 
die  Bewegungen  von  A,  B,  P  hervorhringen ;  folglich  ist  b  aus  p 
und  der  nach  entgegengesetzter  Richtung  genommenen  Kraft  a  zu- 
sammengesetzt (§.  2,  d).  Aus  den  Kräften  a  und  p,  duich  welche 
die  Bewegungen  zweier  Körper  A  und  P  erzeugt  werden,  wird  dem- 
nach, wenn  man,  die  Bewegung  von  P  gegen  A  unverändert  lassend, 
A  ruhend  annimmt,  die  Kraft,  welche  dann  auf  P  wirken  muss,  ge- 
funden, wenn  man  p  mit  der  nach  entgegengesetzter  Richtung  ge- 
nommenen Kraft  a  zusammensetzt. 

h)  Wird  eine  Bewegung  auf  eine  der  drei  in  §.  12,  h)  gedachten 
Arten  in  zwei  oder  drei  zerlegt ,  so  ergeben  sich  die  Kräfte ,  welche 
die  letzteren  Bewegungen  hervorbiingen,  wenn  man  die  zui'  ersteren 
iiöthige  Kraft  auf  dieselbe  Art  zerlegt.  —  Der  Beweis  hiervon  wird 
mittelst  des  ob^en  Lehrsatzes  ähnlich  erweise  gefuhrt,  wie  in  §.  12 
der  entsprechende  Säte  von  der  Zerlegung  der  Geschwindigkeit  dar- 
gethan  wurde. 

Eben  so  können  wir  mit  Anwendung  des  Begriffes  der  Projection 
schliessen:  die  Kraft  bei  einer  auf  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  pro- 
jicirten  Bewegung  ist  der  auf  dieselbe  Gerade  oder  Ebene  projidrten 
Kraft  bei  der  urspriinglichen  Bewegung  gleich. 

Beispiele.  1)  Ein  sich  gleichförmig  in  einem  Kreise  bewegen- 
der Körper  P  (Fig.  10,  S.  53}  wird  von  der  ihn  beschleunigenden  Kraft 
stets  nach  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreises  getrieben.  Drücken  wir 
daher  diese  Kraft  geradezu  diu'ch  PO  aus,  so  ist  AO,  als  die  recht- 
winklige Projection  von  PO  auf  den  Durchmesser  MN,  die  Kraft, 
von  welcher  der  Körper  A  bei  seiner  in  §.  14  betrachteten  Bewegung 
zwischen  M  und  N  getrieben  wird.  Es  war  aber  die  erstere  Kraft 
gleich  nn.PO  [§.22];  mithin  ist  die  letztere  gleich  nn.AO,  wie 
schon  in  §.  21,  2}  auf  andere  Weise  gefunden  worden, 

2)  Projiciren  wir  dieselbe  gleichförm^e  Kreisbewegung  von  P 
rechtwinklig,  statt  auf  MN,  auf  eine  durch  MN  gelegte  und  mit 
der  Ebene  des  Kreises  einen  schiefen  Winkel  =  i  machende  Ebene, 
so  bewegt  sich  die  Projection  von  P,  die  wiederum  A  heisse,  in  einer 
Ellipse,  deren  Mittelpunkt  0,  deren  grosse  Axe 

MN  =  2  «  ,         und  deren  kleine     =  2  a  cos  i 
ist.     Die  aiif  A  wirkende  Kraft  ist,  wie  vorhin, 

=  nn.AO^rtrc.-^^. 
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Das  Gesetz ,  nach  welchem  A  in  der  Ellipse  fortgeht,  läsat  sich 
hier  auf  eine  eigenthümliche  Weise  bestimmen.  Weil  nämlich  P  im 
Kreise  sich  gleichförmig  bewegt,  so  werden  auch  die  vom  Halb- 
messer OP  in  gleichen  Zeiten  üb erstri ebenen  Theile  der  Kreisfläche 
einander  gleich  sein.  Da  ferner,  wenn  ii^end  zwei  einander  gleiche 
Theile  einer  Ebene  auf  eine  andere  Ebene  projicirt  werden,  auch  die 
Theile  in  der  Projection  einander  gleich  sind,  so  wird  von  A  die 
Ellipse  dei^estalt  beschrieben  werden,  dass  die  Gerade  OA  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht.  —  Hiernach,  und  weü  sich  jede 
Ellipse  als  die  rechtwinklige  Projection  eines  Kreises  betrachten  lässt, 
können  wir  folgenden  Satz  aufstellen: 

Bewegt  sich  ein  Körper  A  in  einer  Ellipse  dergestalt,  dass  die 
vom  Mittelpunkte  0  der  Ellipse  his  su  ihm  gesogene  Gerade  OA  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht,  so  ist  die  auf  den  Körper 
■wirkende  Kraft  stets  nach  O  gerichtet  und  seinem  Abstände  von  O 
proportional,  nämlich  gleich  ftTt .  AO :  TJJJ,  wo  U  die  halbe  Umlauf s- 
zeit  [im  Kreise  und  daher  auch)  in  der  Ellii 


§.  25.  Lehrsatz.  Ist  für  einen  gewissen 
Ott  A^  eines  sich  bewegenden  Körpers  A  und  seine  GeschvAndigkeit 
gegeben,  für  jeden  Zeitpunkt  aber  die  ihn  beschleunigende  Kraft  ihrer 
StuiAe  und  Richtung  nach,  sei  es  als  eine  unmittelbar  von  der  Zeit, 
odei  ah  tme  to/i  leinem  jedesmaligen  Orte,  oder  von  seiner  GeschvAndig- 
keit abhängige  Grösse,  gegeben,  so  ist 
:  vollkommen 


damit  den  Weg   ^,-ä, 
sich  hieraus  und 
während  T^T^,  i 


Beweis.     Mit  dem  Orte  A,,  und 
der  Geschmndigkeit  des  Köi^jers  zur 
Zeit  Ta   ist   sein  Weg   A|,A^   während 
dos   Elementes   T^  T, ,    also  auch  sein 
Ort  A,,  zur  Zeit  T, ,   vollkommen  be- 
stimmt.    Der  Voraussetzung  zufolge  ist 
femer  für  die  Zeit  T,  die  Grösse  und 
Uichtung   der  Kraft,    also    auch    der 
Diagonale  A,B^   des  Parallelogramms 
A^A,A^B,    (Fig.  13),   gegeben.     Man 
kann   daher  dasselbe   construiren  und 
wähi-end   2",  T^    finden.     Gleicherweise    lässt 
der  dann  gegebenen  Kraft  zur  Zeit  T^  der  Weg 
bestimmen. 
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Folgerung.  Hat  man  aus  der  gegebenen  Bewegung  eines 
Körpers  tlas  Gesetz  bestimmt,  nach  welcliem  die  ihn  beschleunigende 
Kraft  wirkt,  ao  kann  man  umgekehrt  schliessen,  dass,  wenn  den 
Körper  eine  Kraft  nach  dem  gefundenen  Gesetze  treibt,  und  er  zu 
irgend  einer  Zeit  T^  die  Geschwindigkeit  hat,  welche  ihm  der  ge- 
gebenen Bewegung  gemäss  zukommt,  seine  jeteigc  Bewegung  der  ge- 
gebenen gleich  ist. 

Beispiele.  1)  Aus  der  Theorie  der  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung, TCO  die  beschleunigende  Kraft  p  =  cG:a  und  stets  nach 
dem  Mittelpunkte  gerichtet  war  (§.  22),  folgern  wir:  Wirkt  auf  einen 
Körper  eine  nach  einem  festen  Punkte  0  gerichtete  Kraft  von  con- 
stanter  Grosse  gleich  p ,  und  ist  die  Richtung  der  anfänglichen  Ge- 
schwindigkeit pei-pendikular  auf  der  Geraden,  welche  den  anfäng- 
lichen Ort  A^  des  Körpers  mit  O  verbindet,  die  Geschwindigkeit 
selbst  aber 


so  beschieibt  der  Küqier  mit  sich  gleich  bleibender  Geschwindigkeit 
um  0  als  Mittelpunkt  einen  Kreis. 

Weü  der  Körper  von  0  stets  in  derselben  Entfernung  bleibt,  so 
kann  man  hierbei,  statt  die  Kraft  constant  zu  setzen,  auch  annehmen, 
dass  sie  einen  von  der  Entfernung  des  Körpers  von  0  beliebig  ab- 
hängigen Werth  habe,  d.  i,  irgend  eine  Function  dieser  Entfernung  sei. 

2)  Die  in  §.  ]4  und  §.  24,  1)  betrachtete  Projection  einer  gleich- 
förm^en  Kreisbewegung  auf  einen  Durchmesser  des  Kreises  fühi-t 
uns  zu  folgendem  Satze: 

Wird  ein  Körper  A  von  einer  Kraft  getrieben,  welche  stets  nach 
einem  festen  Punkte  O   (F%.  10)  gerichtet  und  dem  Abstände  des  A 
von    0  proportional   ist,    also   =  nn.AO 
gesetzt   werden   kann,    wo    n^ftiU  eine  ^ 

constante  Zahl  bedeutet,  so  bewegt  sich  der 
Körper,  wenn  er  anfangs  in  M  in  Ruhe 
war,  in  gerader  Linie  nach  0  zu,  sodann 
eben  so  weit  über  0  hinaus  bis  JV,  hierauf 
durch  O  wieder  zurück  bis  M,  und  fährt 
auf  diese  Weise  fort  zwischen  M  und  N 
hin  und  her  zu  schwingen.  Die  Schwingungs- 
dauer, d.  i.  die  Dauer  eines  solchen  Hin- 
oder  Herganges,  ist 

=  U=- 
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und  dalier  tuuibhüngig  von  der  Schwingungsioeite  MN .     Dabei  ist  die 
GeschwindigTceit  von  A  gleioh 

n.AP=nV03P—0A^  , 
also  Null,  wenn  A  in  M  oder  N  selbst  sieh  befindet,  am  grössten  aber, 
und  =  n .  OM ,  wenn  A  in  0  ist. 

3}  Ist  der  Körper  A,  auf  welchen  die  nach  O  gerichtete  Kiaft 
nn.AO  wirkt,  anfangs  in  A  nicht  in  Ruhe,  sondern  hat  er  eine 
Geschwindigkeit  ^  AC ,  so  lyird  er,  wenn  die  Richtung  derselben 
durch  O  geht,  nach  demselben  Gesetze,  wie  vorhin,  geradlinige 
Schwingungen,  jede  in  einer  Zeit  ^n-.n,  machen,  und  sieh  dabei 
von  0  zu  beiden  Seiten  um  eine  Weite 


-Vo 


entfernen.  Tiifft  aber  die  Richtung  der  anfänglichen  Geschwindigkeit 
AC  den  Punkt  O  nicht,  so  whd  der  Körper,  wie  sich  aus  §.  24,  2) 
folgern  lässt,  nach  dem  dort  angegebenen  Gesetze  sich  in  einer 
Elhpse  bewegen,  welche  0  zum  Mittelpunkte  hat  und,  durch.  A 
gehend,  von  AC  daselbst  berührt  wird*).  Die  Umlaufezeit  in  der 
>  ist  =  2JC  -.ii  ■ 


§.  26.  Die  in  §.  25  hinzugefügten  Beispiele  enthalten  die  ersten 
Gründe  der  für  die  Natiurlehre  so  wichtigen  Theorie  der  Pendel- 
bewegung. —  Denkt  man  sich  einen  schweren  Körper  durch  eine 
nicht  schwere  gerade  Linie  von  unveränderlicher  Länge  mit  einem 
festen  Punkte  J^  (Fig.  15)  verbunden,  so  dass  sich  der  Körper  auf 
der  Oberfläche  einer  Kugel  welche  F  zum  Mittelpunkte  und  die 
L  I  ge  lei  Lmie  welche  l  heisse  zum  Hilbmesser  hat,  frei  bewegen 
ka    1    so  eihalt  man  den  Begi  ff  eine    mathematischen  oder  ein- 

*  Es  l'isst  s  eh  beae  eil  pt  sab.  B  eguHj,  e  iii  §,  24,  als  die  Projection 
e  ner  gle  cliform  gen  Kre  lene^u  ft  1d  t  ael  ten  Der  Kreia  selbst  hat  O  ziun 
Ml  telp  nite  sehne  det  das  n  4  f  der  Ebene  ( AC  errichtete  Perpendikel,  es 
geschehe  in  Z  nd  be  hrt  dasei  s  1  e  auf  04C  j erpendikulare  Ebene  ZA  C. 
Dez  Constr  et  o  1  eses  K.re  aes  nd  da  mt  aue  der  Ellipse,  noch  zu  wiesen 
noth  ^e  L  ne  AZ  ii  det  s  eh  du  c     de  Gle  eh  ng 

+  =  -H        0O9   (=)    , 

=   4.Z  —Ol  =  AC       nd     a  =  OA  C  . 

Diese  Gle  chung  hit  nach  iitgeloat  aivei  reelle  ^^uizeln,  von  denen  die  eine 
positiv,  die  indere  iber  negativ  ist  und  daher  keinen  reellen  "Werth  für  z  selbst 
giebt.  Die  zwei  emandei  gleichen  und  entgegengesetzten  Werthe  von  z,  welche 
aus  dem  positiven  J  entspringen  führen  aber  eisichtlieh  zu  einer  und  derselben 
Ellipse. 
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fachen  Pendels.  Vermöge  der  auf  den  Körper  wirkenden  Schwer- 
ki-aft  wird  derselbe  nur  dann  in  stabiler  Euhe  sein,  wenn  er  sich  in 
dem  vertical  unter  F  gelegenen  Punkte  0  der  Kugelfläche  befindet. 
Ist  er  aber  in  irgend  einem  anderen  Punkte  M  der  Fläche,  so  wird 
er  durch  die  Schwerkraft  in  dem  aus  F  zu  bc- 
schi-eibenden  Bogen  MO  nach  0  zuräckgctrie-  ^ 

ben.  Es  giebt  nämlich  diese  constante  Kraft, 
sie  heisse  g,  wenn  man  sie  nach  der  Richtung 
FM  und  nach  der  in  M  an  den  Bogen  MO 
zn  ziehenden  Tangente  zerlegt,  die  Kräfte 

(/ '  =  ^  cos  MFO    und     g"  =  g  sin  MFO  . 

Da  nun  der  Körper  nach  ei-sterer  Hichtung  gai- 
nicht,  und  nach  letzterer  vollkommen  frei  be- 
weglich ist,  so  ist  g'  ganz  unwu-ksam;  dagegen 
wirkt  die  Kraft  g"  in  ihrer  vollen  Stärke  auf 
die  Bewegung  des  Körpers, 

Nehmen  wir  jetzt  noch  den  Winkel  MFO  so  klein  an,  dass  der 
"Bügen  MO  als  eine  gerade  Linie  betrachtet  werden  kann,  so  wird 

und  es  wirkt  daher  auf  den  Körper,  wenn  er  in  M  ist,  nach  der 
Richtung  MO  eine  Kraft  gleich  g.MO:l,  also  eine  seinem  Ab- 
stände von  0  proportionale  Kraft,  und  dasselbe  geschieht  auch  in 
jedem  anderen  Orte,  den  er  in  der  Nähe  von  0  einnehmen  kann. 
Der  Körper  wird  folglich,  wenn  er  nach  M  gebracht  und  hierauf 
sich  selbst  überlassen  wii-d,  nach  dem  vorhin  beschriebenen  Gesetze 
Schwingungen  zu  machen  anfangen,  deren  "Weite  gleich  2  0M=  NM, 
und  deren  Dauer 


'     a 


indem  das  vorige  nn  hier  g.l  ist.  Wegen  des  Widerstandes  der 
Luft  und,  wenn  wir-  an  die  Stelle  der  mathematischen  Linie  etwa 
einen  feinen  Faden  setzen,  wegen  der  Steifheit  desselben,  welche 
sich  seiner  Biegung  am  Aufhängepunkte  F  fortwährend  entgegen- 
setzt, wild  die  Weite  dieser  Schwingungen  immer  kleiner  werden, 
und  der  Körper  zuletzt  in  O  zur  Ruhe  kommen.  Die  Dauer  der 
Schwingungen  aber  wird  bis  zuletzt  unverändert  bleiben,  weil  diese 
von  der  Weite  unabhängig  ist. 

Man  sieht  hieraus,  wie  man  mit  Hülfe  eines  solchen  Pendels  die 
Grösse  und  Schwerkraft  g  mit  ausserordentlicher  Schärfe  1 
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kanji.  H^t  man  nämlich  seine  Länge  l  gemessen  und  die  Dauer  U 
einer  seiner  Schwingungen  durch  Beobachtung  der  Zeit,  welche  über 
einer  sehr  grossen  Ajizahl  auf  einander  folgender  Schwingungen 
Yerstreicht,  bestimmt,  so  findet  sich 

JtTtl 

So  ist  z.  B.  nach  Bessel's  Messui^en  die  Länge  des  Secunden- 
pendels,  d.h.  eines  Pendels,  dessen  Sohwingungsdauer  i  Secnnde 
beträgt,  auf  der  Königsberger  Sternwarte  440-8147  pariser  Linien*) 
oder  3-0612  Fuss.  Nimmt  man  daher  die  Secimdo  zur  Zeiteinheit, 
so  wird  f/^  I  ,  und  es  findet  sich  damit  für  Königsberg; 
g  =  (3- 14159)* -3 '0162  =  30-213  Fuss. 

Man  kann  noch  bemerken,  dass  der  in  F  aufgehängte  Köi-per, 
wenn  man  ihn  nach  einer  kleinen  Ablenkung  von  0  nicht  sich  selbst 
überlässt,  sondern  ihm  einen  kleinen  hoiizontalen  Seitenstoss  giebt, 
in  der  horizontalen  Fläche  **) ,  in  welcher  er  um  0  herum  frei  be- 
weglich ist,  um  0  als  Mittelpunkt  eine  Ellipse,  oder  auch  einen 
Kieis,  nach  dem  in  §,  25  erklärton  Gesetze  zu  beschreiben  anfangen 
wird.  Die  TJmlaufszeit  in  der  Ellipse  wird  doppelt  so  gross  als  die 
Dauer  einer  einfachen  Schwingung  sein,  so  dass  z.  B.  ein  Secunden- 
pendel  zur  Beschreibung  seiner  Ellipse  zweier  Secunden  bedarf. 

§.  27,  Dass  zufolge  des  §.  25  die  Bewegung  eines  Korpora  A 
vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  es  für  jeden  Zeitpunkt  die  beschleu- 
nigende Kraft,  und  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  T^  die  Geschwindig- 
keit und  der  Ort  von  A  ist,  dies  lässt  sich,  wenn  die  Kraft  un- 
mittelbar als  Function  der  Zeit  gegeben  ist  und  daher  schon  im 
Voraue  für  jeden  Zeitpunkt  bestimmt  werden  kann,  geradezu  mittelst 
des  entsprechenden  Satzes  in  §.  13  daithun.  Denn  denkt  man  eich,  wie 
in  §.  22,  einen  Punkt  If  [Fig.  13,  8.  52)  hinzu,  der  sich  dergestalt  be- 
wegt, dass  sein  Abstand  von  einem  festen  Punkte  0  der  Geschwindig- 
keit von  A  gleich  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  von  H  ^  der  auf  A 
wirkenden  Kraft,  und  daher  nach  der  Voraussetzui^  für  jeden  Zeit- 
punkt gegeben.  Femer  ist  die  Linie  OH^  ^  der  Geschwindigkeit 
von  A  zur  Zeit  T^,  und  daher  ebenfalls  gegeben.  Nach  §.  13  ist 
folglich  die  Bewegung  von  H  gegen  0,   oder  die  Grösse  und  Rich- 

*)  Bessel,  Unter mclmngen  über  die  Länge  des  einfaehen  Secimdenpendela, 
Seite  55. 

**)  natürlich  mit  Hückaicht  auf  die  Kleinheit  der  Schwingungen,  vermöge 
deren  MO  als  gerade  Linie  betrachtet  worden  ist.  d.  H. 
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tung  von  OH  für  jeden  Zeitpunkt,  vollkommen  bestimmt;  mithin  ist 
es  auch  die  Geschwindigkeit  von  A.  Und  da  noch  der  Ort  von  A 
zur  Zeit  T^  als  gegeben  vorausgesetzt  wii-d,  so  ist  naeh  dem  näm- 
lichen Satze  die  Bewegung  von  A  selbst  vollkommen  bestimmt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Kraft,  also  auch  die  Geschwindig- 
keit von  H,  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  conatant  sei,  und  dass 
sich  daher  H  gleichförmig  in  einer  Geraden  /*  (Fig.  16)  bewege.     Sind 
alsdann  H^  und  Hy ,  als  die 
Oerter  von  H  in  zwei  bc-  b 

hebigen  Zeitpunkten  T^  und 
r, ,  und  ausserdem  noch  die 
Oertet  von  O  und  A^  ge- 
geben, so  ist  damit  die  Be- 
wegung von  A  vollkommen 
bestimmt.  Liege  nämlich, 
um  hier  nur  den  allgemei- 
neren Fall  in  Betracht  zu 
ziehen,  0  ausserhalb  h.  Man 
ziehe  durch  A^  mit  /;  und 
mit  OH,,    die   Pai-allelen  x  Fig.  i6. 

und  y,    so  bewegt    sieh  A 

in  der  Ebene  xy,  weil  OH,  ^  der  Geschwindigkeit  von  A,  in  der 
damit  parallelen  Ebene  O.ff^,,  h  hegt.  Man  denke  sich  nun  A  durch 
Parallelen  mit  y  und  x  auf  x  und  y  projicirt  und  nenne  B  und  C 
diese  Projectionen,  so  sind  die  Geschwindigkeiten  von  B  und  G 
^  der  auf  x  und  y  projicirten  Geschwindigkeit  OH  von  A,  also 
^  H^H  und  OH,^ .  Weil  H^H  sieh  der  Zeit  proportional  ändert, 
so  wird,  wenn  mau  die  Zeit  t  von  T^  an  rechnet  und  T^^T^  zur 
Zeiteinheit  nimmt,  H^H  oder  die  Geschwindigkeit  von  B,  gleich 
Ha  H^  .t;  und  weil  für  t  ^  o  diese  Geschwindigkeit  NuU  wird  und  B 
mit  A^  zusammeufällt,  so  kommt  (§.  13) 

(1)  A^B  =  \HJI,  .t^  . 

Die   Geschwindigkeit  von   C  ist   constant,   ^   OH,,,    und  weil 
auch  C  für   t  ^  o  mit  A.  zusammenfallt    so  hat  man 


p) 


A,0=  OH..t  . 


Durch  diese  zwei  Gleichungen  sind  aher  die  Bewegungen  von  B 
und  C,  und  damit  auch  die  von  A,  bestimmt.  Eliminirt  man  aus 
ihnen  i,  so  findet  sich: 

oh; 
'  n.H, 


(3) 


A,C" 


■AS  , 
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als    die    Gleichung   zwischen    den   Coordinaten   A^B    und  A^C   der 
von  A  beschiiebenen  Curve. 

£in  Körper,  auf  den  eine  constante  iesohleunigende  Kraft  ^  H^,  Ji^  , 
z.  B.  die  Schwerkraft,  imrkt,  und  dessen  anfängliche  Geschwindigkeit, 
^  OHf, ,  mit  der  Kraft  nicht  parallel  ist,  bewegt  sich  demnach  in  einer 
Parabel,  welche  eine  mit  der  jRichtung  der  Kraft  parallele  Axe  und 
im  Anfangspunkte  der  Bewegung  die  Richtung  der  anfänglichen  Ge~ 
schwAndigheit  zvr  Tangente  hat,  und  deren  Parameter,  f&r  den  Anfangs- 
punkt als  Scheitel, 

—  l^El 

Zusätze,  a]  Da  der  Änfangspunlit  der  Zeit  willküi-lich  ge- 
nommen werden  kann,  so  erhellet,  dass,  wenn  man  für  A„  irgend 
einen  anderen  Punkt  der  von  A  beschriebenen  CuiTe  wählt,  durch 
ihn  eine  Gerade  x,  parallel  mit  h,  und  eine  die  Curve  daselbst  be- 
rühjfende  Gerade  y  zieht  und  die  Bewegung  von  A  nach  diesen  x 
und  y  in  die  Bewegungen  von  B  waA  C  zerlegt,  auch  in  diesem 
neuen  Systeme  die  Linie  A^B  dem  Quadrate  dei  seit  dem  Durch- 
gange des  Körpers  durch  j4„  vei-floasenen  Zeit,  und  die  Linie  A^C 
dieser  Zeit  selbst,  folghch  wie  vorhin  die  Abscisse  A^B  dem  Quadrate 
der  Ordinate  A^^G  proportional  sein  wird,  —  eine  bekannte  Eigen- 
schaft der  Pai'abel,  die  somit  sehr  einfach  sich  dargethan  findet. 

h)  Man  ziehe  in  A  an  die  Parabel  eine  Tangente,  welche  A^B 
in  I>  und  A^^G  '-m.  E  schneide.  Weil  die  Geschwindigkeit  in  A^  OH 
ist,  so  ist  DA  parallel  mit  OH,  und  daher  die  Seiten  der  Dreiecke 
ABD  und  OH^II  pai'allel  mit  einander;  mithin  verhält  sich 

DB:BA-^ITJI:OIJ^  =  IIJI,  .f.OIT,, 
oder  zufolge  (1)  und  (2) 

DB:BA=2A„B:A,C^  2A,B:BA  , 
und  daher 

DB^zA^B  , 
was  ebenfalls  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Parabel  ist.  — -  Es  folgt 
hieraus  weiter,   dass,    so  wie  DB  in  A^^,    auch  SA  in  E  und  A^^C 
in  K  halbirt  wiid. 

c)  Die  Geschwindigkeiten  in  A^  und  A  verhalten  sich  wie 

OH,:  OH=BA:DA  =  A,E:DE=A,E:EA  , 
also  wie  die  Theile  der  in  A^  und  A  gezogenen  Tangenten  zwischen  diesen 
]*unkten  und  dem  gemeinschaftlichen  Durchschnitte  der  Tangenten. 

d)  Bezeichnen  A,^,  B^,  C, ,  E^  die  Oerter  von  A,  B,  C,  E  für 
t=  \,  so  hat  man  zufolge  der  Gleichung  (2) 
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J„C,  =  0i7„,     also     A,,E^  =  E^C,=\OI-I^ 
und,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  JS,C,A^  iind  OÜf^Ui, 

Macht  man  daher  in  der  Linie  h  (Fig.  17) 

wo  Hfl,  H^,  11^,  ...  die  Oerter  von  H  für  ;  =  o,  i,  2,  ...  sind,  und 
legt  man  durch  A^,  A^,  A^_,  ... ,  als  die  entsprechenden  Oerter  von  A, 
Tangenten,  von  denen  sich  die  erste  und  zweite  in  E^,  die  zweite  und 
dritte  in  jE^ ,  die  dritte  und  vierte  in  ]S.j ,  etc.  schneiden ,   so  ist 

A£,^10J/„,     i:,A,  =1-011,   , 
und  eben  so 

A,E,_  =  ^OII,,     E^^A^  =  \OH^  , 
n.  s.  w. ,  folglich 

E^E^^OHt,     und  eben  so     E^_E,~OII^,  etc., 
welches  nachstehenden  Satz  giebt: 

t  H„  H,,  H^,  ...   [Fig.  17)  . 


-mf  einander  folgen, 


Geraden  h,  welche  in  gleichen  Zwischenräumen 
und  0  ein  Punkt  atisser- 
hulh  dieser  Geraden,  so 
berühren  die  Linien  0H„, 
O-ffi,  OS^,  ...,  wenn 
man  sie  in  ihrer  Folge 
parallel  mit  sich  an  ein- 
ander setzt  und  desshalb 

E^E,  =  OH^  , 

B,E^=  OH,   , 

E^E^  =  OH^  , 

macht,  in  ihren  Mittel- 
punkten A^,  A,,  A^,  ... 
eine  Parabel,  deren  Axe 
mit  h  parallel  ist.  —  Ein  '^'  '' 

Körper,    der,    von    einer 

Constanten  mit  h  parallelen  Kraft  getrieben,  diese  Parabel  beschreibt, 
legt  die  Abschnitte  A^A^,  A^A^,  ...  derselben  in  gleichen  Zeiträumen 
zurück,  und  wenn  ein  solcher  Zeitraum  zur  Zeiteinheit  genommen  wird, 
so  werden  durch  die  Linien  E^E,,  E^E^,  ...  die  Geschwindigkeiten 
in  A„,  A,,   ...  tmd  durch  H^H^  die  beschleunigende  Kraft  dargestellt. 
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§.  28.  Aufgabe.  Um  einen  festen  Punkt  O  (Fig.  18),  als  Mittel- 
punkt, bewege  sich  ein  Körper  A  gleiclifdrmig  in  einem  Kreise;  zu 
gleicher  Zeit  bewege  sich  in  der  Ebene  dieses  Kreises  ein  zweiter 
Körper  A^  gleichförmig  um  A,  als 
Mittelpunkt ,  in  einem  Kreise; 
eben  so  ein  dritter  Körper  A^  um 
den  zweiten,  ein  vierter  A^  um  den 
dritten,  u.  a.  w.    Es  seien  die  Halb- 


OA     =«    , 
AA^    =  a,  , 
A,  A^  =  a^  ,        etc. 
dieser  Kreise,  die  oonstanten  Win- 
kelgeschwindigkeiten n,ti^,7i^,  ... 
der  Körper  A,  A^,  A^,  ...  bei  ihren  Kreisbewegni^en  und  nächstdem 
die  Winkel  «,  a,,«,,  ...  gegeben,  welche  die  Halbmesser  0 A,  AA^, 
A^A^,  ...  in  einem  gewissen  Zeitpunkte  T  mit  einer  in  der  Ebene 
durch  0  gelegten   festen   Geraden  OR  bilden.     Man  soll  in  Bezug 
auf  ein  rechtwinkl^es  Axensystem',   dessen  «-Äxe   OR  ist,    die  Co- 
ordinaten  x,y;  x^,  y^\  ...  der  Körper  A,  A,,  ...  am  Ende  einer  seit 
T  verflossenen  Zeitlänge  t  finden. 

Auflösung.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Winkel  in  der 
Ebene  nach  einerlei  Sinne,  etwa  von  der  Rechten  nach  der  Linken, 
gerechnet  werden,  und  dass  hiernach  jede  der  Winkelgeschwindig- 
keiten n,  ?!,, ,  ...  als  positiv  oder  negativ  angesehen  werde,  je  nach- 
dem die  Kreisbewegung,  zu  welcher  sie  gehört,  nach  links  oder  rechts 
um  den  Mittelpunkt  des  Kreises  vor  sich  geht,  sind  die  Winkel  von 
OA,AA,,A^A^,  ...  mit  OM,  welche  zur  Zeit  T  gleich  «,  «,,  a, ,  ... 
waren,  am  Ende  der  Zeit  i  gleich 

a-\-nt  ,         a^-\-n^i  ,         a^-{-n^t  , 
Man  setze  die  letzteren,  der  Kürze  willen,  gleich  k\  ?.,,  ?.^.  ... 

Seien  nun  B,  B^,  B^,  ...  die  Projectionen  der  Oerter,  in  denen 
sich  A,  A^,  A^,  ...  zur  Zeit  t  befinden,  auf  OR  oder  die  Axe  der  x, 
und  C,  C,,  Cj,  ...  die  Projectionen  derselben  Oerter  auf  die  Axe 
der  i/ ,  deren  positive  Richtung  übrigens  so  bestimmt  sei,  dass  sie  mit 
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der  Axe   der  x  einen  Winkel  von  qo",   nicht  von  270",  bilde.     Als- 
dann ist  ersichtlich 

OB  =  «cos:i,      SB,,  ==ß, cos;.,  ,      £,s,  =  «2cos;ij  , 

0  C  ==  «  sin  A  ,         CG^  =a,  sin  l,   ,         C,C^  =  a^^siaX^   , 

Hiermit  aber  sind  zi^leich  die  gesuchten  Coordinaten  von 
A,  A,,  A^,  ...  gefunden.  Es  ist  nämKch  bei  gehöriger  Rücksicht 
auf  die  Vorzeichen  der  trigonometrischen  Functionen: 

x^  OB  =^a  cos  l  , 

y  =  00  =a  sin  l  ; 

z^  =  OB,  =  0B  +  BB^  =  a  cos  >t  +  a,  cos  Ä,  , 

y^  =  OC,  =  OC  +  00^  =  a  sin  ;.  4-  «,  sin  A,  ; 

.«2^  OB^  =  OB^  -+■  B,Ba  =  rt  cosÄ  +  a,  cos  A,  +  a^  cos  Aj  , 

y^~OC^  =  OC,  +  C, G,  =  ß  sin  ;i  +  «,  sin  l^  +  «^  sin  k^  ; 


Zusätze,  ff]  Durch  die  erhaltenen  Formeln  wird  zugleich  die 
Bewegung  der  Körper  dargestellt,  da  man  nach  ihnen,  nachdem  darin 
für  X,  A, ,  ^2,  --.  ihre  durch  t  ausgedrückten  "Wei-the  substituirt 
worden,  die  Oerter  der  Körper  für  jeden  Zeitpunkt  berechnen  kann. 

Eliminirt  man  t  aus  den  Fonneln  für  die  zwei  Coordinaten  eines 
Körpers,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die  vom  Köi-per  beschrie- 
bene Bahn,     So  führt  die  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen 

x  =  u  cos  (<£  +  '^t]     nnd     j/  =  «  sin  {a  -{-  nt) 
zu  der  Gleiclinng 

XX  -j-  yp  =  aa  , 
die,  wie  gehörig,  dem  Kreise  zukömmt,  der  von  A  um  0  beschrieben 
wird. 

Ein  anderes  nicht  minder  einfaches  Beispiel  gewährt  die  An- 
nahme, dass  sich  der  Körper  A^  um  A  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit bewege,  die  derjenigen,  mit  welcher  sich  A  um  O  bewegt,  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  dass  also  w,  =  —  ?i  sei.  Da  bei  einer  solchen 
Bewegung  der  Winkel  OAA^  nach  und  nach  alle  mögUchen  Weiihe 
annimmt,  so  wollen  wir  der  Einfachheit  willen  setzen,  dass  für  i  =  o 
OA  und  AA^  einerlei  Richtung,  und  z^vai'  die  der  festen  Linie  OB, 
haben.  Dies  giebt  a  =  a,  =  o,  fo^lich  X  =  nt,  X,=  —  nt  und 
x,-^  a  cos nt-\-a,  cos n i  , 
y,  =  a  sinnt  ■ — ■ «,  sin n i  . 

Hieraus  fliesst  nach  Elimination  von  t : 


[a  +  i, 
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j^i  beschreibt  demnach  unter  der  gemachten  Annahme  eine  El- 
lipse, welche  O  zum  Mittelpunkte  hat,  und  von  welcher  die  kalbe 
grosse  Axe  gleich  «-!-«,,   die  halbe  Mdne  gleich  a  —  a^  ist. 

b)  Die  zu  dem  von  A  beschriebenen  Kreise  hinzugesetzten  Kieise, 
in  denen  sich  die  folgenden  Köi'per  A^,  A^,  ...,  jeder  um  den  vor- 
hergehenden, als  Mittelpunkt,  bewegen,  nennt  man  Epicykeln,  und 
hiernach  die  absoluten  Bahnen  dieser  Körper  Epicykloiden.  Je 
mehr  Ki-eisbewegungen  man  zu  einer  solchen  epicyldischen  Bewegung 
zusammensetzt,  desto  grösser  wird  die  Anzahl  der  von  einander  un- 
abhängigen Constanten  Grössen,  und  desto  mehr  wird  man  die  Be- 
wegung des  den  letzten  Kreis  beschreibenden  Körpers  nach  seiner 
Wülküj  bestimmen  können,  wenn  es  frei  steht,  jene  Grössen  nach 
Belieben  anzunehmen.  Auch  lässt  sich  in  der  That  ze^en,  dass  auf 
solche  Weise  jede  beliebige  Bewegung,  wenigstens  jeder  innerhalb 
eines  endlichen  Zeitraumes  vor  sich  gehende  Theil  derselben,  so  nahe, 
als  man  will,  dargestellt  werden  kann. 

§.  29.  Aufgabe.  Die  beschleunigenden  Kräfte  zu  bestimmen, 
durch  welche  die  epicyklischen  Bewegungen  der  Körper  A^ ,  A^ ,  ... 
hervorgebracht  werden. 

Auflösung.  Die  auf  den  Körper  A  bei  seiner  Kreisbewegung 
um  0  wirkende  Kraft  ist  gleich  m°«  und  hat  die  Richtung  AO  (§.  22). 
Eben  so  wiirde  auf  den  Körper  A^  zufolge  seiner  relativen  Bewegung 
um  A,  wenn  A  in  Ruhe  wäi'e,  eine  Kraft  gleich  hJ«^  nach  der  Rich- 
tung A^A  wirken.  Es  ist  aber  die  absolute  Bewegung  von  A^  aus 
der  absoluten  Bewegung  von  A  und  aus  der  relativen  von  ^,  gegen 
A  zusammengesetzt  (§.  5,  b),  und  wird  daher  (§.  24)  von  einer  mit  A  O 
parallelen  Kraft  n^a  und  der  nach  A^A  gerichteten  Kraft  /ifa^  iu 
Verein^ung  hervorgebracht.  Auf  gleiche  Art  sind  es  diese  zwei  auf 
ji,  wirkenden  Kräfte,  parallel  mit  sich  an  den  dritten  Köi-per  A^  ver- 
legt, und  ausserdem  noch  die  zur  relativen  Bewegung  von  A„_  um  A^ 
nöthige,  nach  A^  gei-ichtete  Kraft  r^a^,  wodurch  die  absoUrte  Be- 
wegung von  A^  erzeugt  wird;  u,  s.  w. 

Man  snbstituire  nun  für  jede  dieser  Kräfte  die  beiden,  welche  mau 
erhält,  wenn  man  sie  parallel  mit  den  Axeu  der  x  und  der  y  zerlegt. 
Auf  solche  Weise  reduciren  sich  alle  auf  einen  der  Körper  wirken- 
den Kräfte  auf  zwei,  mit  den  beiden  Axen  pai'allele,  indem  man  für 
alle  nach  einer  und  derselben  Axe  wirkende  Kräfte  eine  einzige  setzen 
kann,  welche  ihrer  Summe  gleich  ist. 

Es  sind  aber  zur  Zeit  t  die  Winkel  von  OA,  AA^,  ...  mit  der 
Axe  der  x  gleich  / ,  A^ ,  . . .  ;    also  die  Winkel  der  entgegengesetzten 
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Kichtungeii  AO,  A^A,  ...  mit  deiselben  Axe,  gleich  }.  -\-  180", 
'/.^  +  180",  etc.  Wean  man  daher  die  Kräfte  ^^a,  «jffi,  ■--,  welche 
zur  Zeit  t  die  letztgedachten  Richtungen  haben,  nach  den  Axen  der 
X  und  der  y  zerlegt,  so   erhält  man; 

n^a  cos  {l  +180°)     und    n^a  sin  {'/.  +  iSo'^)  . 

d.i. 

—  n^  a  cos  /       und     —  n^  a  sin  X  ; 

—  n\a.^  cosX^     und     — «^«^sin/,   ;  u.  s.  w. 

Setzt  man  also  noch  die  gesuchten  Kräfte,  welche  zur  Zeit  t  aiif  die 
Körper  A,  A,,  A^.  ...  nach  den  Richtungen  der  beiden  Axen  wu-- 
ken,  resp.  gleich  X  und   Y,  X,  und   Y.^,  X^  und   Y^,  etc.,   ao  ist 
X    =  — n^a  cosi  , 


Y  =-»'»smi  ; 

X,  =— »-«OOSi  —  »;!.,  COE 

il. 

, 

y,  =—n'asm  *  — »|»,  sin 

»i 

X,  =  — »■ocosi  — »;i.,00! 

a. 

—  «;, 

j,  cos ;, 

r,  =— »'osin  J— »;«,  »in 

s. 

—  n\i 

\  sin  /, 

§.  30.  Die  in  den  zwei  voi-igen  Paragraphen  erhaltenen  Resul- 
tate lassen  sich  folge ndergestalt  zusammenfassen: 

Bewegt  sich  ein  Körper  M  in  einer  Ebene  dergestalt,  dass  in 
Bezug  auf  zivei  sich  rechtwinklig  schneidende  Axen  seine  Coordinaten 
x-=a  cos  t  +  ß,  cos  -'.,  +  ßj  cos  X^-^  ...  , 
y  =  a  sin  X  -\-  a^  sin  ^|  +■  «^  sin  X^  -\-  ... 
sind,  wo  «,  «,,  Ö5,  -.-  Linien  Yon  constanter  Länge  und  X,  X^,  X^,  ... 
der  Zeit  proportional  sich  ändernde  Winkel  bedeuten,  so  ist  die  ihn 
beschleunigende  Kraft  aus  den  zwei  mit  den  Axen  der  x  und  der  y 
parallelen  Kräften 

X  ^  —  fi'  a  cos  X  —  nl «,  coB  X^  —  n^  a^  cos  X^  —  ...  , 
Y  ^  — -fi^a  sin  X  —  n\a,  sin  Jt,  —nla^  sin/^  —  ■■■ 
zusammengesetzt,    wobei  n,  J2,,  %,  ...    die  Geschwindigkeiten    sind, 
mit  denen  sich  die  Winkel  X,  X,,  X^,  ...  ändern. 

Sehr  einfach  gelangt  man  zu  diesem  Resultate  auch  durch  die 
Betrachtung,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  aus  den  beiden  dui'ch  die 
Formehl  für  x  und  y  dai^estellten,  in  den  Axen  der  x  und  y  vor 
sich  gehenden,  Bewegungen  zusammengesetzt  ist,  dass  die  Bewegung 
in  der  einen,  wie  in  der  anderen  Axe,  aus  den  Bewegungen,  welche 
durch  die  einzelnen  Gheder  a  cos  it ,  ...  und  «  sin  A ,   ...   ausgedrückt 
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weiden, zusammengesetzt  ist,  und  dass  die  Kräfte,  welche  die  letzteren 
Bewegungen  erzeugen,  nach  §.  21,  2)  resp, 

=  — nnacosX  ,     ...     und     =  —  nna&inl  ,     ... 
sind. 

§.31.  Wegen  der  bald  folgenden  astronomischen  Anwendungen 
wollen  wir  den  Ort  des  sich  iu  einer  Ebene  bewegenden  Körpers  M, 
statt  ihn,  wie  vorhin,  durch  rechtwinklige  Coordinateii  anzugeben, 
durch  Polar coordinaten  bestimmen,  nämlich  durch  seinen  Abstand 
r  ^  OM  von  dem  festen  Punkte  0  und  durch  den  Winkel  l^  R  OM 
dieser  Abstandsliuie  mit  der  festen  Linie  OR,  von  welcher  an  die 
Winkel  a,  a^,  ...,  X,  /, ,  ...  gerechnet  wurden.     Hiermit  wird 

X  ^  r  cos  l    und     «/  ^  r  sin  l. 
Eben  so  kommt,  wenn  wir  statt  der  Kräfte  X  und   Y  die  aus  ihnen 
zus ammenge setKte  Kraft  selbst  einführen,  dieselbe  gleich  P  und  den 
Winkel  ihrer  Richtung  mit  OR  gleich  ip  setzen: 

X  =  P  cos  (p     und     Y=  P  sinip   . 


Die 

Formeln  für 

die 

Bewegung 

und 

tüi 

die 

sie 

werden  damit: 

(1) 

j-cos 

1  = 

acosl.  +  a, 

1  cos  A, 

,+ 

(2) 

.■sin 

asmX+a 

,  sin  i 

,+ 

...  , 

(3) 

-Pcos 

<P  = 

=  —n^acoi 

a-1 

<«. 

cos^, 

~ 

(4) 

Psin 

<p  = 

=  — n^a  sin 

ii— »;o, 

sinl, 

— 

Wenden  wir  diese  Formeln  auf  das  in  §.  28,  a)  be^ebiachte  Bei- 
spiel einer  elliptkchen  Bewegung  an,  welche  aus  zwei  einander  ent- 
gegengesetzten Kreisbewegungen  zusammengesetzt  war,  so  kommt, 
weil  dabei  n^  =  —  n  und  a^,  a^,  . . .  =^  o  sind; 

P  cos  (p  ^  —  ra^  (o  cos  K  -\-  a,  cos  l,]  =  —  n''  r  cos  I  , 
P  sin  <p  =  — ■  n^  [a  sin  A  -1-  "i  sin  A,)  =  - —  n^r  sin  l  , 
folglich 

Ip  =  l     und     P  =  —  n^r  , 
d.  h.  die  Kraft  ist  nach  dem  Mittelpunkte   O   der  Elhpse  gerichtet 
und  dem  Abstände  des  Körpers  von  demselben  proportional. 

§.  32.  Um  die  Gleichungen  (1),  ..  (4)  auf  eine  für  ihren  fer- 
neren Gebrauch  noch  passendere  Form  zn  bringen,  addire  man  (1)  und 
(2),  nachdem  man  vorher  (1)  mit  aosl  und  (2)  mit  sin/  niultiplicirt 
hat.  Man  subtrahire  hierauf  (1)  von  (2),  nachdem  (1)  mit  sin/  und 
(2)  mit  coB  l  multiplicirt  worden.  Dies  giebt  an  Stelle  von  (1)  und  (2) 
die  Gleichungen: 
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((7)         r  =  u  COS  (A  —  /)  +  ß,  cos  ß^—l)  +  ...    , 
[h]        o  =  «  sin  {l~-l}-^  a,  sin  ß,  —  l)+...   . 
Behandelt  man  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen  (3)  und 
(4},  eo  kommt  an  deren  Statt: 

(c)  T  =  —  m*«  cos  (^  —  l)  —  n\a^cosß^  —  1}  —  ...  , 

(d)  K=  —  n^a  sin  (l  —  l)  —  n\a^  sin  (^,  ~  /}  —  . . .  , 

wo  T  und  V  für  P  cos  {<p  —  l)  und  P  sin  [fp  —  /)  geschrieben  wor- 
den. Weil  (p  ^-l  ersichtlich  der  Winkel  ist,  den  die  Kraft  P  mit 
dem  Radius  r  macht,  so  sind  T  und  V  die  Ptojectionen  von  P  auf  r 
und  auf  eine  Linie,  welche  in  der  Ebene  der  Bewegung  mit  r  einen 
Winkel  von  go°  bildet,  oder  es  sind  die  zwei  Kräfte,  welche  durch 
Zerlegung  von  P  nach  diesen  zwei  Richtungen  erhalten  werden. 

Uebiigens  kann  man  die  Gleichungen  («)  . .  [d)  aus  (1)  . .  (4)  sehr 
einfach  auch  dadurch  ableiten,  dass  man  die  willkürlich  durch  0  zu 
legende  Axe  der  x,  welche  vorher  mit  der  festen  Linie  OR  zusammen- 
fiel, jetzt  mit  derselben  einen  Winkel  gleich  l  machen  lässt.  Denn 
dadurch  werden  die  Winkel,  welche  )■,  «,«,,,  ...  und  die  Richtung 
von  P  mit  der  Axe  der  x  bilden,  sämmtlich  um  l  kleiner,  gehen  also 
aus  l,  X,  '/.^,  . . .,  (p  über  in  o,  X  -—l,  X^  —  l,  ...,  fp  —  l,  und  die 
Gleichungen  (1)  . .  (4)  verwandeln  sich  in  [a]  .  .  {d) . 

§.  33.  Die  himmlischen  Bewegungen,  mit  denen  wir  uns  be- 
schäftigen werden,  sind  insgesammt  sehr  nahe  kreisförmig  und  sehr 
nahe  gleichförmig.  Die  bisher  betrachtete  epicyklische  Bewegung 
des  Körpers  M  wird  aber  eine  solche  sein,  wenn  gegen  den  einen  der 
Halbmesser  a,a^,a^,...,  —  es  sei  «  — ,  alle  übrigen  sehr  klein,  und 
damit  — *- ,  — ^ ,  .  ■  ■  sehr  kleine  Brüche  sind.  Denn  alsdann  wird  sich 
der  Köi-per  M  vom  Punkte  A,  der  um  0  in  der  Entfernung  a  mit 
der  Constanten  Winkelgeschwindigkeit  n  einen  Kreis  beschreibt,  nie 
weit  entfernen  können,  —  höchstens  um  «,  -j-  a,  +  ...  — ,  und  es 
werden  daher  die  Coordinaten  r  und  l  des  Köi-pers  M  von  denen  a 
und  X  des  Punktes  A  nie  sehr  verschieden  sein. 

Für  unsere  nächsten  Bedürfnisse  können  und  wollen  wir  jene 
Brüche  so  klein  annehmen,  dass  ihre  Quadrate  und  höheren  Potenzen, 
so  wie  ihre  Producte  in  einander,  ganz  vernachlässigt  werden  können. 
Bezeichnen  wir  die  Brüche  der  Reihe  nach  mit  f,,  f^,  ■■■,  setzen 
also  «,  =  af^ ,  «j  =  a/^ ,  ■  ■  ■  und  eliminiren  damit  «, ,  a^,  ...  zu- 
nächst aus  den  Gleichungen  (»)  und  (ö)  für  die  Bewegung  des  Kör- 
pers, so  kommt: 
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r  =  a  cos  (/.  —  /)  +  «/,  cos  i^K,  —  l)  -\-  af^  cos  {i^  ^  l)  -^  .  . .  . 
o  =     sin  (;t  —  0  +   /l  sin'  (l,  —  l)  +    f^  sin  [l^  — l) -\-  . ..  . 
Zufolge  der  zweiten  dieser  Gleichungen  ist  sin  {X  —  l)  ein  Bruch 
von  derselben  Kleinheit,  -wie/u/j,  ....    Man  kann  daher,  mit  Ver- 
nachlässigung von  sin  (^  —  ?)* ,  sin(A  — /)',   ...,  statt  sin  [i  —  /)  und 
cos  (A  —  l)  resp,  l  —  /  und  i   schlechthinsetzen.     Da  es  femer  auch 
gestattet  sein  muss,  die  Producte  aus  }.  —  l  inj^^,/^,  ...   we^ulasscn, 
so  darf  man,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
/,  sin  (;i,,  —  /)=/,  sin  [l^ —  }.  +  {}.  —  l]] 

^/,  sin  {l,  —  ü)  cos  (i  —  l)  +/,  cos  [>,,  —  1)  sin  (X  ^  1}  , 
/,  sin  (Ai  —  A)  statt  /,  sin  (Aj  ■ — ?)  setzen,  und  eben  so  auch  in  den 
übrigen  Producten  f^  cos  (i,  —  ^)  >  /«  sin  {X^  —  l) ,  etc.  statt  l  überall  X 
schi'eiben.     Man  erhält  somit; 

(«')  r  =  a  +  af,  cos  {X,  —  X)  +  af^  cos  {X^  —  ?.]  +  ...  , 

{b']  l  =  X  +  f,   sin  (/,  — ;.)  +  A  sin  (/,  —  1)  +  . . .  , 

zwei  Gleichungen,  welche  die  Polarcooidinaten  r  und  l  dea  Köi-pers, 
unmittelbar  durch  die  Constanten  a,  f.^  ,  f^,  -  ■  -  und  durch  die  der 
Zeit  proportional  wachsenden  Winkel  X,  A, ,  X^,  ...  ausgedrückt, 
geben. 

Auf  dieselbe  Art,   wie  (a)  und  (6),   reduciren   sich   die  Formeln 
(c)  nnd  (d)  für  die  beschleunigende  Kraft  auf: 

(c'j      T=-»',.-»;<./,cos(i,-i]-<o/,cos(;,-2)-...  , 
r  =-«',.(;.- 0 -»;«/,  nn(2, -/)...  , 
oder,   wenn  man   für  die  Differenz  ?:,  —  /  ihren  Werth  aus  (ö')  sub- 
stituii't: 

(■?■)     F= -{»;-«•)«/,  smft-i)-(«;-«')a/,Bm(l,-l)-... 
Um  diese  Formeln   etwas  einfacher  darzustellen,   setze   man   die 
Winkeldifferenzen 

/.,  —  ;.  = ;.' ,      ).,  —  2  =  1." ,      etc. 

Diese  neuen  Winkel  l',  X'\  . . ,  verändern  sich  gleichfalls  der  Zeit 
proportional,  und  zwar  mit  den  Geschwindigkeiten  w,  —  n  .,  n^  —  n  , 
etc.,  welche  man  gleich  n',  n",  ...  setze.  Mit  Einführung  dieser 
neuen  Winkel  und  ihrer  Geschwindigkeiten  verwandeln  eich  («') 
...  id']   in: 

(o")      ,■   =  »  +  o/,  cos  !.'  +  o/,  cos  r  +  . . .  , 

(6")      l   =).  +  /,   sinr  +  /,   sinl"+...  , 

(o")     r=  — »•o^(»  +  «r«/,oosi'-(»  +  »")',./,cosr-...  , 

(*")      r=— (2»»'+»")o/,sini'— (2»n"+»"")'>/iS>i>i"— ■■■  ■ 
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§.  34.  Uie  zuletzt  erhaltenen  Formeln  [a")  .  . .  (d")  können  fol- 
gende ige  stalt  auf  eine  noch  etwas  allgemeinere  Form  gehracht  werden. 
Man  setze 

}"  =  —  y,         also  auch     n"  =  —  n'  . 
Dies  giebt: 

/  =  «  +  «;/ +/jcos;.'+...  , 

Z  =  ;i-|-(/,-_/Jsin;i'4-.-.  , 

T  =  —  n^a  —  [{n  +  n'ff,  +  {i-  n'ff^]a  cos it'-  . . .  , 

folglich,  wenn  man  noch 

setzt : 

[l    =  l-\-  g     sm /-]-...  , 
^^^     iT  =  ~n^a-[{n^  +  n'^)f'->r2nn'g']ai^ml'-...  , 
\V= — \2nn'f'-\-n"^g''\afiuik' — ...  . 
Auf  dieselbe  Weise    kann    man  in  den  Eeihen    (a"]  . .  [d")    die 
weiter  fönenden  Glieder   paariveise  vereinigen   und  gelangt  dadurch 
zu   dem  Resultate:    dass  eine  nahe  kreis-  und   gleichföimige,  durch 
die  Polarcoordinaten 

r  =:  a-\-  af  cos  7.'  +  af"  cos  X"  -\-  . . .  , 
l  =^  X-\-  g'   sin  ^/  +  g"  sin )" -f-  . . . 
gegebene  Bewegung  durch  eine  Ki'aft  eizeiigt  wird,   die,  wenn  man 
sie   nach   der   Richtung  von  )■  und  perpendikular  dai-auf  im  Sinne 
der  Bewegung  zerlegt,  bis  auf  die  ersten  Potenzen  der  kleinen  Briiche 
f'  9'if"!  9"'  ■■■  genau  die  Kräfte 

T^~n^a~-F'aGO&l'  —  F"aco&X"—...  , 
F=  —  G'asinX'  —  G"a  sink"—  . . . 
giebt,   worin  F"  und   6"  eben  so  von  _/",  g'\   n  und  n"   (der  Ge- 
schwindigkeit,  mit  der  sich  der  Winkel  l"  ändert),   wie  F'  und  G' 
zufo%e  der  Formeln  [B]  von  _/",  g',  n  und  n',   abhängen;  u.  s.  w. 

Zusatz.  Die  in  den  Reihen  fiu-  r  und  l  vorangestellten  Glieder 
a  und  l  drücken  eine  gleichförmige  Kreisbewegung  aus.  Während 
von  diesen  ersten  Gliedern,  welche  zugleich  die  bei  weitem  beträcht- 
lichsten sind,  das  eine  a  constant  bleibt  und  das  andere  /  der  Zeit 
proportional  wächst,  nehmen  die  beiderseits  hinzugesetzten  Glieder 
im  Verlaufe  der  Zeit  periodisch  ab  und  zu,  Insbesondere  wird  diu-ch 
die  auf  «  folgenden  Glieder  die  Abweichung  von  der  Kreisforni  und 
durch    die    auf   ?^  folgenden    die  TJngleichförm^keit    der 
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dargestellt.  So  kann  sich  der  Köi-per  zufolge  des  Gliedes  af  cos  V 
bis  zu  einer  Strecke  ^^  af  auf  die  eine  iind  die  andere  Seite  vom 
Kreise  entfernen,  und  erscheint  von  0  ans  zufolge  des  Gliedes 
g' waiV  bis  auf  einen  Winkel  ^^^5''  bald  vor  bald  hinter  dem  Orte, 
den  er  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  in  seiner  Bahn  ein- 
nehmen würde.  Beiderlei  Abweichungen  aber  hängen  dergestalt  zu- 
sammen, dass,  wenn  die  eine  von  ihnen  ihren  grössten  "Werth  hat, 
die  andere  am  kleinsten  ist,  und  umgekehrt.  Vermöge  der  Glieder 
«/"cosJ.'  und  ^'sin^'  bewegt  sich  daher  der  Körper  um  den  durch 
a  und  X  allein  bestimmten  sogenannten  mittleren  Ort  in  einer 
kleinen  Ellipse,  von  deren  zwei  Hauptaxen  die  eine,  gleich  2«/', 
in  die  jedesmalige  Lage  des  Halbmessers  a  fällt,  die  andere,  gleich 
zag\  pei-pendikular  auf  demselben  ist.  Die  Zeit,  in  welcher  diese 
Ellipse  beschrieben  wird,  oder  die  Periode  der  durch  die  genannten 
Glieder  bewirkten  Ungleichheit,  beträgt  27i:n'.  Mit  dieser  Un- 
gleichheit verbindet  sich  eine  zweite  von  derselben  Natur,  welche 
durch  die  nächstfolgenden  Glieder  af'cosX"  und  g"sia.X"  dargeatellt 
wird;  mit  dieser  eine  dritte,  u.  s.  w. 

Hinsichtlich  der  Reihen  für  T  und  V  kann  man  bemerken,  dass 
für  f,  g',  . . .  =  o  ,  d.  i.  bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung,  sich 
T  und  V  auf  — n^a  und  o  reducu-en  und  damit,  wie  gehörig,  eine 
constante  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtete  Ki-aft  aus- 
dmcken;  und  dass,  wenn  _/',  g',  ...  nicht  Null  sind,  wegen  jedes 
Paares  zusammengehöriger  Glieder  in  den  Reihen  für  r  und  l  ein 
entsprechendes  Paar  von  Gliedern  in  den  Reihen  für  T  und  V  hin- 
zuti-itt,  wodurch  jene  constante  Kraft  sowohl  ihrer  Richtung  als  ihrer 
Stärke  nach  in  Perioden  von  derselben  Dauer,  wie  bei  der  periodisch 
ungleichen  Bewegung,  um  etwas  Weniges  geändert  wird. 

§.  35.     Die  Geschwindigkeiten  von 

cos  l'  ,         sin  Ä'  ,         cos  /."  , 
sind  nach  §.  14,  I)  und  H)  resp.  gleich 

—  m'sinJ.' ,         m'eos^',         — n"smk",         ...  , 
und  folglich  nach  den  Fonnehi  (1)  und  (1*)  in  §.  11  die  Geschwindig- 
keiten, mit  denen  sich  die  Polarcoordinaten 

)'  =  «  -]-  «/'  cos  }.'-{-...     und     l  ^  ^'-\-  !/'  sin  l'  -\-  . . . 
ändern : 

\r  =  n-\-  n'g ' cos  V  +  n"g" cos A" -|-  . . . 
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Nicht  selten  wird  auch  die  Geschwindigkeit  in  Betiucht  gezogen, 
mit  welcher  sich  die  vom  Radius  r  beschriebene  Fläche  ändert.  Um 
diese  Geschwindigkeit  —  wir  wollen  sie  gleich  ^c  setzen  —  ganz 
allgemein,  nicht  bloss  für  eine  nahe  kreis-  und  gleichförmige  Be- 
wegung, zu  bestimmen,  sei  AB  (Fig.  19)  der  vom  Körper  während 
des  auf  t  folgenden  Zeitelementes  durchlaufene  Weg.  Weil  gleich- 
zeitig die  von  r  =  OA  beschriebene  Flüche  um  das  Dreieck  OAB 
wächst,  so  ist,  wenn  m  Zeitelemente 
die  Zeiteinheit  ausmachen,  die  Flächen- 
geschwindigkeit 

Je  =  m  .  OAB  , 
eben  so  wie  das  m-fache  des  Winkels  AOB  Fig.  i». 

die  Winkelgeschwindigkeit  l'  ausdrückt. 

Man  besehi-eibe  aus  O  mit  OA  und  OB  Kreisbögen,  welche  OB 
und  OA  in  C  und  D  schneiden,  so  ist  AC  gleich  dem  mit  OA 
oder  r  multipHcirten  Winkel  AOB,  also 
m.A.O  =  rr  . 
Wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  AOB  kann  aber  das  Viereck 
ACBD  als  ein  geradliniges  Rechteck  angesehen  werden,  und  es  ist 
folglich  das  Dreieck 

OAB  =  \OA.  DB  =  ^r.AO  , 
mithin   m.  OAB  ^Ir.m.AO,    d.i. 


Die   Geschwindigkeit   endlich,   mit  welcher  der  Körper 
Bahn  selbst  fortgeht,  und  welche  u  heisse,  ist  gleich 


m.AB  =  Vm^ .  CB^  +  m^.AC^  . 
Es  ist  aber 

m  .  OB  =  m{OB  —  OA)  =  r'  , 
gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  r  ändert,  und 

m.AC==rr  : 
folglich 

§,  36.  Im  Folgenden  wird  es  einigemal  nöthig  sein,  bei  Her- 
leitung der  Ki-äfte  T  und  V  aus  den  für  r  und  /  gegebenen  Reihen 
auch  noch  die  Quadrate  der  kleinen  Bi-üche  /",  g',  f",  g",  . . .  und 
ihre  Producte  in  einander  zu  berücksichtigen.  In  solchen  Fällen,  wo 
die  in  §.  34   gegebenen   Formeln  [B]    nicht  ausreichen,   besteht   das 
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einfachato  Verfahi-eii  daiin,  dass  man  zuerst  aus  den  Reihen  für  r  und  l 
ihre  Geschwindigkeiten  )■'  und  l',  und  von  r'  und  l'  abermals  die 
Geschwindigkeiten  r"  und  /"  entwickelt,  indem  von  diesen  Ge- 
schwindigkeiten die  Kräfte  T  und  V  auf  eine  sehr  einfache  Weise 
abhängen,  welches  auch  die  Bewegung  des  Körpers  sein  mag. 

Um  diese  Abhängigkeit   zu   finden,    gehen   wir   zu    den    streng 
richtigen  Formeln  in  §.  32 

[ß)  r  =  a  cos  {X  —  l)-{-  a,  cos  (1,  —  /)  +  ...  , 
(b)  o  =a  sin  (1  —  1)  +  «,  sin  (A,  —  /)  +  .. .  , 
{c)       T=:  —  n^acos{l  —  l)  —  n\a,aosß,  —  l}~...  , 

(d)  V=—  n^a  sm  {l  —  l]  —  ii^a,  dn  [;i,,  —  l]  —  ... 
zurück.     Weil   n    die   Geschwindigkeit   von    '/.,    V   die    von    l,    also 
n  —  r  die  von  l  —  l ,    und  folglich  {§.  14,  Zus.) 

[n — l']sm{k  —  l]     die  von     cos  (^  —  l)  ,         etc. 
ist,  so  ist  die  aus  (ß)  abgeleitete  Gleichung  zwischen  den  Geschwindig- 
keiten der  darin  enthaltenen  Veränderlichen ; 

r'  =  ^{n  —  l'}a  sin  {l  —  l)  —  {n,  —  l']  a,  sin (/.,  —  /)—...  , 
welche  sich  wegen  (ö)   auf 

[e]  r'  =  —  na  sin  {X  —  l)  —  ra,  n,  sin  (>.,  —  l)  —  ... 
reducirt.     Eben  so  folgt  aus  (5) ; 

o  =  [n  —  r)a  cos  (/  —  ?)  +  [«,  ~  V] «,  cos  (/,  —  ;)  +  ...  , 
d.i. 

(/)      rl'  =  na  cos  [l  —  l)  +  n^  «,  cos  [l,  —  l)  +  ...   , 
wegen    (a).      Verfährt    man    auf  gleiche  Weise   mit    [e]    und    (/) ,    so 
kommt,  wegen  [c]   und  [f]: 

r"  =  —  K  [n  —  V)  a  cos  {l~l)  —  n,  {n,  —  V]  a,  cos  [Jl,  —  /)_., . 

sowie  wegen  [d]   und  (e) : 

{riy  =—n{n^r)a  sin  {1  —  1}  —  »,  {n,  —  l')  a,  sin  (A,  —  /)  —  .. . 
(a)  =  F^rV. 

Hiernach,  und  weil  [rl')',  oder  die  Geschwmdigkeit  von  rl', 
=  r'l'+rr      (§.  Jl,  2*) 
ist,  hat  man  zuletzt 

(ß)       T=r"—rl"^     und     r=2r7'+rr, 
als  die    gesuchten  Ausdrücke    von    T  und   V.     Auch   werden  diese 
Formeln,  obschon  bloss  aus  der  Theorie  der  zusammengesetzten  Kreis- 
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bewegui^  hergeleitet,  dennoch  aUgemeine  Gültigkeit  haben,  da  jede 
Bewegung  in  einer  Ebene  als  aus  gleichfÖnnigeu  Kreisbewegungen 
zusammengesetzt  angesehen  werden  kann   (§.  28,  5). 


§.  37.  Zusätze,  a)  Zwischen  der  auf  dem  Eadius  r  perpendi- 
kularen  Kraft  V  iind  der  Geschwindigkeit  \e'  der  Flächenge  seh  win- 
digkeit \c  findet  eine  sehr  einfache  Beziehung  statt.  Nach  §.  35  ist 
nämlich 

von  r.rV  ist  aber  die  Geschwindigkeit  gleich 

r[rr)'^r'.rr  =  rV    {§.30,  Gl.«), 
mithin 

c'  =  rV  . 
Es  folgt  hieraus  weiter,  dass,  wenn  c'^  o  ist,  also  die  Flächen- 
geschwindigkeit ^  c  constant  bleibt,  dann  auch   F"  ^  o   ist,  und  sich 
somit  die  Ki'aft  P  auf  T  allein  reducirt,  und  umgekehrt ;  oder  deut- 
licher : 

Bewegt  sich  ein  Korper  M  in  einer  Ebene  dergestalt,  dass  der 
Radius  OM  der  Zeit  proportionale  Flächen  beschreibt,  so  wirkt  die 
Kraft  in  der  Richtung  des  Radim;  und  umgehehrt:  Wenn  die  Rich- 
tung der  auf  M  wirkenden  Kraft  stets  denselben  festen  Punkt  0  trifft, 
so  [bewegt  sieh  M  in  einer  Ebene  und  es)  beschreibt  der  Radius  OM 
in  glichen  Zeiten  gleiche  Flächen- 
So  muss  z.  B.  bei  der  aus  zwei  Kreisbewegungen  zusammen- 
gesetzten elliptischen  Bewegung  (§.  28,  a) ,  weil  bei  ihr  die  Kraft  stets 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  gerichtet  ist  {§.  31),  die  Flächen- 
geschwindigkeit in  Bezug  auf  denselben  Punkt  constant  sein.  Es  ge- 
schieht daher  diese  Bewegung  nach  dem  nämhchen  Gesetze,  wie  die 
in  §.  24,  2}  betrachtete,  so  wie  auch  bei  beiden  Bewegungen  die  Ki'aft 
nach  einem  und  demselben  Gesetze  wirkt. 

h)  Die  Relation  c'  =  rV  und  die  daraus  gezogene  merkwürdige 
Folgerung  lassen  sich  auch  leicht  durch  Construction  erweisen.  — 
Seien  AB  und  BC  (Fig.  20]  die  in  zwei  auf  einander  folgenden 
und  emander  gleichen  Zeitelementen,  deren  m  auf  die  Zeiteinheit 
gehen,  vom  Körper  beschriebenen  Wege.  Man  vollende  das  Parallelo- 
gramm ABCD.  80  ist  die  in  B  den  Körper  treibende  Kraft 
^mm.BD\  und  wenn  man  von  D  auf  OB  das  Peiiiendikel  DE 
fällt,  so  ist 

T  =  mm.BE    und     V=  mm  .  ED  . 
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Ferner  ist  die  Fla  che  ngesch  windigkeit 


und  die  Geschwindigkeit  ^c\  mit 
der  sich  dieselbe  ändert,  gleich 
m(m.OBC^m.OAB]   . 
Es   ist  aber,   wenn  AD  von 
4      BO  in  F  und  von  einer  durch  C 
mit  B  0   gezogenen  Parallelen   in 
G  getroffen  wird, 

1)G  =  AF, 
und  daher  das  Dreieck 
OBC=  OBG 

=  OBD  +  ODG  +  DBG  , 
OAB  =  OAF+ABF 
=  ODG-\-DBG  , 


folghch 
und  damit 


OBC—  OAB^  OBD"" 


^c'  =  mm.OBD  =  ^mm.ED  .OB  =  \Vr   , 
:  zu  beweisen  war. 
Bleibt  die  Flächengeschwindigkeit  ungeändert,  ist  also 
OAB=  OBC  , 
wird   OBD  =  o     und  es    fällt   der  Punkt   D     mithin   auch  die 


*)  T\ud  \  n  n  ehieien  Dreieckci  el  he  i  einer  Ebene  1  ^e\  iid  duiel 
Nebenein^nderstelli ng  de  Ire  Pcken  bezeichnanden  Bi ohstaben  iis^cdnckt  smd 
jede«  deiselben  i  e  O  4.B  seinem  Inhalte  nioh  positiv  oder  negatu  gunomn  en 
je  nachdem  von  der  in  seinem  Ausdrueke  zuerit  a;esetztei  Lcke  U  a  ^  d  e  E  ch 
tung  von  der  zweiten  A  Dich  der  diittei  B  nieh  hnk''  z  B  oder  nach  leehf^  gebend 
erscheint  so  gilt  obige  Gleichung  was  auch  di-i  Pinkt  0  fir  eine  La^c  gegoi 
das  Parallelogramm  ABCD  haben  m^g  ind  kini  wem  min  will  luch  also  ge 
schrieben  werden  i 

OBG-^OBA='  OBD  . 

Sie  drückt  unter  dieser  Form  den  bemerkenawerthen  Satz  aus ;  Von  drei  Drei- 
ecken m  einer  Ebene,  welche  eine  gemeinschaftliche  Ecke  0  und  zu  gegenüberstehen- 
den Seiten  mrei  anstossende  Seiten  BC  tmd  SA,  und  die  durch  deren  gemdnschaft- 
liehe  Ecke  gehende  Diagonale  BD  eines  Parallelogramms  haben,  ist  die  Stmiwe  der 
beiden  ersten  Dreiecke  dem  dritten  gleich. 

Siehe  des  Verf.  Leh.rh.ich  der  Statik,  §.  34  [Ges.  Werke  Bd.  HI,  S.  511. 
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Richtung  der  Kraft,  in  den  Radius.   —   Noch   unmittelbai-er  erhellet 
dieses,  wenn  man  in  der  Verlängerung  von  AB   (Fig.  20*) 

BH=AB 
macht,  wodurch 

OAB  =  OBH 
wird.     Alsdann  ist  HC  parallel   mit   der  Richtung  der  Kraft  in  B 
(§.  19),  und  bei  constanter  Flächengeschwindigkeit 

OBG=  OAB  , 
folglich  auch  gleich  OBH,   mithin  HC  mit  BO  parallel. 

c]  Die  für  T  und  V  gefundenen  allgemeinen  Ausdrücke  lassen 
sich  noch  auf  mehrere  andere  Arten  als  richtig  darthun.  Folgender 
Beweis,  den  ich  aber  der  Kürae  wegen  mehr  nur  andeuten,  als  aus- 
führen will,  beruht  auf  einer  geometrischen  Betrachtung  und  scheint 
mir  deshalb  der  Mittheilung  werth,  weil  sich  dadurch  zugleich  die 
Bedeutung   der   einzelnen  Gheder  von  3'  und  V  zu  erkennen  giebt. 

Haben  0,  A,  B,  C  (Fig.  21)  dieselbe  Bedeutung,  wie  vorhin. 
Man  trage  OA  auf  OB  und  OC  von  0  bis  D  und  E  ab,  und  mache, 
von  einem  beliebigen  Punkte  F  ausgehend, 

FG^DB  und  FH~EG. 
Die  Bewegung  ABO  ist  somit  in  zwei,  nämlich  ADE  und  FGII 
zerlegt,  von  denen  die  erstere  in  einem  Kreise 
um  0  geschieht  und  die  letztere  auf  der  ersteren 
normal  ist.  Heissen  nun  N  und  M  die  Normal- 
kraft  und  die  Tangentialkraft  bei  der  Bewegung 
ADE ;  iV,  und  Mf  dasselbe  bei  der  Bewegung 
FGH ,  so  sind  es  auch  diese  vier  Kräfte,  dru:ch 
welche  die  aus  ADE  und  FGH  zusammen- 
gesetj;te  Bewegung  ABC  erzeugt  wird;  und 
zw-ar  wird 

T=N-^M^     und     V=M+N, 
sein.     Es  ist  aber 

N=—  rV  ,         31,  =  r"  ,         M=  rl"  ,         N,  ^  2r'l'  . 

Von  der  Richtigkeit  der  drei  ersten  dieser  vier  Gleichungen  wird 
man  sich  ohne  Schwiei-igkeit  aus  §.  23  überzeugen.  Die  vierte  beruht 
auf  dem  leicht  erweislichen  Satze,  dasa  bei  jeder  Bewegung  die  Normal- 
kraft gleich  der  Geschwindigkeit  des  Körpers,  multiplicirt  mit  der 
Winkelgeschwind^koit  der  durch  ihn  an  die  Bahn  gelegten  Tangente, 
ist.  Bei  der  Bewegung  FGH  ist  aber  die  Geschwindigkeit  gleich 
m.FG  =  m.DB  =  r'  , 
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und  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Tangente  gleich 
m  .  FG'-GII  =  2m  .  BOG  =  2l'  ; 
denn  es  ist  unendlich  nahe 

OC—  0B=  OB—OA  , 
folglich 

B0=2DB,         d.i.     FH=2FÜ-, 
also 

FG'"-GII^  KGIJ=  2F=  2BOC  . 

§.  38.  Bis  jetzt  haben  wii-  in  diesem  Kapitel  nur  solche  Be- 
wegungen in  Betracht  gezogen,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene 
vor  sich  gehen.  "Wh-  wollen  daher  schliesslich  noch  bei  einem  sich 
beliebig  im  Räume  bewegenden  Körper  die  ihn  treibende  Kraft  zu 
bestimmen  suchen.  Die  vorigen  Coordinaten  x  und  y  oder  r  und  l 
mögen  alsdajin  die  Coordinaten  des  auf  eine  unbewegliche  Ebene 
projicirton  Körpers  bedeuten.  Sein  Abstand  von  der  Ebene  zur  Zeit  t 
sei,  analog  mit  den  vorhergehenden  CoordinatenausdiTicken : 

z  =  h' abx  ß' ^  h" sm  ß"  +  N" &in  ß'"  -{- . . .  , 
wo  h',  h",  7i"',  ...  Linien  von  constanter  Länge  und  ß',  ß",  ß'",  ... 
der  Zeit  proportional  sich  ändernde  Winkel  vorstellen.  Hiennit  haben 
wir  die  Bewegung  des  Körpers  in  zwei  zerlegt,  von  denen  die  eine 
in  der  unbeweghchen  Ebene,  die  andere  in  einer  diese  Ebene  recht- 
■winkHg  schneidenden  Geraden  geschieht.  Nach  §,  24  wird  folglich 
die  beschleunigende  Kraft  zusammengesetzt  sein  aus  zwei  Kräften, 
parallel  und  gleich  den  Kräften  X  und  Y  oder  T  und  V,  welche 
die  Bewegung  in  der  Ebene  hervorbringen,  und  aus  einer  auf  der 
Ebene  perpendikularen  Kraft,  welche  die  durch  z  ausgedrückte  ge- 
radlinige Bewegung  erzeugt.  Es  ist  daher  nur  noch  übrig,  diese 
letztere  Kraft,  welche  JV  hei^e,  zu  bestimmen.  Sie  findet  sich, 
wenn  wir  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  die  Winkel  ß',  ß",  ... 
ändern,  resp.  gleich  p',  p",  ...  selsen,  nach  der  zu  Ende  des  §.  30 
gemachten  Bemerkung: 

W  =  —p'^/i'  sin  ß'  —p"'k"sm  ß" —  .... 
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die  Bewegungen  der  Himmelskörper 

hervorgebracht  werden, 
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§.  39.  Nachdem  wir  uns  im  vorigen  Abschnitte  mit  den  Grund- 
lehren der  Dynamik  so  weit,  als  ee  vor  der  Hand  nöthig  schien, 
bekannt  gemacht  haben,  gehen  wir  zu  dem  Hauptgegenstande  un- 
serer Untersuchungen,  zu  der  Anwendung  jener  Lekrcn  auf  die  Be- 
wegung der  Himmelskörper,  über.  Die  Gesetze,  nach  denen  sich 
diese  Bewegungen  richten,  sind,  wenn  wir  einstweilen  kleine  dabei 
vorkommende  Anomalieen  unberücksichtigt  lassen,  sehr  einfach  und 
überall  die  nämlichen,  wus  dai-auf  hindeutet,  dass  auch  die  bei  diesen 
Bewegungen  thätigen  Kräfte  ein  ganz  einfaches  und  überall  auf  gleiche 
Weise  stattfindendes  Gesetz  befolgen  werden.  Die  Ent Wickelung 
dieses  Gesetzes  und  seiner  nächsten  Folgen  ist  der  Zweck  des  gegen- 
wärtigen Abschnittes. 

Betrachten  wir  deshalb  zueilt  die  Bewegungen  der  Planeten  um 
die  Sonne.  Durch  Beobachtungen  und  darauf  gestützte  Ecchnungen 
hat  KEPLER  (geb.  1571,  gest.  1630)  gefunden: 

1)  dass  jeder  Planet  eine  Ellipse  beschreibt,  in  deren 
einem  Brennpunkte  sich  die  Sonne  befindet; 

2)  dass  jeder  Planet  in  der  Ellipse  dergestalt  fortgeht, 
dass  die  von  der  Sonne  bis  zu  ihm  zu  ziehende  Gerade  der 
Zeit  proportionale  Flächen  überstreicht,  und 

3)  dass  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  je  zweier  Pla- 
neten sich  wie  die  Würfel  ihrer  mittleren  Entfernungen 
von  der  Sonne  verhalten. 

Diese  drei  Gesetze,  welche  die  Grmndlage  der  gesammten  phy- 
sischen Astronomie  bilden,  werden  nach  ihrem  Entdecker  die  Kep- 
ler'schen  Gesetze  genannt. 
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§-  4Ü. 


Anmerk  g  De  Sonne  und  die  Planeten  Hind  «hr  ihe  kugelt  rmi^ 
und  das  jetzt  vo  der  gegenae  t  gen  Beweg  g  d  eser  Kugel  V  sgesprochene 
ist,  streng  ge  ommen  \o  der  Bewee;  g  1  rer  "\I  ttelp  kte  zu  er  tei  e 
Indessen  sind  d  e  D  rehmesse  d  eser  Kugeln  gegen  hre  Abs  a  de  on  e  n 
ander  so  ger  g  dass  a  erstere  n  \  ergle  et  zu  letzteren  e  nate  als  pl  j 
sisehe  Punkte  ansehe  kann  So  at  de  D  rclimesser  dar  Sonne  lomal  grosstr 
als  der  des  grö  sten  PI  ne  en  des  Jup  ter  md  doch  ur  etw  de  4  1=  The  I 
ihrer  Entfernung     on  dem    hi     {ich  te     Flineten    Verk  r     t  a  er  kle    er 

als  der  2000^  b  The  1  des  A     t  nde    der  &       e       n  den    Pline  en  Unn  s 


§.  40.  Die  zwt,i  Bienni  i  nkte  F  md  b  Fig  2'>  emei  Elhpsp 
sind  bekanntlich  m  dei  gro<(Son  Vxe  AP  leiselben  auf  entgegen 
gesetzten  Seitei  u  d  gleich  weit  \oin  Mittelpunkte  V  liegen le  ud 
von  don  Endpunkten  dei 
kleinen  Axe  CD  um  die 
halbe  gi-oase  Axe  entfernte 
Punkte,  so  dass  z.  B. 

SC^  MF 
ist.  Sie  besitzen  die  merk^ 
würdige  Eigenschaft,  dass 
die  Summe  ihrer  Abstände 
von  irgend  einem  Punkte 
der  Ellipse  stets  der  gi-ossen 
wie  dies  in  Bezug  auf  die  vier  Endpunkte  der 
8  der  gegebenen  Definition  auf  den  ersten  Blick  folgt. 


Fig.  22-. 


Axe  gleich  ist, 
beiden  Axen  t 

Der  Bruch,  welcher  angiebt,  der  wievielte  Theil  der  halben 
grossen  Axe  der  Abstand  eines  der  beiden  Brennpunkte  vom  Mittel- 
punkte ist,  hoisst  die  Excentricität.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
e  und  die  halbe  grosse  Axe  mit  a,  ao  ist 

MS-=ae  , 
und  die  halbe  kleine  Axe 

MC  =  VSO^  —  MS^  =  Ya^  —  a^e^  ^^Vi—e^ 

folglieh  der  Unterschied  zwischen  beiden  Axen,  d.  i,  der  Unterschied 
zwischen  dem  gi'össten  und  dem  kleinsten  Durchmesser  der  Ellipse, 

Alle  Ellipsen,  füi-  welche  die  Excentricität  e  gleichen  Werth  hat, 
sind  einander  ähnhch;  durch  e  wird  daher  die  Form  der  Ellipse  be- 


)  Der  erst  1846  entdeckte  Planet  Neptur 
ler  Sonne  entfernt. 


t  mehr  als  3200  Sonnendurchmesser 
A.  d.  H. 
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stimmt.  Je  weniger  e  von  i  verschieden  ist,  desto  länglicher  ist  die 
Ellipse,  und  je  kleiner  e  ist,  dosto  mehr  nähert  sie  sich  einem  Kreise, 
in  den  sie  für  e  ^  o  selbst  übergeht. 

§.  41.  Stelle  die  EUipse  der  Figur  die  Bahn  eines  Planeten 
vor ;  im  Brennpunkte  S  sei  die  Sonne.  Von  den  zwei  Endpunkten 
der  grossen  Axc  ist  alsdann  der  dem  S  näher  liegende  Piinkt  P  zu- 
gleich derjenige  Punkt  der  Bahn,  in  welchem  der  Planet  der  Sonne 
am  nächsten  kommt,  und  wird  daher  das  Perihclium  oder  die 
Sonnennähe  genannt.  Befindet  sich  der  Planet  im  anderen  End- 
punkte A,  so  ist  er  am  weitesten  von  der  Sonne  entfernt,  weshalb 
der  Punkt  j1  das  Aphelium  oder  die  Sonnenferne  heisst.  Beide 
Punkt«  begreift  man  auch  unter  dem  Namen  der  Apsiden  und 
nennt  die  Linie  AP,  sobald  man  bloss  ihre  Lage,  nicht  ihre  Länge 
berücksichtigt,  die  Apsidenlinie. 

Die  kleinste  Entfernung  dos  Planeten  von  der  Sonne  ist  hiernach 

SP=MP~MS=a{i  —  e]  , 
die  grÖsste 

SA  =  MA  +  SM=a{i-^e]   , 
und  daher  die   mittlere   =  « ^   der    halben  grossen  Axe.     Zufolge 
des  §.  40  befindet   sich  der  Planet  in  dieser  mittleren  Entfernung, 
wenn  er  durch  den  emen  oder  anderen  Endpunkt  der  kleinen  Axe  geht. 

§.  42.  Die  Bahnen  der  Planeten  sind  sowenig  excentrisch,  dass 
die  meisten  von  ihnen  beim  ersten  Anblicke  Kreise  zu  sein  scheinen. 
Unter  den  Bahnen  der  älteren  Planeten  haben  die  des  Merkur  und 
des  Mars  die  gi-össte  Excentricität ,  nämlich  -^  und  ■^;  die  grösste 
nach  diesen,  =-j^,  hat  die  Bahn  des  Saturn.  Hierauf  folgen  die 
Excentricitäten  der  Bahnen  des  Jupiter  (und  die  ihr  nahezu  gleiche 
des  Uranus),  der  Erde  und  der  Venus,  = -jV^  bV  ^^^  tJb"-  Durch- 
schnittlich grösser  sind  sie  bei  den  erst  in  diesem  Jahrhunderte  ent- 
deckten sogenannten  kleinen  Planeten  oder  Asteroiden*]. 

Bei  dieser  Kleinheit  der  Excentricitäten  e  wird  es  als  erste  An- 
näherung an  die  planetarischen  Bewegungen  hinreichen,  wenn  wir 
bloss  die  erste  Potenz  von  e  berücksichtigen,  die  zweite  und  höheren 
aber  vernachlässigen.  Zunächst  werden  wir  daher  den  Untei^schied 
zwischen  dem  gi-össten  und  dem  kleinsten  Durchmesser  einer  eUip- 
tischen  Bahn,  =  ae^  -\-  . . .  (§.  40) ,  unbeachtet  lassen,   und  hiernach 


*)  deren  Excentricitäten  sogar  bis  0,4  steigen,  dagegen  beträgt  die  Excentricität 
dea  Neptun  nur  ri?  ■  A.  d.  H. 
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die  Bahn  als  einen  Kreis  betrachten,  welcher  MA  oder  MC,  gleich  a, 
zum  Halbmesser  und  M  zum  Mittelpunkte  hat,  von  dem  die  Sonne 
S  um  die  gegen  «  nur  geringe  Entfernung  ae  absteht.  Dabei  wird, 
wie  im  Vorigen,  die  Gerade  MS  die  Bahn  in  den  der  Sonne  am 
nächsten  und  am  fernsten  liegenden  Punkten,  P  und  A,  treffen. 

§.  43.  Befinde  sich  der  Planet  in  einem  beliebigen  Punkte  L 
seiner  Bahn.  Die  von  der  Sonne  bis  zu  ihm  gezogene  Gerade  SL 
heisst  der  Badius  Vector,  und  der  Winkel  PiS'i,  um  welchen  die 
von  der  Sonne  nach  dem  Perihel  zu  ziehende  Gerade  SP  nach  dem 
Sinne  der  Bewegung  des  Planeten  (in  der  Pigui  nach  links)  gedreht 
werden  muss,  bis  sie  mit  dem  Radius  Vector  zusammenfällt,  die 
wahre  Anomalie  des  Planeten.  Diese  beiden  Stücke,  die  Polar- 
coordinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  die  Sonne  als  Anfangspunkt 
und  die  Apsidenlinie  als  Grundlinie,  wollen  wh-  jetzt  mit  Weglaasung 
der  zweiten  und  höheren  Potenzen  voa  e  (§.  42)  durch  die  Zeit  t  zu 
bestimmen  suchen,  die  seit  dem  letzten  Durchgange  des  Planeten 
durchs  Perihel  verflossen  ist. 

Man  setze  den  Radius  Vector  SL  =  r,  die  wahre  Anomalie 
PSL=i>  und  den  Winkel  SLM=i  und  fälle  von  M  auf  SL  das 
Perpendikel  MN,  so  ist  im  Dreieck  MNS 

MS  =  ue  ,  MSN  =  v  , 

folglich 

NM  =  « e  sin  ü  ,         NS  ^  aecosv 
Im  Dreieck  MNL  aber,  wo  ML  =  MP^a  ist,  hat  man 

NM=  a  sin  i  ,  NL  ^  a  cos  i  ; 

folghch 

sin  i^  e  sin  v  und  a  cos  i  =  ae  cos  v  -\-  r  . 
Wegen  der  ersteren  dieser  Gleichungen  ist  aber  sin  «,  eben  so  wie 
e,  eine  sehr  kleine  Zahl,  deren  zweite  und  höhere  Potenzen  vernach- 
lässigt werden  können.  Deshalb,  und  wenn  man  hier,  wie  im  Folgen- 
den, zur  Einheit  der  Winkel  denjenigen  (=  57°296 ,  §.  14)  wählt,  der 
von  einem  dem  Halbmesser  gleichen  Bogen  gemessen  wird,  kann  man 
statt  jener  zwei  Gleichungen  auch  schreiben: 

«  =  e  sin  u       und      a  =  ae  cos  v  -\-  r  , 
d.  i. 


Nun  überstreicht  der  Kadius  Vector  während  der  Zeit  t  die  Fläche 
SPL  und  während  der  Umlaufszeit,  welche  XJ  heisse,  die  ganze  Fläche 
der  Bahn,   d,  i.  die  mit  einem  Halbmesser  ^  a  beschriebene  Kreis- 
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fläche  =  ?rß((.     Nach   rlem  zweiten  Kepley'schon  Gesetze   muss  sich 
daher  verhalten 

Fläche  SPL  :  Ttaa  =  t:U. 
Es  ist  aber  der  Winkel 

PML  ~v  —  i=v  —  esi-a.v  ; 
folghch  die  Fläche 

MPL  =  ^aa{v~eümt)  . 
Feinor  ist 

MSL^^NM.SL  =  ^aesiuv.a  {i  —e  cost?)  =  ^aae  sin«, 
und  daher  die  Fläche 

SPL  =  MPL  —  MSL  =  iaa(v  —  2e  sin  v)  . 
Hiermit  wird  die  obige  Proportion: 

n—zemiV.2Jt  =  i  :  CT  . 
Setat  man  daher  noch  27t:Ü^n,  wo  also  n  die  mittlere  Be- 
wegung des  Planeten,  d.  i.  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Radius 
Vector    bedeutet,    welche    et   haben  würde,   wenn   er  sich  gleich- 
förmig,  in  der  Zeit   U  ein  Mal,   um  die  Sonne  drehte,  so  wird 

V  - — ■  ze  sin v  =  nt  ; 
rind  hiermit  lässt  sich  aus  dem  Winkel  v  die  Zeit  t  finden,  in  welcher 
er  beschrieben  worden.     Soll  aber  umgekehrt,   wie   gefordert  wurde, 
aus  der  Zeit  der  Wnikel  berechnet  werden,  so  hat  man 

V  =  7it  -^  2  0  sin  V  ^nt-j-  2  e  sin  {nt-\-  2e  sin  v]  , 
d.  i. 

(1)  -D  =  nt-\-  2e  sin  n t  . 
Eben  so  findet  sich,  durch  t  ausgedrückt, 

)■  =  «  [i  —  e  cos  [nt -{- 2  6  sin v)] 
d.  i. 

(2)  r  =  a  (i  —  e  cos  nt)  . 

Dabei  ist  ni  der  Winkel,  den  der  Badius  Vector  mit  mittlerer 
Bewegung  während  der  Zeit  t  beschreibt.  Er  wird,  wenn,  wie  hier, 
die  Zeit  vom  Durchgange  durchs  Peiihel  an  gerechnet  wird,  die 
mittlere  Anomalie  und  der  dadurch  bestimmte  Ort  der  mittlere 
Ort  des  Planeten  genannt. 

Der  Unterschied  zwischen  der  mittleren  und  wahren  Anomalie, 
oder  der  unterschied  zwischen  dem  mittleren  und  wahren  Orte,  also 
der  Winkel 

ö  —  «  i  =  2  6  sin  n  t  , 
heisat  die  Mittelpunktsgleichung.    Ihr  grösster  Werth  ist  gleich 
rtr  2  e  und  findet  für  m  (  =  50"  und  =  270" ,  also  in  den  beiden  Mitten 
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zwischen  Peiihel  und  Aphel,  statt.  Im  Perihel  und  Aphol  selbst  aber 
fallt  der  wahre  Ort  mit  dem  mittleren  zusammen,  und  die  Mittelpunkts- 
gleichung ist  Null. 

Zusätze,  a)  Bei  der  gestatteten  Vernachlässigung  von  e°,... 
kann  man  auch  setzen: 

*  =  e  sin  [v  —  i],        d.  i.  der  Winkel    MLS:=  e  sin  SML  ; 
und  eben  so  ist,  wenn  man  noch  FL  zieht: 

MLF=eÜRFML;        folglich     FLM=MLS  =  i 
und 

■  PFL  =  V  — FLS=v  —  2i=  v  —  2e  shiv 
^  nt  =:  der  mittleren  Anomalie. 
Der  Winkel  PFL  wachst  fo^lich  der  Zeit  proportional,  d.  h. 

Die  Bewegung,  aus  dem  Brennpunkte  hetracktet,  in  welchem  die 
Sonne  nicht  steht,  erscheint  gleichförmig,  sehr  nahe  wenigstens. 

Eine  von  S  aus  parallel  mit  FL  gezogene  Linie  ^S  ist  daher 
nach  dem  mittleren  Orte  gerichtet,  und  der  Winkel  ylSL  =  FLS 
gleich  der  Mittelpnnktsgleichung. 

h)  Damit  der  Planet,  von  F  aus  betrachtet,  sich  gleichförmig  zu 
bewegen  scheine,  muss  seine  wahre  Geschwindigkeit  in  demselben 
Verhältnisse  ab-  und  zunehmen,  in  welchem  er  sich  dem  F  nähert 
und  von  F  entfernt.  Sie  ist  folglich  im  Perihel  am  grössten,  im 
Äphel  am  kleinsten ,  und  ihr  grösster  Werth  verhält  sich  zu  ihrem 
kleinsten 

auch,  die  Formen 


Gleichungen  füt  r  und  l  in 

algendergestalt 

sich  epicyklisoh   darstellen  lässt. 

Man  lasse  (Fig.  22*)  QwmS,  Oiim 

Q  und  L  um  O  in  den  Abständen 


sich  also  drehen,  das3  zur  Zeit 
t  die  Winkel  dieser  Linien  mit 
ÄPreap.  gleich,  «*,  i8o°und3»i 
sind ;  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 


A 

ßiif   S 

Tis.  22. 

■Eig.  22.  ■ 

ausk 

ommt:    Man    trag 

e  über  M  hinaus 
SM  (^  QO]  = 

ah, 

ind  lasse  um  X  e 

ncn  Punkt  0  in  d 

nittleren  Entfernung  a  mit  der  mitt^ 


y  Google 


§.  44,  Erstes  Kapitel.     Elliptische  Bewegimg  der  Planeten,  83 

leren  Bewegung  ü  ,  und  um  O  den  Planete  i  L  n  cmi-r  Entternung  gleicli  \SR 
mit  dem  Doppelten  der  mittleren  Bewegung  Kreise  beselireiben  i  nd  dieses 
bO,  das-t,  wenn.  HO  mit  S,P,  auch  OL  mit  -BP  einerlei  Bichting  hat 

Es  ist  dies  genau  dieselbe  Construction  nach  welcher  Copernieua  die 
Planeten  sieh  um  die  Sonne  bewegen  la5st  Coperii  U  ievolut  mhum  cnelest. 
Hb.  V.  eap.  4  *)  Die  im  vorigen  Zusatz  angegebene  Constri  ction  nach  welcher 
L  um  3/  sich  in  einem  Abstände  gleich  a  3o  bewegt  dass  die  Bewegung  von 
F  aus  gleichförmig  erscheint,  gehört  dem  Ptolemaus  an  nir  dass  dieser  in 
S  nicht  die  Sonne,  sondern  die  Erde  ruhend  annimmt  Alm  ige  f  lib  IX. 
cap.  5.  —  Beide  Astronomen  haben  daher  die  in  Bede  stehende  Bewegung  bis 
auf  die  erste  Potenz  der  Escentrieitat  genau  daigestellt 

§.  44.  Die  siderische  Xlmlaufszeit  dei  Eide  um  die  Sonne  be- 
trägt 365-256  Tage  mittlere  Zeit.  \^iid  tin  solchei  Tig  zm  Meifsung 
der  Zeit,  und  die  mittlere  Entfernung  dei  Eide  von  dei  Sonne  wie 
es  gewöhnlich  ist,  zur  Messung  von  Raumlangen  genommen  10  ver- 
hält sich  nach  dem  dritten  Keplei^'schen  Gesetze  wenn  wir  die  Erde 
mit  einem  anderen  Planeten  vergleichen  de-^sen  mittleie  tägliche  Be- 
wegung, in  Theilen   des  Halbmesseis  -lu^gediuckt    gleich  n    dessen 

Umlaufszeit  folglich  gleich  2  .  ^— — — -  Tagen    und  dessen  mittleie  Ent- 
fernung von  der  Sonne  gleich  a  ist: 

Setzt  man  daher  noch  die  Zahl 
365-256 


*  Ich  erhübe  mii  her  nacltrigiich  de  Bcmerking  h  nz  zufügen  di-is  de 
oben  erklaite  Hypothese  des  Coperi  icus  eiwia  erafather  i  isiXllt  nenn  min  die 
zwei  >oii  ihm  ai  gewendeten  Kreisl  ewegungen  mit  e  nander  Tertauscht  Ist  ndmlioh 
^  (Eig  22)  die  Sonne  M  der  Mittelpunkt  der  Bahn  und  zugleich  der  Mittelpunkt 
^on  PS  3u  lisae  min  einen  Punkt  fr  gleichförmig  in  der  halbt-n  Umlaufize  t 
des  Planeten  Z  und  nich  dersell  en  Rieht  i  ig  wie  i  den  Kreis  be?chieiben 
dessen  Duichmcsser  FM  itt  und  Usse  6-  durch  M  Rehen  wenn  Z  im  Perihel 
oder  jm  Aphel  ist  i  selbst  bekehre  bt  alsdann  gleicl  formig  um  G  als  Mittelpunkt 
einen  Krc  s  dessen  Durchmesgi-r  gleich  der  mittleren  Entfernung  des  X  1  n  6  lit 
Die  den  Planeten  treibendi-  Kratt  ist  nach  dieser  Con'truction  z  samn  en 
gesetrt  aus  den  beiden  Kräften  welche  die  KreisbeweRungen  von  i7undZ  htrvoi 
bringen  Fuhit  mm  diese  Z  isimmensetz  mg  wiiklich  aus  se  es  mit  \nwei  d  ing 
dei  Formeln  [  i)  und  {B)  in  §  34  oder  auf  geometnaehem  Wege  so  wird  mm 
finden  dass  die  Kraft  sehr  nahe  wemgatens  nach  5  gerichtet  und  dem  Quadrate 
von  SL  umgekehrt  proportionil  ist  [Im  Oiigmil  ist  dieser  nichtiagliche  Zusitz 
ils  Annerkiig  z     beite  M    dei  Ao  lele  eithiltei       D    H] 
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■wodurch  man  für  jeden  Planeten  aus  der  einen  der  beiden  Grössen  a, 
und  n  die  andere  finden  kann. 

§-  45.  Zur  Grundlinie  der  Polare oordinatßn  wollen  wir  jetzt, 
statt  der  in  §.  43  bierKu  angewendeten  Apsidenlinie,  eine  beliebige 
andere  in  der  Ebene  der  Bahn  durch  die  Sonne  S  gelegte  Gerade 
SB  nehmen.  Der  Winkel,  den  die  von  S  nach  in^end  einem  Punkte 
in  der  Ebene  der  Bahn  gezogene  Gerade  mit  dieser  neuen  Grund- 
linie macht,  heisse  die  Länge  des  Punktes  und  werde,  wie  im  Vorigen, 
im  Sinne  der  Bewegung  des  Planeten  gerechnet.  Hiemach  ist  BSP 
die  Länge  des  Perihels,  BSL  die  Länge  des  wahren  Orts  des  Pla- 
neten oder  die  wahre  Länge  und,  wenn  A  den  mittleren  Ort  be- 
zeichnet, BS-d  die  mittlere  Länge  des  Planeten.  Setat  man  diese 
diei  Längen  resp.  gleich  (u,  /  und  ?.,  so  ist 

l  ^r=  BSP-\- PSL  ^  M -\- Aei:  wahren  Anomalie, 
A  =  BSP  +  PS^  =;  (u  -[-  der  mittleren  Anomalie. 

Die  mittlere  Länge  wächst  daher  eben  so,  wie  die  mittlere  Anomalie, 
der  Zeit  proportional,  in  jeder  Zeiteinheit  um  einen  Winkel  gleich  n. 

ßechnet  man  ferner  die  Zeit  t  nicht  von  dem  Durchgänge  des 
Planeten  durch  das  Perihel,  sondern  von  einem  beliebigen  anderen 
Zeitpunkte  an,  welcher  die  Epoche  heisst,  und  setzt  man  die  mitt- 
lere Länge  in  der  Epoche  gleich  e,  so  ist,  dem  eben  Bemerkten 
zufolge,  die  mittlere  Länge  zur  Zeit  t 

1=  s  +  nt  , 
folglich   die    m.ittlere    Anomalie   gleich  e  -{-  nt  —-  lo ,    und    damit    die 
wahre  (§.  43) 

Dies  giebt  für  die  Coordinaten  die  Ausdrücke : 
r  =  a[i—ecos{e  +  nt~co}]  , 
l  =  CO  +  V  =  s  +  nt  -^ 26  am  {£  -\- nt  —  lo)  , 
Fonneln,  nach  denen  die  Bewegungen  aller  Planeten  auf  einen  ge- 
meinsamen Anfangspunkt  der  Zeit  und,   dafern  sie  in  einer  und  der- 
selben Ebene  geschehen,    auf  eine  gemeinsame  Grundhnio   bezogen 
werden.     Die  Constanten,    die  deshalb  für  jeden  Planeten  besonders 
gegeben   sein  müssen,   sind  a,  8,  e  und  u,   indem   die   Constante  n 
auf  die  in  §.  44  besagte  Weise  durch  a  bestimmt  ist. 

§.  46.  Da  jeder  Planet  sich  in  einer  die  Sonne  mit  enthalten- 
den Ebene  bewegt,  so  werden  die  Ebenen  je  zweier  Planetenbahnen, 
■wenn  sie  nicht  zusammenfallen,  sich  in  einer  drrrch  die  Sonne  gehen- 
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den  Geraden  achneiden.  Die  Beobachtungen  lehren,  dass  die  Winkel, 
unter  denen  dieses  geschieht,  oder  die  gegenseitigen  Neigungen 
der  Bahnebenen,  nur  wenige  Grade  enthalten.  Die  Neigungen, 
welche  gegen  die  Ebene  der  Erdbahn  die  Bahnen  der  älteren  Planeten 
haben,  sind  am  gi-össten  bei  Merkur  und  Venus,  nämKch  7^0  und 
3°4;  bei  Mars,  Jupiter  und  Saturn  sind  sie  i°9;  i°3  und  2^5;  bei 
Uranus  nur  o°8*).  Bei  den  kleinen  Planeten  dagegen  sind  eten 
so,  wie  die  Excentricitäten ,  auch  tue  Neigungen  gegen  die  Erdbahn 
bedeutend  grösser,  als  bei  den  übrigen;  sie  betragen  z,  B.  fiii-  Ceres, 
Pallas,  Juno  und  Vesta  resp.   lo'^ö;  34%;   i3"o  und  y^i. 

Ausserdem,  dass  die  Bewegtingen  der  Planeten  insgesammt  nahe 
kreisförmig  sind  und  in  nur  wenig  gegen  einander  geneigten  Ebenen 
geschehen,  haben  aie  auch  noch  dieses  mit  einander  gemein,  dass 
alle  Planeten  die  Sonne  nach  einer  und  derselben  Richtung  um- 
kreisen, einer  Eichtirng,  die,  von  der  Nordseite  der  Bahnebenen  be- 
obachtet, Yon  rechts  naeh  links  gehend  erscheint. 

§.  47.  XJm  die  Verschiedenheit  der  Ebenen,  in  denen  sich  die 
verschiedenen  Planeten  um  die  Sonne  bewegen,  mit  in  Rechnung 
nehmen  zu  können,  wollen  wir  alle  diese  Bewegungen  auf  eine  und 
dieselbe,  behebig  durch  die  Sonne  gelegte  Gi'undebenc,  und  auf  eine 
und  dieselbe ,  in  dieser  Ebene  Ton  der  Sonne  aus  beliebig  gezogene 
Grundlinie  beiäiehen.  Hiernach  wird  der  Ort  eines  Planeten  bestimmt 
sein,  wenn  nächst  der  Länge  des  Radius  Vector  der  Winkel  des- 
selben mit  der  Grundebene  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  seiner  Pro- 
tection auf  die  Grundebene,  und  der  Winkel  dieser  Projection  mit  der 
Grundlinie  gegeben  sind.  Letzteren  Winkel  nennt  man  die  Länge 
des  Planeten  in  der  Grundebene;  sie  wird  eben  so,  wie  in  §.  45  die 
Länge  in  der  Bahn,  im  Sinne  der  Bewegung  des  Planeten  gezählt. 
Der  Winkel,  den  der  Radius  Veetor  mit  der  Grundebene  macht,  heisst 
die  Breite  des  Planeten;  sie  ist  nördlich  oder  südlich,  je  nach- 
dem der  Planet  nord-  oder  südwärts  von  der  Grundebene  absteht. 

Um  nun  für  eine  gegebene  Zeit  i  die  Länge  in  der  Grundebene 
und  die  Breite  des  Planeten  berechnen  zu  können,  muss  vor  Allem 
die  Lage  seiner  Bahnebene  gegen  die  Grundebene,  also  der  Winkel 
oder  die  Neigung  der  ersteren  Ebene  gegen  die  letetere,  und  die 
Lage  der  Knotenlinie,  d.i.  des  gegenseitigen  Durchschnitts  beider 
Ebenen,  gegeben  sein.  Man  nennt  nämlich  die  zwei  Punkte  einer 
Planetenbahn,  in  denen  sie  von  der  Grundebene  geschnitten  wird, 
die  Knoten  der  Bahn;  denjenigen,  in  welchem  der  Planet  von  der 

*)   [bei  Neptun  i°8,] 
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südlichen  auf  die  nörfliche  Seite  der  Bahn  übergeht,  den  aufstei- 
genden, den  anderen  den  niedersteigenden  Knoten.  Beide 
Knoten,  und  die  Sonne  zwischen  ihnen,  liegen  in  dem  Dui-chschnitte 
der  Bahnebene  und  der  Grundebene,  der  deshalb  die  Knotenhnie 
heisst,  und  dessen  Lage  in  der  Gmndebene  durch  die  Länge  des 
einen  oder  des  anderen  Knoten  —  beide  Längen  sind  um  180°  ver- 
schieden —  bestimmt  ist. 

Grösserer  Anschaulichkeit  willen  denke  man  sich  um  die  Sonne 
als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  eine  Kugelfläche 
beschrieben.  Seien  BO  und 
B'L  {F^.  23)  die  zwei  gröss- 
ten  Kreise  dieser  Fläche,  in 
denen  sie  von  der  Grundebon& 
und  der  Bahnebene  geschnit- 
ten wird.  Die  beiden  Punkte, 
in  denen  diese  Kreise  einander 
schneiden,  sind  einerlei  mit  denen,  in  welchen  die  Knotenlinie  die 
Kugelfläche  trifft,  sind  also  die  von  der  Sonne  aus  auf  die  Fläche 
projicirten  Knoten  oder  die  sphärischen  Oerter  der  Knoten.  Sei  K 
der  sphärische  Ort  des  aufsteigenden  Knotens.  Trifft  nun  die  in  der 
Grundebene  von  der  Sonne  aus  gezogene  Grundlinie  die  Fläche  im 
Punkte  B  des  Ki-eises  BC,  so  wird  durch  den  Bogen  BK  die  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  vorgestellt.  Die  Neigung  der  Bahn  aber 
ist  der  Winkel  CKL. 

Sei  endhch  der  Punkt  L  des  Kreises  KL  der  sphärische  Ort 
des  Planeten,  so  ist  das  von  L  auf  den  Kreis  AG  gefällte  sphärische 
Perpendikel  LH  die  Breite,  und  der  Bogen  BH  die  Länge  des  Pla- 
neten in  der  Grundebene.  Die  Längen  in  der  Bahn  werden  von 
einem  Punkte  B'  der  letiiteren  an  gerechnet,  der  eben  so  weit,  als  B, 
hinter  K  zurückliegt.  Die  Länge  des  Knotens,  mag  sie  in  der  Bahn, 
oder  in  der  Grundebene  gezählt  werden,  ist  hiernach  von  gleicher 
Grrösse.  Die  Länge  des  Planeten  in  der  Bahn  aber  ist  der  Bogen 
B'L  =  BK+KL  .*] 
Sind  nun  nächst  den  obigen  vier  Stücken  a  oder  w,  e,  e  und  m 
(§.  45),  von  denen  die  Längen  s  und  m  jetzt  von  B'  an  gerechnet 
werden,  noch  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 

BK=B'K=& 
und  die  Neigung 
CKL  =  i 

*]  [Da  der  Bogen  KL  auch  wohl  das  Argum. 
80  erhält  man  die  Länge  in  der  Bahn  als  die  Sirn 
Arguments  der  Breite.] 
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gegeben,  so  sieht  man  leicht,  wie  daraus  für  eine  behebige,  von  der 
Epoche   an   gerechnete,    Zeit  t   die  Länge  BU  des   Planeten  in   der 
Gmndcbene  und  aeine  Breite  HL  berechnet  werden  können.    Zuerst 
hat  man  nämlich  die  wahre  Länge  in  der  Bahn  (§.  45) 
B'L^l^E  +  nt  +  zesinis  +  ni—ia)  . 

Hieraus  folgt  ICL  =  7  ^  ^  ,  und  durch  die  Formeln  für  das  bei 
H  rechtwinkelige  sphärische  Dreieck  KIIL : 

tang  KU  =  tang  {l  —  ^)  cos  (  , 
sin  SL  =  sin  [l  —  J)  sin  (  , 
ergeben  sich  die  Bogen  Kff  und  HL,  von  denen,  wenn  t  <  90" 
ist,  KH  mit  KL  in  einerlei  Quadranten  fällt,  HL  aber  positiv  oder 
negativ  ist,  und  daher  L  nördlich  oder  südhch  von  BG  absteht,  je 
nachdem  l — &  kleiner  oder  grösser  als  180"  ist.  Hiermit  aber  sind 
die  Länge  in  der  Grundebene,  BJI  ^  ■&-{•  KH,  und  die  Breite  JJi 
gefunden. 

"Was  noch  den  Radius  Vector  anlangt,  so  wird  dieser,  wie  im 
Vorigen,  nach  der  Formel 

r  =  a[i—ecos{E  +  nt  —  w)] 
berechnet;  undhiei-mit  hat  man  Alles,  was  zur  Bestimmung  des  Orts 
des  Planeten  im  Räume  gehört.  Die  sechs  zu  dieser  Bestimmung 
nöthigen  Stücke:  die  mittlere  Mntfernung  a  und  die  mittlere  Länge  in 
die  Exoentricität  e  und  d,%e  Länge  des  PeriheU  w,  die 
',  und  die  Länge  des  aufsteigenden  Knoten  &,  nennt  man  die 
sechs  Elemente  der  Planetenbewegung. 

§.  48.  Da  die  gegenseitigen  Neigungen  der  Bahnebenen  nur 
wenige  Grade  enthalten,  so  können  vdx  die  Grundebene  immer  der- 
gestalt wählen,  dass  die  Neigungen  der  Bahnebenen  gegen  diese  Ebene 
ebenfalls  sehr  gering  sind.  Indem  wir  uns  alsdann  gestatten,  von 
den  Neigungen  eben  so,  wie  früher  von  den  Excentricitäten ,  bloss 
die  erste  Potenz  beizubehalten  und  daher  statt  sin  t  und  cos  i  resp. 
t  und  I  zu  setzen,  wird  zufolge  der  obigen  Formeln: 

tang  KH -=  img  {l  —  d] ,     also    KH  =  l—&, 
und  die  Länge  in  der  Grundebene 

BH  =  ^  +  EH  =  /  =  der  Länge  in  der  Bahn 
=  e  +  nt  +  2esin{E+nt  —  (.o}    . 
Die  Breite  aber  wird: 

HL=iam  (/—  ^)  =-  i  sin  [e  +  nt  —  »)   , 
weil  auch  noch  das  Produkt  le  weggelassen  werden  kann. 
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Anm 

erkung.     "Wenn    a 

B   de 

r   Länge   in    der   Bahn 

die  Länge   ir 

der 

Grundebe 

ne  gefunden  weiden 

soll, 

o  wird  es  wegen  der  Kleinheit  von  t 

auch 

bei  einer 

imn: 

er  hinreichen,   Ton  t  n 

r  noch   die  a 

weite 

Potenz  a 

berücksichtigen,  — 

Man 

setze   die   LSnge  £H 

n  der  Grundebene 

gleich  i, 

so  ist 

taug  [L  — 

5-1  = 

cos  i  tang  [;  —  S-)  , 

fo^lich 

tang  (i  — 0  = 

tang  IL  —  S-r—  tang  {l  —  &) 
i  +  taiig|£  — .?)  tang(i  — &} 

= 

(I 

-  cos  <)  tang  {1-9-] 

I 

-{-costtsngil—S-}^' 

und  dalier,  wenn  man  bei  dei 

z-weiten  Potenz  von  t  stehen  bleibt; 

L  —  £  = 


I  +  tang  (l  —  »} 

•  die  zweite  Seite  der  Gleichung  noch  durch  si 
:nn  X  —  l  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen 


L  =  l- 


Das  Glied,   welches  hiemach  hu  l  hinzugefü^  werden  muss,    um  l  ir 
zu  verwandeln,  wird  die  Reduction  auf  die  Grundebeue  genannt. 
So  ist  z.  B.  die  Neigung  der  Mondsbalm  gegen  die  Ekliptik 
*  =  5''8'47"9  ■ 
Mit  diesem  "Werthe  von  t  findet  sich     .   -■„  =  4i5"8  ,    und   es   ist  daher 
liSnge  des  Mondes  In  der  Ekliptik 

X  =  i  — 6' 5g"SBin2(/— 3)  , 
e  Lange  desselben  in  seiner  Bahn,  und  9  die  Länge  des  aufsteif 


den  Knotens  dieser  Bahn  i. 


r  Ekliptik  bezeichnet. 

Folgenden  vorkommender  Fälle  willen, 
entwickelten  Formeln  für  die  el- 
liptische Bewegung  nicht 
ausreichen,  theils  wegen  der 
Wichtigkeit  und  des  An- 
ziehenden, welches  der  Ge- 
genstand an  sich  hat,  aollen 
am  Schlüsse  dieses  Kapitels 
die  vorzüglichsten,  die  voll- 
kommene elliptische  Bewe- 
(/MM^  betreffenden,  Formeln 
und  Sätze  noch  mitgetheilt 
werden. 


Im  Dreieck  FSL  [Fig.  22)  hat  man 

FL^  ^  FS^  +  SF"  —  2FS.SL  cos  FSL  . 
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Es  ist  aber 

FSL=  180"— ü,         J'Ä=  zae,        SL  =  r, 
und  nach  der  in  §.  40  bemerkten  Eigenschaft  der  Brennpunkte, 

FL  =  2a  —  r  . 
Hiermit  wird  die  voranstehende  Gleichung: 

{2a  — r)^  ^  ^a^e^  +  r^ +4.aer  cosv  , 
und  nach  gehöriger  ßeduction: 

oder,  wenn  man 


(■•!) 


die  Polargleichung  der  Ellipse,  wenn  der  eine  Brennpunkt  zum  Pol 
und  die  grosse  Äxe  zur  Grundlinie  genommen  wird;  nur  muss  dabei 
e  <  I  sein.  Für  e  =  1  ist  es  die  Polargleichung  der  Parabel,  und  für 
e  >  I  die  der  Hyperbel,  also  in  jedem  Falle  die  Polai-gleiehung  eines 
Kegelschnitts.  Die  Constante  2^)  heisst  der  Parameter  des  Kegel- 
schnitts. Rechnet  mau  dieselbe  stets  positiv,  so  ist  nach  (2)  die 
Constante  a  bei  der  Ellipse  positiv,  bei  der  Parabel  unendHch  gross 
und  bei  der  Hyperbel  negativ. 

§.    50.     Aufgabe.    Aus  der  wahren  Anomalie  v  =  PSL  (Fig.  24) 
die  Zeit  t,   in  welcher  sie  vom  Planeten  beschrieben  wird,  zu  finden. 

Auflösiing.  Es  verhält  sich  t  zur  XJmlaufszeit  U,  wie  das 
Flächenstück  SPL  zur  Fläche  der  ganzen  Ellipse.  Um  das  letztere 
Verhältniss  zu  berechnen,  be- 
dient man  sich  des  sogenann- 
ten excentrischenKi'eises,  eines 
Kreises,  welcher  in  der  Ebene 
der  Ellipse  über  der  grossen 
Axe  AF,  als  Durchmesser,  be- 
schrieben wh'd.  Ein  von  L 
auf  AP  gefälltes  Perpendikel 
LI  treife  den  Kreis  in  K. 
Der  Winkel  PMK  am  Mittel- 
punkte M  heisst  die  excentri 
bezeichnet;  es  wird  dann  sein 


^che  Anomalie  und   werde  mit  JS 


SI=MI—MS  , 
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(3)  r  coe  v  ^  a  cos  E  —  ae  . 

Substiüiirt  man  hierin  für  r  cos  v  seinen  aus  der  Polargleichung 
(1*)  fliessenden  Werth,  so  kommt  nach  gehöriger  Reduction; 

(4)  r  =  a  —  ß  e  cos  JE  . 

Diese  zwei  Gleichungen,  das  eine  Mal  addirt,  das  andere  Mal  von 
einander  subtrahirt,  geben: 

r  (i  +cos»)  =  ß  (1  —  e)  (i  4- cos  E)  , 
r[i-cos»)=«(i  +  .)(i-cos£)  . 
Aus  letzteren  beiden  Gleichungen  aber  fliesst,  wenn  man  sie  das 
eine  Mal  in  einander  dividirt  und  das  andere  Mal  mit  einander  mul- 
tiplicirt,  und  dann  jedes  Mal  die  Wurzel  auszieht: 


(5) 


.   y^-^  taug  ^E  , 


(6)  r  smv^  a^i  —  e"  sin  E  . 

Aus  (6)  folgt  die  bekannte  Proportionalität  zwischen  den  Ordi- 
nalen einer  Ellipse  und  eines  um  ihre  grosse  (oder  kleine)  Axe  be- 
schriebenen Kreises ;  denn  es  verhält  sich  nach   [6) 

r  sin  V  :  a  sin  E  =  yi  —  e*  :  1  , 
d,  i.  IL  zu  IK,  wie  die  kleine  Axe  zur  grossen  (§.  40).  Denkt  man 
sich  daher  den  Kreis  um  AP  gedreht,  bis  die  rechtwinklige  Pro- 
jection  seines  auf  AP  perpendikularen  Durclimessers  auf  die  un- 
bewegt bleibende  Ebene  der  Ellipse  mit  der  kleinen  Axe  der  letz- 
teren identisch  wird,  so  wird  L  die  Projection  von  K,  und  eben  so 
jeder  andere  Punkt  der  Elhpse  die  Projection  eines  Punktes  des 
Kreises,  mithin  die  ganze  Ellipsenfläche,  welche  G  heisse,  die  Pro- 
jection der  ganzen  Kreisfläche  =  jto^,  so  wie  der  Theü  SPL  der 
ersteren  die  Projection  des  Theiles  SPK  der  letzteren.  Da  sich  nun 
je  zwei  Theile  einer  Ebene  wie  ihi-e  Projectioneu  auf  eine  andere 
Ebene  verhalten,  so  wird  sein 

U:t^  G:SPL  =  na-':SPK. 
Es  ist  aber 

SPK=  MPK—MSK=  \MP  .  PK—\MS  .  IE: 

folglich 

ü  :  t=  27t  :  E—esm  E  , 
oder  weil  2  ?i:  :  U  ^  n  , 

(7)  nt  =  E  —  esinE  . 
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Aus  V  oder  der  wahren  Anomalie  ivird  demnach  t  gefunden, 
wenn  man  zuerst  aus  v  nach  (5)  die  excentrische  Anomalie  E,  und 
hierauf  aus  E  nach  (7)  die  mittlere  Anomalie  nt  (§.  43)  berechnet, 
deren  Diyision  mit  n  das  gesuchte  (  giebt. 

§.  51.  Zusätze,  a)  Soll  aus  t  oder  der  damit  proportionalen 
mittleren  Anomalie  die  wahre  gefunden  werden,  so  hat  man  den 
umgekehrten  Weg  einzuschlagen,  wobei  jedoch  die  Berechnung  von 
E  aus  nt  wegen  der  transscendenten  Form  der  Gleichung  (7)  nur 
indirect  sich  bewerkstelligen  lässt  [Kepler'schcs  Problem].  Statt  dessen 
kann  man  v,  so  wie  »■,  durch  nt  auch  vermittelst  Reihen  ausdrücken, 
welche  nach  den  Potenzen  von  e  fortgehen,  und  bei  den  Planeten, 
wo  e  ein  kleiner  Bruch  ist,  schnell  convergiren  werden.  Die  Anfänge 
dieser  Reihen  haben  wir  bereits  kennen  gelernt  (§.  43,  Gl.  (1)  u.  (2)). 
Mit  Hülfe  der  jetzt  erhaltenen  strengen  Formeln  muss  es  möglich 
sein,  jene  Anfänge  so  weit,  als  man  will,  fortzusetzen. 

Ohne  diese  Entwickelungen  hier  anstellen  zu  wollen,  bemerke 
ich  nur,  dass  man  zu  dem  Anfange  der  Reihe  für  r,  mittelst  der 
Polargleichung  der  EUipse  allein,  das  von  e^  abhängige  Glied  noch 
finden  kann.  Es  folgt  nämlich  aus  (1*)  bis  auf  die  zweite  Potenz 
von  e  genau: 

)■  =  -—^ —  =  a  fi  —  e^)  (i  —  e  cos  y  +  0°  cos  v^) 

I  -i-  e  cos  e  '  " 

=  ß  (i  —  e  cos»  ■ — e^  sinv^). 

Es  war  aber,  wenn  man  die  mittlere  Anomalie 

nt  =  a     und     2  sin  a  ^  a; 

setzt,  bis  zur  ersten  Potenz  von  e  genau  {§.  43): 

Mithin  ist,  wie  vorhin,  bis  zur  zweiten  genau: 

worin  für  cos(«  +  ea^)  sein  bis  zur  ersten  Potenz  genauer  Werth 

=  cos  a  —  ex  sin  «  ^  cos  a  — ■  2  e  sin  a} 
zu  substituiren  ist.     Dies  giebt: 

r  =  ö  ( I  —  e  cos  «  +  e^  sin  a^] 
=  ß  (i +|e^  — e  cos«  — -^c^cossk)    .*) 

)Ubhpl  nsh  und  >  durch  Eeihen  darstellen,  die  naoh  den 
Coain  und  ''nsd  ^Itlln  na  fortlaufen,  und  die,  wenn  sie  bis  aur 
n-ten  Ptna  n  gn  au  11  noch  die  Cosinus  und  Sinus  der  «-fachea  von 
ßenhltnn  — B      z       dttn  Potenz  genau  sind  diese  Reihen : 
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h]  Bei  der  geneigten  Lage,  die  wii  iin  Vorigen  der  Ebene  des 
excentrischen  Kreises  gegen  die  Ebene  der  Ellipse  gaben,  ist  das 
conetante  VerliäJtniss  zwischen  irgend  einem  Theile  der  erster en 
Ebene  und  seiner  Projection  auf  die  letztere, 

=  IK:IL=i:  1/7^^7*  =  ya  :  y>  , 
nach  (2).     In  demselben  Verhältnisse   steht  mithin   auch  die  Fläche 
des  excenti^ischen  Kreises   selbst,  oder  Jia^,  zur  Elhpseniläche ;   letz- 
tere ist  daher 

=  fTß  yap  . 

§.  52.  Suchen  wir  jetzt  die  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen 
veränderlichen  Grössen  zu  bestimmen,  welche  bei  der  Bewegung  des 
Planeten  in  Betracht  kommen. 

Die  Flächengeschwindigkeit  ^e  oder  die  vom  ßadius  Vector  in 
der  Zeiteinheit  überstrichene  Flä.che  ist  nach  Keplei^'s  zweitem  Ge- 
setze constant  und  daher  gleich  der  Fläche  der  Elhpse,  dividirt  durch 
die  Umlaufszeit,  also 

U 
d.  i.  f§.  44) 

(8)  c  =  nayp^kyp  . 

Zufolge  des  dritten  Kepler' sehen  Gesetzes  ist  demnach  die  Flächen- 
geschvnndigkeit  von  einer  Planetenbahn  zur  anderen  der  Quadratwurzel 
aus  dem  Parameter  proportional. 

Nach  §.  35  ist  allgemein 

c  =  rri)'  . 
Dies  giebt,   in  Verbindung  mit  dem  jetzt  erhaltenen  Werthe  von  c, 
die  Geschwindigkeit  der  wahren  Anomalie 

(9)  »'  =  *1^  . 

Da  ferner  von  —  und  cos »  nach  §.  1 1  und  §.  14,  Zus.  die  Ge- 
schwindigkeiten resp. 

;^ ujid     =  —  ;,'  sin  jj 

rr 
sind,   so  folgt  aus  der  zwischen  r  und  «  bestehenden  Gleichung  (1) 
die  Gleichung  zwischen  den  Geschwindigkeiten  von  )■  und  «i: 


[WO  also  der  Wei'th  der  Differenz  v  —  «  die  Mittelpunkts gleicliung  giehtT. 
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Hierin  für  v'  seinen  Wertli   aus  (9)   substituiit ,    erhält  man  die 
Geschwindigkeit  des  Radius  Vector 

(10)  r'=  ^f-smv   . 

Mit  (9)  und  (10)  ergiebt  sich  endlich  das  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit in  der  Bahn  (§,  35) 


Nach  (1)  ist  aber 
folglich 


=  p^  +e-'r^—(p  —  rY  =  2pr  —  {i 


e')r' 


Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Planeten  ist  demnach  untr- 
dem  Abslande  r  des  Planeten  von  der  Sonne  und  direct  seinem 
—  r  vom  anderen  Brennpunkte  proportional. 


§■  53.  Aufgabe.  Die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  und  ein  Tag  mittlerer  Zeit  als  Einheiten  des  Raumes  und  der 
Zeit  genommen,  seien  für  einen  gegebenen  Zeitpunkt  T  der  Radius 
Vector  r,  die  Länge  L  in  der  Grundebene  und  die  Breite  5  eines 
Planeten,  so  wie  die  Geschwindigkeiten  /,  L' ,  b' ,  mit  denen  sich 
r,  L,  b  zu  derselben  Zeit  ändern,  gegeben.  Man  soll  aus  diesen  sechs 
Stücken  die  sechs  Elemente  a,  €,  e,  w,  i  und  S-  der  Bewegung  des 
Planeten  bestimmen. 

Auflösung.  1)  In  dem 
bei  II  rechtwinkligen  sphäri- 
schen Dreieck  KHL  (Fig.  23) 
ist  (§.  47) ; 

KH^L  —  d-,        IlL=h, 

KL  =  l—-0-,     IIKL  =  t, 
und  man  hat  daher 


(«) 


taug  b  ^  tang  i 
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folglich*) 

und  nach  Elimination  von  tang  ( 

tang  (L- —  &]  ^  jj-  sin  h  cos  b  . 

Iliei'mit  ergeben  sich  für  L  —  5  zwei  um  180°  von  einander  ver- 
schiedene Werthe,  von  denen,  wegen  («),  der  in  den  ersten  oder  der 
in  den  zweiten  Halbki-eis  fallende  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  5  posi- 
tiv oder  negativ  [nördlich  oder  südlich}  ist.  Die  Knotenlänge  ■&  findet 
sieh  alsdann  diirch  die  Differenz  L  —  {L  —  &] ,  und  die  immer  po- 
sitiv gerechnete  Neigung  t  durch  die  Formel 

cotg  t  =  cotg  h  sin  [L  —  'd-]  . 
2)  Im  Dreieck  KHL  ist  ferner 

tang  {L^&]  =  cos  i  tang  {l  —  &)  , 
folghch 

L'  r  cos  i 


cos  (i  —  i)f        c 

!0S(/— ^f 

oder 

L'  cos  b^  —  1 

V  cos  L  , 

iveget 

1  der  Eelation 

cos  [l—~&)  =  cos b  cos [L  —  &)  . 
Somit  hat  man  zur  Bestimmung  der  Länge  l  in  der  Bahn  und  der 
Geschwindigkeit  l'  dieser  Lüi^e  die  Formeln; 

cotg  {l  —  ilj  =  cos  t  cotg  [L  —  5-) 
und 


wobei,  wie  schon  bemerkt  [§.  47),  l  —  -d-  mit  i  —  &  in  einen  und  den- 
selben Quadi'anten  fällt. 

3)  Mit  /'  und   den   gegebenen  r  und  r'  findet  sich  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  (§.  35) 

Damit  wird  nach  (11)  die  halbe  grosse  Ase 

ö  =  I  :  j ■  7:5)    I       ™'^     '^  =^  0'Oi7202  (§.  44)  . 

Merkwürdiger  Weise  ist  also  die  Länge  der  grossen  Axe  schon 

*),ivci1  von  tang  i  die  Geachwindiglieit  =6':coaÖ^  ist,    Denn  setzt  man 
tang  S  =  a: ,  so  ist  sin  6  =^  a:  eos  b ,  mithin 

woraus  nach  leichter  Eeduction  der  ehen  bemerkte  Werth  von  x'  hervorgellt. 
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durch  den  Madius  Vector  und  die  Givsse  der  Geschwindigkeit  des 
Planeten  bestimmt,  und  bleibt  dieselbe,  welches  auch  die  Richtung  dieser 
Geschwindigkeit  sein  mag. 

4]  Mit  r  und  a  ergeben  sich   nach  (9)  und  (2]   der  halbe  Para- 
meter rrnd  die  Excentricität 

r'^l"'  ,  l/  p 

p  =  — ii—        und      e  =  1/    j  —  -  ; 

denn  wegen  v  =  l  —  w  ist  «'  =  l'. 

Hiermit  berechne  man  »  nach  der  aus  (i)  fliessenden  Formel 


wo  V  im  ersten  oder  im  zweiten  Halbkreise  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem »■'  positiv  oder  negativ  ist;  denn  nach  [10)  muss  smv  mit  )■' 
einerlei  Zeichen  haben.  Auch  kann  man  sich  der  Formel  (10)  zu- 
gleich als  Controle  bei  der  Berechnung  von  v  bedienen.  —  Die  Länge 
des  Perihels  findet  sieh  alsdann: 

ö)  Mit  e  und  v  berechne  man  nach  (5)  und  (7)  die  mittlere  Ano- 
malie und  addire  w  zu  derselben.  Dies  giebt  die  mittlere  Länge  k 
zur  Zeit  T,  woraus  sich  e  oder  die  mittlere  Länge  in  der  Epoche 
findet,  wenn  man  die  seit  der  Epoche  bis  T  verstrichene  Zeit  mit 
n^^ka     ^  multiplicirt  und  dieses  Product  von  X  abzieht. 

Zusatz.  Wendet  man  die  voranstehende  Aufgabe  auf  keinen  fin- 
girten  Fall,  sondern  auf  die  Planeten  selbst  an,  so  wird  man,  da  diese 
sich  in  Ellipsen  bewegen,  die  grosse  Axe  2  a  immer  positiv  (§.  49),  also 

erhalten.  Wollte  man  dagegen  die  sechs  Stücke  r,  L,  b,  r' ,  L' ,  b' 
willkürlich  gegeben  sein  lassen,  so  könnte  sich  ru^  eben  so  gut  auch 
gleich  oder  gi'össer  als  2  k'^  finden.  Man  sieht  aber  bald,  dass  sich  auch 
diesen  letzteren  FäEen  die  Losung  der  Aufgabe  anpassen  lässt,  sobald 
man  nur  die  allgemeinere  Voraussetzung  macht,  dass  sich  die  Planeten 
in  Kegelschmiien  um  dte  So?)ne,  als  den  einen  Brennpunkt,  jeder  mit 
consianter  Flachengeschvnndigked ,  bewegen,  und  dass  diese  Geschwin- 
digkeit von  einer  Bahn  zur  andetett  de?'  Quadratimirzel  aus  dem  Para- 
meter proportional  ist     Letzteies    oder  die  Formel  (§.  f)2) 

c  ^  ky'p  , 
ist  nämlich  dem  dritten  Kepler'schen  Gesetze  zu  substituiren,  da  bei 
einer  paraboHschen  oder  einer  hyperbolischen  Bahn  von  einer  Um- 
laufszeit —  folglich  auch  von   einer  mittleren  Bewegung  und  einer 
mittleren  Länge  — ■  nicht  die  Rede  sein  kann. 
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Dieses  vorausgesetzt,  ist  die  Bahn  selbst  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem,  a  positiv,  nnendlicli  gross,  oder  negativ 
ist,  je  nachdem  sich  also  r%^  kleiner,  gleich,  oder  grösser  als  zl^ 
findet.  Die  Lage  und  die  Dimensionen  der  Bahn,  also  die  fünf  Ele- 
mente «,  e,  w,  t,  j9',  werden  in  jedem  Falle  nach  denselben  Formeln, 
wie  vorhin,  bestimmt.  Und  wenn  auch  die  Bewegung  in  der  somit 
gefundenen  Bahn,  sobald  diese  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel  ist, 
durchaus  nicht  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  der  Ellipse,  berechnet 
werden  kann,  so  erhellet  doch  wenigstens  die  Möglichkeit  einer  sol- 
chen Berechnung  aus  den  gegebenen  Stücken.  Denn  dadurch,  dass 
der  Planet  zur  Zeit  T_  den  durch  r,  L  und  b  bestimmten  Ort  ein- 
nimmt, und  dass  sein  Radius  Vector  in  jeder  Zeiteinheit  eine  Fläche 
gleich  ^kyp  überstreicht,  ist  sein  Ort  in  der  Bahn  für  jeden  anderen 
Zeitpunkt,  und  damit  seine  Bewegung,  vollkommen  bestimmt. 

Wie  daher  auch  durch  die  sechs  Stücke  r ,  L,...,b'  der  Ort 
eines  Planeten  und  die  Grösse  und  Richtung  seiner  Geschwindigkeit 
für  einen  gegebenen  Zeitpunkt  bestimmt  sein  mögen,  so  lässt  sich 
daraus  immer,  und  nur  auf  Eine  Weise,  eine  nach  den  letj;tgedach.ten 
L  in  einem  Kegelschnitte  vor  sich  gehende  Bewegung  ableiten. 


Zweites  Kapitel. 

Bestimmung  der  Kräfte,  durch  welche  die  elliptische 
Bewegung  der  Planeten  erzengt  wird. 


§.  54.  Da  sich  ein  Kreis  als  eine  Ellipse  ansehen  läset,  deren 
Brennpunkte  mit  dem  Mittelpunkte  zusammenfallen,  so  kann  nach 
dem  ereten  der  drei  Kepler'schen  Gesetae  ein  Planet  auch  einen  Kreis 
beschreiben,  in  dessen  Mittelpunkte  die  Sonne  steht.  Und  weil  bei 
der  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  Kreise  die  Fläche,  welche  der 
vom  Mittelpunkte  aus  gezogene  Radius  Vector  überstreicht,  dem  vom 
Punkte  beschriebenen  Bogen  proportional  ist,  so  wird  zufolge  des 
zweiten  Kepler'schen  Gesetzes  der  Planet  bei  einer  kreisförmigen 
Bewegung  der  Zeit  proportionale  Bögen  beschreiben,  d.  h.  gleich- 
förmig im  Kreise  fortgehen. 

Die  Kräfte,  durch  welche  diese  in  der  Natur  möglichen,  und  von 
der  Wirklichkeit  wegen  der  Kleinheit  der  Escentricitäten  nicht  sehr 
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abweichenden  Kreisbewegungen  her  vorgebracht  werden,  ergeben  sich 
unmittelbar  ans  §.  22.  Es  ist  dann  nämlich  die  auf  jeden  Planeten 
wirkende  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  seines  Kreises,  also  nach  der 
Sonne,  gerichtet  und  gleich  nna,  wenn  a  die  Entfernung  des  Planeten 
von  der  Sonne  und  n  seine  constante  Winkelgeschwindigkeit  bezeich- 
net. Nach  dem  diitten  Kepler'schen  Gesetze  ist  aber  n?ia'  gleich  dem 
von  einem  Planeten  zum  anderen  constanteu  kk  (§,  44),  Damit  wird 
die  Kraft 

=  kk:aa  , 
so    dass    unter    der  Hypothese  gleichförmiger    Kreisbewegung  jeder 
Planet  nach  der  Sonne  hin  von  einer  Kraft  getrieben  wird,  die  dem 
Quadrate  seiner  Entfernung  von  der  Sonne  umgekehrt  propoi-tional  ist. 

§.  55.  Untersuchen  wir  jetat,  ob  und  wie  sich  das  im  Vorher- 
gehenden unter  der  möglich  einfachsten  Annahme  erhaltene  Resultat 
im  Falle  der  Natur  modificirt,  wo  die  Bahnen  der  Planeten  Elhpsen 
sind.  Wir  wollen  deshalb  die  allgemeinen  Formeln  (Z>)  in  §.  36  für 
die  Kräfte  T  und  V  bei  einer  durch  ihre  Polar coordinaten  gegebenen 
Bewegung  zu  Hülfe  nehmen,  und  sie  mit  den  zu  Ende  des  vorigen 
Kapitels  entwickelten  strengen  Formeln  der  elliptischen  Bewegung 
in  Verbindung  bringen. 

Weil  die  Flächengeschwindigkeit  des  Radius  r  constant  ist  (§.  52), 
so  wird  F=  0,  d.  h,  die  gesuchte  Kraft  wirkt  in  der  Richtung  von 
r  (§.  37,  a)  und  reducirt  sich  auf 

allein,  wo  v'  eben  so,  wie  l'  in  §.  36,  die  Winkelgeschwindigkeit  von 
r  bedeutet.     Nun  ist  nach  den  Formeln  (9}  und  (10)  in  §.  52: 

„'  =  ^l/p       ^^^     ^.,  ^  i;i  sin  i,   , 
rr  y> 

folglich 


."= 

ke     , 
—7-  ^ 

Vp 

COSi)   : 

=  -^  cos  u  =  — i^^^ '-  , 

weil  nach  (1)  in  §. 

49 

e  cos 

!;=t= 

r 

ist.     Mit  diesen  Werthen  für  r' 

•  lind  c' 

ergiebt  sich  aber 

j.     tHp- 

ml- 

ttp 

_       */( 

''  "    =__  - 

Wir  schliessen  hieraus: 

1)  dass  die  einen  Planeten  treibende  Kraft  stets  nach  der  Sonne 
zu  gerichtet  ist,  —  nicht  abwärts  von  derselben,  wegen  des  negativen 
Werthes  von  T;  — 
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2)  dass  diese  Kraft  für  verschiedene  Entfernungen  eines  und  des- 
selben Planeten  von  der  Sonne  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional  ist,- 

3)  dass  aber  auch,  weil  das  Product  n^a^  oder  kk  für  alle  Planeten 
denselben  Werth  hat,  die  Kräfte,  mit  denen  verschiedene  Planeten 
nach  der  Sonne  getrieben  werden,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Quadrate  der  Entfernungen  von  der  Sonne  stehen,  und  dass  daher  für 
zwei  gleich  weit  von  der  Sonne  entfernte  Planeten  auch  diese  Kräfte 
einander  gleich  sind.*) 

Zusätze,  a)  Weil  die  Polargleichung  der  Curve,  aus  welcher 
der  "Werth  von  T  hergeleitet  worden,  nicht  bloss  der  Ellipse,  sondern 
auch  der  Parabel  und  der  Hj-perbel  angehört  (§.  49),  so  müssen  die 
jetzt  gemachten  drei  Schlüsse  auch  dann  gelten,  wenn  sich  die 
Planeten  überhaupt  in  Kegelschnitten  nach  den  in  §.  53,  Zus.  aus- 
gesprochenen Gesetzen  bewegen. 

h)  Aber  auch  umgekehrt  können  wir  behaupten-  Werden  die 
Planeten  nach  der  Sonne  von  KrUften  getrieben,  die  sich  umgekehrt 
me  die  Quadrate  ihrer  Entfernungen  von  der  Sonne  verhalten,  so 
müssen  sie  mit  constanten  Flächengeschwindigkeiten  um  die  Sonne,  als 
den  einen  Brennpunkt,  Kegelschnitte  beschreibe?!,,  deren  Parameter  den 
Quadraten  der  Flächengeschwindigkeiten  proportional  sind. 

Um  dieses  zu  beweisen,  wollen  wir  setzen,  dass  ein  Planet  zu 
der  gegebenen  Zeit  T  den  gegebenen  Ort  L  einnehme  und  die  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  gegebene  Geschwindigkeit  u  habe.  Mit 
diesen  Stücken  und  mit  dem  Gesetze  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft 
ist  seine  Bewegung  vollkommen  bestimmt  (§.  25).  Kennt  man  daher 
eine  Bewegung,  bei  welcher  der  Planet  zur  Zeit  T  den  Ort  L  und 
die  Geschwiudigkeit  u  hat,  und  wobei  die  ihn  ti-eibende  Kraft  stets 
nach  der  Sonne  gerichtet  und  gleich  kk  :  rr  ist,  so  kann  es  nicht  noch 
eine  zweite  Bewegung  geben,  bei  welcher  die  Umstände  zur  Zeit  T 
dieselben  wären  und  die  Kraft  nach  dem  nämlichen  Gesetze  wirkte. 
Nun  wissen  wir  axrs  §.  53,  Zus.,  dass,  welches  auch  zur  Zeit  T  der 
Ort  L  und  die  Geschwindigkeit  ii  sein  mögen,  sich  immer  Eine  und 
nicht  mehr  als  eine,  diese  Bedingungen  zur  Zeit  T  erfüllende  und  nach 
den  daselbst  bemerkten  Gesetzen  sich  richtende,  Bewegung  in  einem 
Kegelschnitte  angeben  lässt.  Wir  wissen  ferner,  dass  die  aus  dieser 
Bewegung  zu  folgernde  Kraft  nach  der  Sonne  gerichtet  und  gleich 
kk  :  rr   ist.     Mithin    kann    der  Planet    unter    dem    Einflüsse   einer 

*)  Man  vergleiche  die  Ahhaadlung :  Elementm-e  Serleitung  des  Neiston' sehen 
Oesetzee  aus  den  Kepler'schen  Gesetzen  der  Planetmibmoegimg,  welche  iu  diesem 
Bande  ahgediuckt  ist.  A.  d,  H. 
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solchen  Kraft  keine  andere,  als  die  durch  diu  gegebenen  Grössen  T, 
L,  u  und  Ä  vollkommen  bestimmte,  Bewegung  in  einem  Kegel- 
schnitte befolgen, 

§.  56.  Einige  Planeten  werden  auf  ihren  Wegen  um  die  Sonne 
von  kleinen  Nebcnplaneten ,  auch  Monde  oder  Trabanten  genannt, 
begleitet.  Diese  richten  sich  bei  ihren  Bewegungen  um  ihre  Haupt- 
planeten gleichfalls  nach  den  Kepler'sehen  Gesetzen,  Denn  jeder 
von  ihnen  beschreibt  um  seinen  Planeten  eine  Ellipse,  in  deren 
einem  Brennpunkte  der  letztere  steht;  die  von  dem  Planeten  nach 
dem  Trabanten  gezogene  Gerade  Überstreicht  der  Zeit  proportionale 
Flächen,  und  in  den  Fällen,  wo  mehrere  Trabanten  um  denselben 
Planeten  laufen,  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie 
die  Würfel  der  mittleren  Entfernungen.  ITebiigens  sind  die  Bahnen 
der  Trabanten,  gleich  denen  der  Planeten  selbst,  nur  sehr  wenig 
excentrisch,  und  auch  ihre  Neigungen  gegen  die  Bahnen  ihrer  Plane- 
ten scheinen,  mit  Ausnahme  des  Systems  der  TJr anustrab anten*),  nicht 
beträchtlich  zu  sein.  Die  Entfemiuig  jedes  Trabanten  von  seinem 
Planeten  ist  aber  durchweg  gegen  die  Entfernung  des  letzteren  von 
der  Sonne  eine  sehr  geringe  Grosse.***) 

§.  57.  Die  Sonne  als  ruhend  angenommen,  ist  die  absolute  Be- 
wegung eines  Trabanten  aus  seiner  relativen  Bewegung  um  seinen 
Hauptplaneten  und  aus  der  Bewegung  des  letzteren  um  die  Sonne 
zusammengesetzt  (§.  6).  Es  ist  daher  auch  die  auf  einen  Trabanten 
wirkende  Kraft  als  aus  zwei  Kräften  zusammengesetzt  zu  beti'achten, 
von  denen  die  eine  die  Bewegung  um  den  Hanptplaneten  eraeugt, 
die  andere  aber  der  Kraft  gleich  und  parallel  ist,  welche  die  Be- 
wegung des  Planeten  um  die  Sonne  hervorbringt.  —  Ist  die  Sonne 
nicht  in  Ruhe,  so  muss  nach  demselben  Princip  auf  den  Planeten 
sowohl,  als  auf  seinen  Trabanten,  eine  dritte  Kraft  wirken,  die  der- 
jenigen, welche  die  Bewegung  der  Sonne  erzeugt,  gleich  und  paral- 
lel ist.  — 

Da  nun  die  Trabanten  in  den  Bewegungen  um  ihre  Planeten 
die  nämlichen  Gesetze,  wie  die  Planeten  in  ihren  Bewegungen  um 
die  Sonne,  befolgen,  so  wird  nach  denselben  Schlüssen,   welche  wir 

*)  Der  Neptunsmond  iat  gleich  den  Uranustrabanten  rüeklüufig,  da  seine  Nei- 
gung gegen  die  Ekliptik  143"  {beim  Uranus  98°)  beträgt.  A.  d.  H, 

**)  Die  mittlere  Eutfernung  des  Erdenmondes  von  der  Erde  z.  B.  ist  der 
399-ste  Theil,  —  des  vierten  fupitermondes  vom  Jupiter  der  413-te,  ~-  des  siebenten 
Satummondee  vom  Saturn  der  395-ste  —  und  des  sechsten  Uranusmondes  vom 
Uranus  der  i!67-ste  Theil  der  mittleren  Entfernung  des  jedesmaligen  Hauptplaneten 
von  der  Sonne. 


y  Google 


100  Mechanik  des  Hiniaiels.     Zweiter  Abschnitt.  §.  58. 

in  §.  55  iu  Bezug  auf  die  Plane tenbeweguiigen  machten,  die  erstere 
jener  zwei  Kräfte  nach  dem  Hauptplaneten  gerichtet,,  und  sowohl  für 
einen  und  denselben  Trabanten,  als  auch  von  einem,  zum  anderen, 
wenn  sich  mehrere  um  denselben  Planeten  bewegen,  dem  Quadrate 
der  Entfernung  vom  Planeten  umgekehrt  proportional  sein.  Da  ferner, 
wegen  der  immer  sehr  geringen  Entfernungen  der  Trabanten  von 
ihren  Planeten  gegen  die  Entfernungen  der  letzteren  von  der  Sonne, 
die  zwei  von  einem  Trabanten  und  seinem  Planeten  nach  der  Sonne 
gezogenen  Linien,  sowohl  ihrer  Richtung,  als  ihrer  Grösse  nach,  nur 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  wird  die  letztere  jener  zwei 
Kräfte  stets  nahe  nach  der  Sonne  gerichtet  sein,  und  sich  nahe  um- 
gekehrt wie  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Ti-abanten  von  der  Sonne 
verhalten,  und  dieses  sowohl  fiir  einen  und  denselben  Trabanten, 
als  auch  von  einem  "Trabanten  zu  irgend  einem  anderen ,  oder  auch 
zu  irgend  einem  Planeten.  In  Betracht  mehrerer  kleiner  Abweichun- 
gen von  den  Kepler'schen  Gesetzen,  die  insbesondere  beim  Laufe 
des  Mondes  um  die  Erde  sich  zeigen,  könnte  es  auch  vielleicht  sein, 
dass  sich  die  auf  einen  Trabanten  wirkende  Kraft  in  zwei  Kräfte 
zerlegen  Hesse,  von  denen  die  eine  nach  dem  Hauptplaneten,  die 
andere  nach  der  Sonne  gerichtet  wäre,  und  welche  die  angegebenen 
Verhältnisse  vollkommen  genau  befolgten. 


Drittes  Kapitel. 

Von  der  allgemeinen  Anziehungskraft. 


§,  58,  Wie  wir  im  vorigen  Kapitel  erkannt  haben,  werden  die 
Bewegungen  der  Planeten  und  ihrer  Trabanten  um  die  Sonne  durch 
Kräfte  hervorgebracht,  die  —  wenigstens  bei  den  Planeten  —  stets 
genau  nach  der  Sonne  gerichtet  sind.  Wir  können  hiernach  nicht 
umhin ,  die  Sonne  selbst  als  die  Ursache  dieser  Bewegungen  anzu- 
sehen, so  dass,  wenn  die  Sonne  vernichtet  würde,  damit  auch  die 
Bewegungen  der  Planeten  und  ihrer  Trabanten  um  den  von  der 
Sonne  eingenommenen  Punkt  aufgehoben  würden.  Wii'  legen  daher 
der  Sonne  eine  anziehende  Kraft  bei,  die  sich  auf  alle  sie  um- 
kreisenden Körper  erstreckt,  und  welche  in  demselben  Verhältniss 
abnimmt,  in  welchem  das  Quadrat  der  Entfernung  des  angezogenen 
Köi-pers  zunimmt. 
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Und  da  nach  demselben  Gesetze,  wie  die  Planeten  nach  der 
Sonne ,  so  auch  jeder  Trabant  nach  seinem  Planeten  hingetrieben 
wird,  so  sind  wir  genöthigt,  auch  jedem  Planeten,  der  Yon  Trabanten 
begleitet  wird,  eine  anziehende  Kraft  zuzuschreiben,  welche  im  Ver- 
hältnisse des  Quadrats  der  Entfernung  abnimmt;  und  wir  können 
hieraus  der  Analogie  nach  schliessen ,  dass  auch  die  übrigen  Plane- 
ten, um  welche  keine  Trabanten  laufen,  anziehende  Kräfte  besitzen. 

§.  59.  Die  anziehende  Kraft  der  Planeten  giebt  sich  noch  durch 
eine  andere  Beti-achtung  zu  erkennen,  die  von  der  Trabantenbe- 
wegung ganz  unabhängig  ist.  —  Man  denke  sich  zwischen  die  Sonne 
S  und  einen  Planeten  P  eine  unbiegsame  Stange  von  der  Länge  iSP 
gebracht,  und  beide  Körper  an  die  Enden  der  Stange  befestigt.  "Wüi-de 
nun  bloss  P  von  S  angezogen,  wirkten  also  auf  P  nach  der  Richtung 
PS  unausgesetzt  sich  wiederholende  Stöase,  so  würde  sich  das  System 
der  beiden  Körper,  die  nach  ihrer  Verbindung  durch  die  Stange 
einen  einzigen  ausmachen,  nicht  durch  eine  äussere  Veranlassung, 
sondern  durch  eine  von  dem  Theile  S  des  Systems  selbst  au^agehende 
Kraft,  nach  der  Richtung  PS  bewegen,  was  gegen  den  Grundsatz 
in  §.  15  streitet,  dass  ein  ruhender  Körper  sich  nicht  von  selbst  in 
Bewegung  setzen  kann.  Mithin  muss  auf  S  eine  Kraft  wirken,  welche 
der  Ki-aft  auf  P  das  Gleichgewicht  hält  und  daher  die  Richtung  SP 
hat,  d.  h.  S  wird  hinwiederum  von  P  angezogen. 

Auf  gleiche  Art  wird  geschlossen,  dass,  weil  jeder  Trabant  von 
seinem  Hauptplaneten  und  von  der  Sonne  angezogen  wird,  auch  um- 
gekehrt jeder  Trabant  seinen  Planeten  und  die  Sonne  anzieht. 

TJeberhaupt  also  kann  bei  zwei  Körpern  nie  eine  bloss  einseitige 
Anziehung  —  und  eben  so  wenig  eine  bloss  einseitige  Abstossui^  — 
stattfinden,  sondern  sie  ist  immer  gegenseitig.  Die  beiden  Kräfte 
aber,  mit  denen  die  Körper  auf  einander  wij'ken,  müssen,  wenn  die 
gegenseitige  Entfernung  der  Körper  unveränderlich  gemacht  wird, 
sich  das  Gleichgewicht  halten. 

§.  60.  Im  Bisherigen  haben  wir  die  Kräfte  bloss  nach  den  von 
ihnen  erzeugten  Geschwindigkeiten  geschätzt.  Nach  dem  Grund- 
satze in  §.  17  sind  ivir  hierzu  ohne  Weiteres  nur  dann  berechtigt, 
wenn  die  in  Betracht  kommenden  Kmfte  an  einem  und  demselben 
Körper  angebracht  sind ;  nicht  aber  mehr  bei  Vergleichung  von 
Kräften,  welche  auf  verschiedene  Köi'per  wirken,  indem  sonst,  was 
doch  nicht  der  Fall  ist,  je  zwei  Körper  durch  Kräfte,  die  nach  der 
in  §.  16  aus  der  Statik  entlehnten  Definition  einander  gleich  sind, 
in  gleiche  Geschwindigkeit  versetzt  werden  müssten.    Indessen  wird 
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man  dadurch,  dass  man  aiich  bei  verschiedenen  Köi-pern  die  Ki-äfte 
einfach  den  Geschwindigkeiten  proportional  setzt,  nicht  zu  Fehl- 
schlüssen verleitet  werden,  dafem  man  nnr  dessen  immer  eingedenk 
bleibt,  dass  unter  dem  Verhältnisse  der  Kräfte  das  Verhältniss  der 
von  ihnen  erzeugten  Geschwindigkeiten,  nicht  aber  ihr  statisches 
Verhältniss,  gemeint  ist. 

Wenn  es  dabei'  z.  B.  hiess,  dass  zwei  gleich  weit  von  der  Sonne 
entfernt«  Planeten  mit  gleichen  Kräften  nach  der  Sonne  getrieben 
werden,  so  sollte  dieses  eigentlich  bloss  ausdrücken,  dass  die  beiden 
Planeten  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach  der  Sonne  zu  fallen 
anfangen,  ohne  dass  man  damit  behaupten  wollte,  dass  die  Kräfte, 
welche  diese  einander  gleichen  Geschwindigkeiten  heiTor bringen, 
auch  statisch  einander  gleich ,  d.  i.  solche  seien,  die  sich  das  Gleich- 
gewicht halten  können. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  in  §.  60  angestellten  Betrach- 
tung, nach  der  wir  schon  im  Voraus  wissen,  dass  die  auf  die  Sonne 
und  einen  Planeten  wirkenden  Kräfte  statisch  einander  gleich  sind. 
Untersuchen  wir  dabei  zuerst,  was  aus  dem,  obschon  vor  der  Hand 
noch  imbokannten ,  Verhältnisse  zwischen  den  Geschwindigkeiten, 
welche  diese  zwei  Kräfte  der  Sonne  und  dem  Planeten  mittheilen, 
auf  die   Beschaffenheit  der  beiden  Körper  selbst  geschlossen  werden 

§.61.  Um  kurz  auszudrücken,  dass  zwei  Körper  durch  zwei 
statisch  einander  gleiche  Kräfte  in  gleiche  Geschwindigkeiten  ver- 
setzt werden,  sagt  man,  dass  die  beiden  Körper  gleiche  Masse  haben. 
Von  einem  Körper,  welcher  aus  zwei,  drei  etc.  an  Masse  einander 
gleichen  Körpern  zusammengesetzt  ist,  sagt  man,  dass  seine  Masse 
das  Doppelte,  Dreifache  etc.  der  Masse  jedes  der  einzelnen  Körper 
ist;  und  somit  ist  klar,  wie  das  Verhältniss  der  Massen  zweier  Körper 
immer  durch  Zahlen  ausgedi-ückt  werden  kann. 

Man  denke  sich  jetzt  ein  System  von  m  vollkommen  frei  beweg- 
lichen und  hinsichtlich  ihrer  Massen  einander  gleichen  Körpern. 
Jeder  dieser  Körper  erhalte  gleichzeitig  einen  Stoss,  und  alle  diese 
Stosskräfte  seien  einander  statisch  gleich  und  ihre  Richtungen  einander 
parallel,  so  werden  sich  die  m  Köi^per  in  Parallelhnien  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten  zu  bewegen  anfangen  und  folglich  ihre  gegensei- 
tige Lage  nicht  ändern,  Dasselbe  wird  daher  noch  geschehen,  wenn 
die  m  Körper  gleich  vom  Anfange  an  ihre  Lage  gegen  einander  nicht 
ändern  können  und  mithin  einen  einzigen  festen  bilden,  der  nun, 
ohne  sich  zu  drehen,  nach  derselben  Richtung  und  mit  derselben 
Geschwindigkeit,    wie  jeder  einzelne,    fortgehen  wird.     Alsdann  aber 
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läast  sich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Statik  statt  der  m  Kräfte 
eine  einzige  setzen,  deren  Richtung,  parallel  den  Richtungen  der  m 
einzelnen,  den  Schwei'pnnkt  der  verbundenen  m  Körper  ti'ifft,  und 
welche  daa  m-fache  (§.  16)  jeder  der  m  einzelnen  Kräfte  ist. 

Wird  demnach  das  Verhältnias  der  Kräfte  in  statischem  Sinne 
oder  nach  den  von  ihnen  einem  und  demselben  Körper  ertheilten 
Geschwindigkeiten  geschätzt,  so  wird,  um  zwei  Köi'per,  deren  Massen 
gleich  I  und  gleich  m  sind,  in  gleiche  Geschwindigkeit  zu  versetzen, 
beim  letzteren  Körper  eine  m-mal  grössere  Kraft,  als  beim  ersteren,  er- 
fordert, d.  h.  bei  gleichen  Geschwindigkeiten  zweier  an  Masse  verechie- 
dener  Körper  verhalten  eich  die  dazu  nöthigen  Kräfte  wie  die  Massen. 
Sind  aber  auch  die  Geschwindigkeiten  verschieden,  so  verhaiten  sich 
die  Kräfte  ivie  die  Producte  aus  den  Massen  in  die  Geschwindigkeiten, 
weil,  um  derselben  Masse  eine  w-mal  grössere  Geschwindigkeit  bei- 
zubringen, eine  n-mal  grössere  Kraft  erfordert  wird. 

Das  jetzt  von  Stosskräften  Gesagte  muss  nach  §§.  20  und  21 
auch  auf  Kräfte  anwendbar  sein,  die,  wie  es  in  der  Natur  geschieht, 
stetig  wirken.  In  dieser  Hinsicht  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man 
den  bisher  dafür  gebrauchten  Ausdmck  beschleunigende  Kraft 
für  den  Fall  beibehält,  wenn  man  eine  stetige  Kraft  bloss  nach  der 
von  ihr  bewirkten  Geschwindigkeit  beurtheilt,  und  dass  eine  stetige 
Kraft,  wenn  man  sie  zugleich  nach  der  von  ihr  bewegten  Masse 
schätzt,  eine  bewegende  Kraft  genannt  ^vird.  Das  Verhältniss  der 
bewegenden  Kräfte  ist  daher  aus  dem  Verhältnisse  der  Geschwindig- 
keiten, d.  i.  der  beschleunigenden  Kräfte,  und  aus  dem  der  Massen 
zusammengesetzt.  Nimmt  man  also,  wie  in  §.  20,  diejenige  beschleu- 
nigende Kraft  zur  Einheit,  welche  in  der  Zeiteinheit  eine  Geschwin- 
digkeit =  I  erzeugt,  und  setzt  man  diejenige  bewegende  Kraft  ^  i, 
welche  einer  Masse  =  i  während  einer  Zeit  ^  i  eine  Geschwindig- 
keit ^=  I  beibringt,  so  ist  bei  einer  vorgegebenen  Bewegung  die  be- 
wegende Kraft  dem  Producte  aus  der  beschleunigenden  Kraft  m  die 
bewegte  Masse  gleich. 

Xlebrigens  soll  in  der  Folge,  wenn  von  einer  stetigen  Kraft  ohne 
weiteren  Zusatz  die  Rede  ist,  wie  bisher,  immer  die  beschleunigende, 
nicht  die  bewegende  Kraft,  gemeint  sein. 

Nach  diesen  Erörterungen  ^t  es  nun  leicht,  die  am  Ende  des 
§.  61  aufgeworfene,  die  gegenseitige  Anziehung  der  Sonne  S  und 
eines  Planeten  P  betreffende,  Frage  zu  beantworten.  Da  nämlich  S 
und  P  von  zwei  Kräften,  welche  sich  das  Gleichgewicht  halten,  also 
von  z^vei  einander  gleichen  bewegenden  Kräften,  gegen  einander  ge- 
trieben werden,  so  ist  das  Product  aus  der  beschleimigenden  Kraft, 
welche  auf  ^S*  wirkt,   in   die   Masse  von  S  gleich   dem  Producte   aus 
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der  den  Körper  P  beschleunigenden  Kraft  in  die  Masse  von  P,  nnd 
€s  verhalten  sich  daher  in  diesem  Falle  die  beschleunigenden  Kräfte 
umgekehrt  wie'  die  Massen,  auf  welche  sie  wirken;  oder,  wie  man 
auch  sagen  kann:  die  Kraft,  mit  welcher  jeder  der  beiden  Körper  S 
und  P  den  anderen  ansieht,  ist  direct  der  Masse  des  anziehenden  Kör- 
pers proportional. 

Folgerung.  Wird  ein  Körper  P  von  einem  anderen  S  nach 
■dem  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  gegenseitigen  Ent- 
fernung, oder  nach  irgend  einem  anderen  von  der  Entfernung  abhän- 
genden Verhältnisse,  angezogen,  so  wird  nacli  demselben  Verliältnisse 
auch  S  von  P  angezogen. 

§.  62.  Sanrmeln  wii-  jetzt  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
gemachten  Schlüsse,  so  wird  jeder  Planet  und  jeder  Trabant  von  der 
Sonne,  und  jeder  Trabant  von  seinem  Planeten  angezogen,  und  um- 
gekehrt zieht  jeder  Planet  und  jeder  Trabant  die  Sonne,  und  jeder 
Trabant  seinen  Planeten  an.  Die  (beschleunigende)  Kraft  aber,  mit 
welcher  dieses  geschieht,  und  soweit  wir  dieselbe  benrtheilen  können, 
richtet  sich  nach  den  zwei  Gesetzen,  dass  sie  bei  einem  und  dem- 
selben anziehenden  Köi-per  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  angezogenen  Köi-pers  verhält,  und  dasa  sie  bei  zwei 
sich  gegenseitig  anziehenden  Köi-pern  der  Masse  des  anziehenden 
proportional  ist.  Bei  einer  so  grossen  Anzahl  von  Fällen,  in  denen 
sich  die  Anziehung  zu  erkennen  giebt,  ist  es  n\rn  in  sehr  hohem 
Grade  wahi-scheinlich,  dass  je  zwei  Körper  unseres  Sonnensystems 
überhaupt,  also  auch  je  zwei  Planeten,  oder  ein  Planet  und  ein  nicht 
zu  ihm  gehörender  Trabant,  u.  s.  w.  nach  denselben  zwei  Gesetzen 
auf  einander  Einflusa  Üben,  einen  Einfluss,  der  sich  zwar  nicht  so 
augenfällig  und  nicht  durch  so  einfache  Schlüsse,  wie  in  den  voihin 
betrachteten  Fällen ,  zu  erkennen  giebt,  dennoch  aber  aus  mancherlei 
zu  beobachtenden  kleinen  Abweichungen  der  Planetenbewegungen 
von  den  Kepler'schen  Gesetzen  sich  wenigstens  ahnen  lässt.  "Wir 
woUcn  daher,  so  lange  wir  nicht  auf  Erscheinungen  stossen,  welche 
deutlich  dagegen  sprechen,  die  gegenseitige  Anziehung  der  Himmels- 
körper als  allgemein  herrschend  betrachten. 

Uebrigens  ist  es  nicht  schwer,  die  eben  gedachten  zwei  Gesetze 
der  Anziehung  zu  Einem  zu  verbinden.  Da  nämlich  die  beschleu- 
nigende ICraft,  mit  welcher  die  Somie  einen  in  der  Enfernung  r 
befindlichen  Planeten  oder  Trabanten  anzieht,  gleich  /ck  :  rr  ist  (§.  55 
und  §.  57),  so  ist  hinwiederum,  wenn  wir,  die  Masse  der  Sonne  zur 
Einheit  nehmend,  die  Masse  des  letzteren  Körpers  gleich  m  setzen,  die 
Kraft,   mit  welcher  von   diesem  KÖqier  die  Sonne,   also  auch  jeder 
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andere  in  der  Entfernirng  r  von  ihm  betindliche  Körper  des  Systems 
angezogen  wird, 

kkm 


d.  h.  die  anziehende  Kraft  eines  Himmelshörpei's  verhält  sich  direct 
•me  seine  Masse  und  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
angezogenen  Körpers. 

§.  63.  Die  Kraft,  mit  welcher  ein  Himmelskörper  den  anderen 
anzieht,  wirkt  aber  nicht  bloss  im  Ganzen,  sondern  erstreckt  sich  auf 
alle  einzelnen  Theile  der  Köi-per,  wie  sieh  durch  folgende  Schlüsse 
erhärten  lässt. 

Bedeuten  A  und  B  zwei  Planeten,  welche  sich  in  gleichen  Ent- 
fernungen von  der  Sonne  S  belinden.  Man  denke  sich  A  aus 
a  Theilchen  zusammengesetzt,  die  sämmtKch  an  Masse  einander  gleich 
sind.  Eben  so  bestehe  B  aus  b  Theilchen ,  die  unter  sich  und  mit 
den  vorigen  einerlei  Masse  haben.  Die  Massen  von  A  und  B  selbst 
verhalten  sich  daher  wie  die  Zahlen  a  und  h. 

Werden  nun  alle  diese  a  und  h  Theilchen,  die,  wegen  der  Klein- 
heit der  Dimensionen  von  A  und  B  gegen  die  sich  gleichen  Ent- 
fernungen SA  und  SB,  als  sämmthch  gleich  weit  von  S  entfernt 
angesehen  werden  können,  mit  etatisch  einander  gleichen  Kräften 
nach  S  getrieben,  so  sind  —  übereinstimmend  mit  §,  55  -—  die  Ge- 
schwindigkeiten, mit  denen  A  und  B  nach  S  sich  zu  bewegen  an- 
fangen, einander  gleich  (vergl.  §.  61). 

Wollte  man  dagegen  setzen,  dass  unmittelbar  nur  eines  der 
a  Theilchen  von  A,  es  heisse  a,  und  nur  eines  der  h  Theilchen  von 
B,  es  heisse  ß,  von  S  angezogen  würde,  und  dass  die  übrigen  Theile 
in  Folge  ihres  Zusammenhanges  mit  a  und  ß  nach  S  getrieben  wür- 
den, so  müssten,  wegen  der  gleichen  Geschwindigkeiten  von  A  und 
B,  die  auf  a  und  ß  wirkenden  Kräfte,  statisch  geschätzt,  in  dem 
Verhältnisse  der  Massen  von  A  und  B  oder  der  Zahlen  a  und  h 
stehen.  Es  Hesse  sich  aber  dann  nicht  einsehen,  warum  die  übrigen 
Theile  von  A  und  B  einen  Einßuss  auf  die  Kräfte  haben  sollten, 
durch  welche  a  und  ß  in  Bewegung  gesetzt  werden.  Auf  ähnliehe 
Unbegreiflichkeiten  stösst  man,  wenn  man  die  anziehende  Kraft  von 
S  auf  einige  der  a  und  b  Theilchen  stärker,  auf  andere  schwächer 
wirkend  setzt.  Wir-  sehen  uns  daher  zu  der  Hypothese  gedrungen, 
dass  je  zwei  auch  noch  so  kleine  Theile  von  A  und  B,  dafern  sie 
nur  gleiche  Masse  haben,  von  S  mit  statisch  gleicher  Kraft  ang( 
werden. 
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Zieht  aber  iS*  jedes  Theilchen  von  A,  wie  a,  an,  so  wird  auch 
hinwiederum  S  von  a  mit  einer  so  vielmal  schwächeren  beschleu- 
nigenden Kraft,  als  a  weniger  Masse  denn  S  hat,  angezogen.  Mit 
derselben  beschleunigenden  Kraft  wird  aher  von  «  auch  jeder  andere 
Körper  T  angezogen,  der  mit  S  gleiche  Entfernung  von  a  hat,  wor- 
aus wir  nach  derselben  Weise  wie  vorhin  schKessen,  dass  mit  der 
nämlichen  Kraft  auch  jedes  Theilchen  des  S  und  des  T  von  a  an- 
gezogen wii^d.  Von  je  zwei  Köi-pern  A  und  S  wirkt  demnach  jedes 
Theilchen  des  einen  auf  jedes  Theilchen  des  anderen  mit  einer  an- 
ziehenden beschleunigenden  Kraft,  welche  der  Masse  des  anziehenden 
Theilchens  proportional  ist. 

Die  sphärische  Gestalt  der  Hiramelsköi-per,  so  wie  Ei'scheinungen 
auf  unserer  Erde,  von  denen  im  folgenden  Kapitel  die  Rede  sein 
wird,  führen  uns  endlich  zu  dem  Schlüsse,  dass  nicht  bloss  je  zwei 
Theilchen,  die  zwei  verschiedenen  HimmelskÖrpeni  angehören,  son- 
dern auch  je  zwei  Theilchen  eines  und  desselben  Körpers  sich  an- 
ziehen. Denn  war  der  Körper,  wie  es  wenigstens  von  unserer  Erde 
höchst  wahrscheinlich  ist,  anfangs  in  eiaem  flüssigen  Zustande,  und 
bildeten  seine  Theile  h-gend  eine  von  der  Kugel  abweichende  Form, 
oder  waren  sie  gar  im  ßaume  zerstreut,  so  konnte  es  nur  durch  ihre 
gegenseitige  Anziehung  geschehen,  dass  sie  so  nahe  als  möglich  auf 
einander  zugingen  und  sich  so  lange  bewegten  und  vertheilten,  bis 
ein  von  allen  Seiten  gleichförmiger  Körper,  also  eine  Kugel,  entstand. 

§.  64.  Nach  diesem  Allen  sind  wir  veranlasst  anzunehmen,  dass 
je  zwei  Theilchen  der  Materie  überhaupt  sich  gegenseitig 
anziehen,  und  dieses  nach  dem  Gesetze,  dass  die  anzie- 
hende Kraft  eines  Theilchens  direct  der  Masse  desselben 
und  umgekehrt  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  an- 
gezogenen Theilchen  proportional  ist. 

Allerdings  können  beim  Rückblick  auf  das  Vorhergehende  an 
der  völlig  allgemeinen  Gültigkeit  dieses  Satzes  noch  Zweifel  übrig 
bleiben,  da  wir  mehrere  der  obigen  Schlüsse  nur  der  Analogie  nach 
machten,  da  wir  nur  die  augenfälligsten  Gesetze  der  Bewegung  iu 
unserem  Sonnensysteme,  nicht  auch  die  kleinen  Abweichungen  von 
denselben,  berücksichtigten,  und  noch  manche  Erscheinungen,  die 
gleichfalls  zur  Pinifung  jenes  Satzes  hätten  dienen  können,  ganz  un- 
beachtet Hessen.  Wenn  aber  schon  die  grosse  Einfachheit  des  Satzes 
es  höchst  wahrscheinlich  macht,  dass  er  ein  wahres  Naturgesetz  auf- 
stellt, so  werden  noch  mehr  die  bald  folgenden  Untersuchungen  jene 
Zweifel  zu  beseitigen  dienen.  Wir  werden  nämhch,  den  umgekehrten 
Weg  einschlagend,  das  Gesetz  der  allgemeinen  Anziehung  als  Natur- 
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gesetK  zum  Grunde  legen  und  die  Erscheinungen,  ivie  sie  ihm  zufolge 
statt  finden  müssen,  bestimmen  und  bis  in  ihre  kleineren  Details  zu 
erforschen  suchen.  Die  Febereinatimmung  der  so  erhaltenen  Resul- 
tate mit  den  Erscheinungen  wird  uns  dann  immer  mehr  überzeugen, 
dass  durch  das  Gesetz  in  der  Allgemeinheit  und  Bestimmtheit,  wie 
es  vorhin  ausgesprochen  wurde,  und  wie  es  von  NEWTON  (geb. 
1642,  gest.  1727),  dem  Entdecker  desselben,  in  seinem  unsterblichen 
Werke  yPrincipia  philosophiae  naturalis«  [Londini  1687)  ver- 
öffentlicht worden,  alle  am  Himmel  zu  beobachtende  Bewegungen 
auf  das  Befriedigendste    erklärt  werden  können. 


Viertes  Kapitel. 

Nächste  FolgoH  aus  dem  Gesetze  der  allgomeiiien 
Auziehung. 


§.  65.  Bei  der  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne  ist  nach 
dem  Gesetze  der  allgemeinen  Anziehung  nicht  bloss  die  anziehende 
Kraft,  welche  die  Sonne  auf  den  Planeten  äussert,  sondern  auch  die 
des  Planeten  auf  die  Sonne  thätig.  Um  die  vereinte  Wirkung  dieser 
Kräfte  in  Rechnung  zu  nehmen,  seien  M  und  m  irgend  zwei  sich 
anziehende  Massen,  )■  ihre  gegenseitige  Entfernung  und  K  die  Kraft, 
mit  welcher  eine  Masse  =  i  einen  von  ihr  in  einer  Entfernung  =  i 
befindlichen  Körper  anzieht.  Alsdann  sind  die  auf  m  und  M  wir- 
kenden Kräfte 

KM  ,  Km 

=  — —      und     =  — — 

und  resp.  von  m  nach  M  und  von  M  nach  m  gerichtet.  Bei  den 
dadurch  bewirkten  Bewegungen  von  M  und  m  ist  aber  (§.  24,  a)  die 
Kraft,  welche  die  Bewegung  von  m  gegen  M  erzeugt,  zusammen- 
gesetzt aus  der  auf  m  wirkenden  Kraft  und  der  auf  M  wirkenden, 
aber  nach  entgegengesetzter  Richtung  genommenen  Kraft,  also  zu- 
sammengesetzt aus  den  nach  der  gemeinschaftlichen  Richtung  mM 
wirkenden  Kräften  KM :  rr  und  Km  :  rr;  d.  h.  die  Bewegung  von 
m  gegen  M,  wie  sie  statt  finden  würde,  wenn  M  in  Ruhe  wäre,  wird 
von  einer  nach  M  gerichteten  Kraft 

KfM-\-ni) 
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hervorgebracht.  Die  Bewegung  selbst  geschieht  in  einem  Kegel- 
schnitte [§.  55,  b) ;  und  wenn  dieser  eine  Ellipse  ist,  a  die  halbe  grosso 
Äxe  derselben  und  n  die  mittlere  Bewegung  bedeutet,  so  ist  (§.  55) 
Ti^a^  :  rr  der  Äusdi-uck  der  Kraft,  welche,  nach  M  gelichtet,  die 
relative  Bewegung  von  m  um  M  hervorbringt.     Man  hat  folglich: 

und  eben  so  ist  für  je  zwei  andere  sich  nach  dem  Newton'schen  Ge- 
setz anziehende  und  um  einander  bewegende  Körper,  für  welche  M', 
m',  a',  n'  dieselbe  Bedeutung  haben,  welche  31,  m,  a,  n  für  das  erstere 
Paar  hatten: 

K{M'  +  m']  =n'^a-'  ; 
mithin  verhält  sich 

n-'a'  :  n'^a'"  =  M -\-  m  :  M'  +  m' , 
oder,   wenn    V  und    U'   die  Umlaufszeiten   in  beiden   Systemen  be- 
zeichnen : 

(«)         «3  ,  ß'3  ^  (j^^_  ^)  TJ^  ,  i^M'  -H  m']  U'^  , 
d.  h. 

B&i  verschiedenen  Paaren  sich  um  einander  heioegender  Körper 
verhalten  sich  die  Würfel  der  mittleren  Entfernungen  vm  die  Qua- 
drate der   Umlaujszeiten,  multipUcirt  mit  den  Summen  der  Massen. 

Wenden  wir  diesen  aus  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Anziehung 
fliessenden  Satz  zunächst  auf  die  um  die  Sonne  M  laufenden  Pla- 
neten ni,  m',  ...  an,  so  ist  der  Würfel  der  mittleren  Entfernung  eines 
Planeten  von  der  Sonne  nicht  bloss  dem  Quadrate  der  TJmlaufszeit, 
>vie  es  das  Kepler'sche  Gesetz  will,  sondern  auch  noch  der  Summe 
der  Massen  der  Sonne  und  des  Planeten  proportional.  Sollen  daher 
die  beiden  Gesetze  einander  nicht  widersprechen,  so  müssen  wir  ent- 
weder annehmen,  dass  die  Summen  M-\-m,  M-{-m\  ...  einander 
gleich,  also  auch  die  Massen  m,  m',  ...  der  einzelnen  Planeten  ein- 
ander gleich  sind,  oder  dass  diese  Massen  gegen  die  der  Sonne 
überaus  klein  sind,  und  daher  die  Verhältnisse  zwischen  M-}-m, 
M-\-m' ,  ...  vom  Verhältnisse  der  Gleichheit  äusserst  wenig  ab- 
weichen, um  einen  Unterschied,  der  bei  der  Vergleichung  der  beob- 
achteten Umlaufszeiten  und  der,  überdies  nur  mit  grosser  Mühe  aus 
Beobachtungen  zu  bestimmenden,  mittleren  Entfernungen  ganz  un- 
merkbar bleibt.  Schon  wegen  der  sehr  grossen  Verschiedenheit  des 
körperlichen  Inhalts  der  einzelnen  Planeten,  und  wegen  der  ausser- 
ordentlichen Kleinheit  dieser  Körper  gegen  den  Sonnenkörper,  ist 
die  letztere  Hypothese  die  bei  weitem  wahischeinHchere  und  wird 
noch  auf  andere  Weise,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  als  die  rich- 
tige bestätigt. 
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§.  66.  Eben  so,  wie  die  Planeten  gegen  die  Sonne,  sind  auch 
die  Trabanten  gegen  ihre  l'laneten  dem  Inlialto,  und  daher  sehr 
wahrscheinlich  auch  der  Masse  nach  sehr  klein.  Diese  Einrichtung 
der  Natur  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  für  die  Körper 
unseres  Sonnensystems,  welche  Begleiter  haben,  die  Verhältnisse 
zwischen  ihren  Massen  nähcrunga weise  zu  finden.  Denn  es  folgt  aus 
der  Proportion  («';,  wenn  wir  m  gegen  M  und  m'  gegen  M'  ver- 
nachlässigen : 

Wir  wollen  uns  dieses  an  einigen  Beispielen  erläutern  und  dabei, 
wie  in  §,  44,  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  zur 
Längeneinheit  und  einen  Tag  mittlerer  Zeit  zur  Zeiteinheit  nehmen. 

Da  die  Länge  des  siderischen  Jahres  365-256  Tage  beträgt,  so 
ist  erstens  für  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne: 

Die  mittleren  Werthe  der  Horizontalparallaxen**)   der  Sonne  und  des 
Mondes  unter  dem  Aequator  sind  8"5776  und  57'  i",  und  daher  die 
mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde 
^8-5776  sin  1"^         I 

sin  57'  i"  398.811    ■ 

Da  ferner  der  sideriache  Monat  27-3217  Tage  enthält,   so  ist  für  die 
Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde : 

i~  °°  Ö98Sii)'(273"7)    '' '' 

')  Unter  der  Annihme,  dass  m  um  JTund  w'  um  M'  ^ich  kreiafürnug  be- 
wegen, geht  diets  Proportion  schon  diraus  hervor,  d^.'»  dii.  Krattc  mit  denen  vi 
und  m'  nach  jlf  und  M   hmgetrieben  werden,   zufolge  des  Neivton'ielien  Gesetaea 

sieh  wie  -^    und     —^ ,   nach   der  Theorie  der  Kreisbewegung   aber  eich  wie  — j 
und    -TT73    (§  221  verhalten 

**l  d  h  der  "Winkel  untei  «eichen  m  der  mittleren  Fntfernung  dei  Sonne 
und  dei  Mondea  der  Erdhalbmesser  erseheint 

Wegen  dei  angewandten  numerischen  Werthe  vergl.  das  Vorwort  der  oben 
gegebene  (Enokeschej  ^\  erth  der  Sonnenparallaxe  ist  um  c.  o"3  zu  \ergroHsem. 
ImUebrigen  möge  hier  namentlich  auf  die  in  den  Artt.  127,  159  und  266 — 70  seiner 
Mondatheorie  (1862— 61)  enthaltenen  numerischen  Eesultatc  Hanscn's  hingewiesen 

werden,  wo  u,  A.  der  mittlere  Abstand  des  Mondes  au  -5 angegeben  wird. 

3oi'3i 

A.  d.  H. 
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Die  mittlere  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  ist  =  5-20277, 
und  der  Haltmesser  der  Bahn  seines  vierten  Trabanten,  wie  er  von 
der  Sonne  aus  erscheint,  im  Mittel  gleich  8'  18",  folglich  die  mittlere 
Entfernung  dieses  Trabanten  vom  Jupiter 

Der  siderische  Umlauf  desselben  beträgt  16-6890  Tage.     Mithin  ist 

für  seine  Bcwcgirng  um  den  Jupiter; 

«1  _  (5-20277  sin  8' i8'V  ^      , 

ü"-  (16-6890)^  '      ' 

Es  verhalten  sich  demnach  die  Massen  der  Sonne,  der  Erde  und 

des  Jupiter  wie  fi,  /.i'  und  ft",  oder  es  ist,  die  Masse  der  Sonne  gleich 

I   gesetzt,  die  Masse  der  Erde 

=  li  ==  /3^5-256\"         I  ^        I  ' 

ft         U7-32I7'  (398-811)"        354912  ' 

die  Masse  Jupiters 

=  ^'  =  m:'M  (5..„a„  ™  8',8'T  =  -^  . 
/.i  \  i6-68g  /    ^  '  1053 

wenigstens  sehr  nahe.  Streng  genommen,  sind  nach  der  Proportion 
[«)  des  §.  65,  wenn  vrir  die  Massen  der  Sonne,  der  Erde,  des  Mondes, 
des  Jupiter  und  seines  vierten  Ti'abanten  resp.  mit  S,  T,  L,  J  und 
j  bezeichnen,  die  Zahlen  ;i,  ;<',  f.i"  den  Summen  S  -\-T,  T  -j-  L, 
/-j-/ proportional,  folghch: 

,»        S+T       354912' 

fi  ,S  +  T  1053  ■ 
Die  erste  dieser  Gleichur^en  bedarf  aber  noch  einer  kleinen 
Correction  wegen  der  Störung,  welche  die  Sonne  in  der  Bewegung 
des  Mondes  um  die  Erde  hervorbringt,  und  wodiu-ch  die  gegenseitige 
Anziehung  von  Erde  und  Mond  durchschnittlich  in  dem  Verhältnisse 
358-45  :  357-45  verringert  wird  [§,  101).  Die  aus  dieser  Bewegung  ge- 
schlossene, der  gegenseitigen  Anziehung  proportionale,  Massensumme 
T  +  L  ist  folglich  in  demselben  Verhältnisse  zu  klein  und  muss 
daher  im  umgekehrten  Verhältnisse  vergrössert  werden.  Dies  giebt: 
T+  L_       1 

Nun  ist  L  oder  die  Masse  des  Mondes ,  wie  sie  der  Freiherr 
von  Lindenau  aus  dem  von  ihr  erzeugten  Schwanken  der  Erdaxe 
bestimmt  hat,   der    88-448-te  Theil  der  Erdmasse  T.     Hiermit  wird 
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^  — _i_  88-448  ^  I 
'S  ~  353921"  89'448  357922 
Was  die  Masse  Jupiters,  gleich/:^,  anlangt,  so  ist  wiegen  der 
Kleinheit  von  T  gegen  S,  so  wie  auch  von  /  gegen  /,  —  man  hat 
j  =  — —  J  aus  den  gegenseitigen  Störungen  der  Trabanten  gefun- 
den, auch  bringt  die  Sonne  keine  merkbaren  Störungen  in  diesem 
System  hervor,  ^  so  ist  J :  S  von  J+j  :  S  -\~  T  ^  ——  nicht  merk- 
bar verschieden. 

Zusatz.     Eben  so,   wie   die   Massen   der  Erde  und  des  Jupiter, 
lassen  sich  auch  die  des  Saturn  und  des  Uranus  aus  den  Bewegungen 
ihrer  Trabanten  ermitteln.     Man  hat  auf  diese  Weise  die  Masse 
des  Saturn  =  -- — ,     des  Uranus  =  — — 5  *) 

erhalten.  Die  Massen  der  übrigen  Planeten,  welche  von  keinen 
Trabanten  begleitet  werden,  hat  man  aus  den  kleinen  Störungen, 
welche  ihre  anziehende  Kraft  in  der  Bewegung  der  ihnen  am  nächsten 
kommenden  Planeten  erzeugt,  zu  bestimmen  gesucht.  So  haben  sich 
aus  den  Störungen  der  Erde  dui-ch  Venus  und  Mars  die  Massen 

der  Venus  =  — \~-  ,    des  Mai-s  =  -^ — - 
401S47 '  2Ö80337 

ergeben.     Dagegen  ist  die  in  dem  Veraeichnisse  der  Planetenmassen 

bisher  vorkommende  Merkur smasse  =  - — -g—  nur  eine  hypothetische, 

und  nicht  wie  die  übiigcn  aus  Beobachtungen  hergeleitet. 

§.  G7.  Ein  Körper  heisst  gleichförmig  dicht,  wenn  je  zwei 
ihrem  räumlichen  Inhalte  nach  gleiche  Theile  desselben  auch  gleiche 
Masse  haben.  Von  zwei  Körpern  A  und  B,  deren  jeder  gleich- 
fönnig  dicht  ist,  nennt  man  die  Dichtigkeit  des  A  das  »w-fache  der 
Dichtigkeit  von  B ,  wenn  von  zwei  ihrem  Inhalte  nach  gleichen 
Theilen  von  A  und  B  die  Masse   des  Theils  von  A  dem  m-fachen 


■")  Kessel   (ludet   fili  Jnijitei   und  '^aturn   le'in      -  ,    und  ,   iNewcunih 

1  I     iu4b  3502' 

dagegen  für  üianu«  — -^  ,  für  Neptun  ■— o~      Mittelst  dei  neu  entdeckten  Blars- 

monde  ist  die  Masse  dieses  Planeten  ak  ein  Dreimillioniel  der  Sonnenmasse  aeme 
Dichtigkeit  ah  etwa  drei  Vieitel  der  Erddichte  bestimmt  worden  Auoh  haben  die 
Untersuchungen   \on  Hansen   und  Leveniei  die  Missen   von  ^  enns  und  Eide 

resp     au   und   — ■    -    «geben     -nahiend  dia   \eihaltni3i  der  Masqcn  lun 

'^  410000  320000      " 

Mond  nnd  Erde  von   3-  nicht  -wesentliLh  ibneiehtn  kann  A    d    H 
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der  Masse  des  Theils  von  B  gleich  ist.  Setiit  man  daher  von  einem 
Körper,  bei  welchem  jeder  Theil,  dessen  Inhalt  =  i,  eine  Masse 
=  I  hat,  auch  die  Dichtigkeit  ^  i ,  so  ist  von  einem  gleichförmig 
dichten  Köi-per ,  wenn  seine  Masse  =  m  und  sein  Inhalt  ^  i  ist, 
seine  Dichtigkeit  ==  m ;  ist  aber  der  Inhalt  ^  » ,  so  ist  die  Dichtig- 
keit gleich  der  Masse  eines  Theils  des  Körpei-s,  dessen  Inhalt  =  i 
ist,  also  gleich  m:v,  d.  h.  die  Dichtigkeit  idrd  gefunden,  wenn  man 
die  Masse  durch  den  Inhalt  dtvidiit  und  umgekehrt  isl  die  Masse 
dem  Produet  aus  der  DichtigKnt  m  den  Inhalt  gleich. 

Ist  ein  Köi-per  nicht  gleichfoiniig  dicht,  so  nennt  man  den 
Quotienten,  welcher  durch  Division  der  Misse  des  Köi-pers  mit  seinem 
Inhalte  gefunden  wird,  seine  mittleie  Dichtigkeit,  die  daher  auch 
einerlei  ist  mit  der  Dichtigkeit  eines  gleichförmig  dichten  Körpers, 
welcher,  der  Masse  und  dem  Inhalte  nach,  dem  ersteren  Körper 
gleich  ist. 

§.  68.  Kugeln  verhalten  sich  ihrem  Inhalte  nach  wie  die  Würfel 
ihrer  Halbmesser.  Die  mittleren  Dichtigkeiten  der  Himmelskörper 
verhalten  sich  daher  ^vie  die  Massen,  dividirt  durch  die  Würfel  der 
Halbmesser  dieser  Köi-pcr.  So  verhält  sich  z.  B.  die  Dichtigkeit  der 
Sonne  zur  Dichtigkeit  der  Erde  wie 

3579^^ 


(sin  8"5682}^ 

Denn  der  scheinbare  Halbmesser  der  Sonne  in  der  mittleren 
Entfernung  derselben  von  der  Erde  ist  i6'  i",  und  von  der  Sonne 
aus  erscheint  in  der  nämlichen  Entfernung  der  Halbmesser  einer 
Ki^el,  welche  mit  der  in  dem  Verhältnisse  von  301  :  302  =  ;j  :  i 
abgeplatteten  Erde  gleichen  Inhalt  hat,  unter  dem  Winkel  von 

^?.8"5776  =  ^^^äl^=  8-568..). 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  =  i  gesetzt,  ist  demnach  die 
mittlere  Dicht^keit  der  Sonne 

*)  EinEUipboid  dessen  drei  Hauptixen  gleich  2«  26  . c  sind,  hat  den  liihfilt 
einer  Kugel  dertn  Halbmesser  =  "(  ös7  11t  Die  Erde  iit  ein  Ellipsoid,  bei  wel- 
chem die  znei  groRsten  Haiptaxen  sie  seien  aa  und  26  einander  gleich  sind. 
Mith  n  ist  die  Eide  einci  Ku^el  gleich  deren  Halbmesser  gleich  yu^c  =  ayp  , 
wenn  c  a  =  ji  gesetzt  wird  —  "\Ian  bemerke  n u  noch  diss  8"S776  i^er  Wi"^el 
iBt  unter  welchem  a  oder  der  Halbmesser  du«  Erdäquators  von  der  Sonne  et- 
acheint    §    66 


y  Google 


^  357922  \^  ^^  ^^,  ^„  I  =  0-2537  f 

also  beiläufig  ein  Viertel  von  der  Dichtigkeit  der  Erde.*) 

Eben  so  hat  man  aus  den  Massen  und  Halbmessern  der  übrigen 
Planeten  ihie  Dichtigkeiten  berechnet  und  die 

des  Mondes  =  o-6iq,  des  Jupiter  =  0-238, 

der  Venus    =0'923,  des  SatuYn  =0-138, 

des  Mars      =  0'948,  des  Uranus  =  0'242 

gefunden,  also  sämmtlich  kleiner,  als  die  Dichtigkeit  der  Erde,  die 
hierbei,  wie  vorhin,  ^=  i  angenommen  wird.  Insbesondere  ist  die 
geringe  Dichtigkeit  der  drei  Ton  der  Sonne  entferntesten  und  zu- 
gleich grössten  Planeten  auffallend  **) ,  während  Venus  und  Mars 
nicht  viel  weniger  dicht,  als  die  Erde  selbst ,  sind. 

Vergleicht  man  die  Dichtigkeiten  der  Erde,  des  Jupiter  und  des 
Saturn  mit  einander,  so  zeigt  sich,  dass  sie  nahe  in  dem  umgekehrten 
Verhältnisse  der  mittleren  Entfernungen  dieser  Körper  von  der  Sonne 
stehen.  Nach  diesem  Gesetze,  was  jedoch  nicht  auch  bei  Venus, 
Mars  und  Uranus  sich  bestätigt  findet,  hat  Laplace  die  Dichtigkeit 
des  Merkur  =  2-94  geschlossen  und  hiernach  die  oben  bemerkte 
Masse  dieses  Planeten  bestimmt.  Erst  vor  wenigen  Jahren  ist  es 
den  Astronomen  möglich  geworden,  diese  Massenbestimmung  einer 
Prüfung  zu  unterwerfen.  Es  kam  nämlich  gegen  Ende  des  Jahres  1838 
der  nach]  Encke  seinen  Namen  führende  Komet  dem  Merkur  so 
nahe,  dass  letzterer  einen  sehr  merkbaren  Einfluss  auf  die  Bewegung 
des  Kometen  äusserte,  einen  Einfluss,  der  für  uns  bei  der  damals 
nicht  sehr  beträchtlichen  Entfernung  des  Kometen  von  der  Erde  um 
so  augenfälliger  werden  musste.  Aus  den  zu  jener  Zeit  in  Berlin 
angestellten  Beobachtirngen  des  Kometen  hat  sich  nun  ergeben,  dass 
die  Laplaee'sche  Masse  und  Dichtigkeit  mit  —  multiplicirt  werden 
müssen.  ,, Dieses  Resultat  kann  jedoch  nur  als  eine  durch  einen 
rohen  Ueberechlag  gewonnene  erste  Näherung  angesehen  werden"***). 

*)  Dieselbe  beträgt  im  Mittel  bekanntlich  das  5-6-fache  von  der  Dichte  des 
Wasscrfi,  während  die  durciisehnittliehe  Dichtigkeit  der  oheraten  {festen)  Erd- 
Bchiehten  kaum  die  Hälfte  jenes  Betrags  erreicht  (vgl.  Eeich  im  ersten  Bande  der 
Abhandlungen  der  K.  Sllehs.  Gesellschaft  der  Wissmiehafteii,  Leipzig  1852,  oder 
Heimelt,  Geodäsie  Bd.  H,  8.  277).  A.  d.  H. 

**)  Auch  die  Dichtigkeit  des  Neptun  scheint  vonTo.a  wonig  verBchieden  {New- 
comb,  Astronomy).  A,  (1.  H. 

***)  Astronomüohe  NuchrtchUn,    X"VI.  Band,    Seite  2-14.     [Nach   Leverrier's 

Unters« chuneen    beträgt   die   Masse   des   Merkur   — und   ist   auf    etwa   den 

5310000 

Möbiaa  Worte  IV.  8 
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§.  69.  Im  Bisheiigen  haben  wir  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Himmelskörper  bloss  aus  den  gegenseitigen  Entfernungen  ihrer  Mittel- 
punkte und  aus  ihren  Massen  bestimmt,  also  eben  so,  als  ob  die 
Masse  eines  jeden  in  seinem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Da  aber 
die  Gesammtanziehung  zweier  Körper  aus  den  Partialanziehungen 
ihrer  einzelnen  Theilchen  zusammengesetzt  ist  (§.  63),  so  entsteht  die 
Frage,  ob  nicht  jene  Bestimmung  der  Anziehung  zweier  Himmels- 
körper noch  einer  kleinen  Berichtigung  bedarf,  sobald  wir  die  An- 
ziehungen ihrer  einzelnen  Theilchen  berücksichtigen,  und  deshalb 
noch  die  Gestalt  und  Grösse  eines  jeden  und  die  Vortheilung  seiner 
Masse  mit  in  Rechnung  nehmen. 

Die  Himmelskörper  weichen  von  der  Kugelgestalt  nur  sehr  wenig, 
mehrere  durchaus  unmerklich,  ab,  und  nach  dem,  was  in  §.  63  über 
die  muthmaassliche  Bildung  dieser  Kugeln  gesagt  worden,  ist  es  nicht 
wohl  anders  denkbar,  als  dass  bei  jeder  derselben  für  sich  in  gleicher 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  auch  gleiche  Dichtigkeit  statt  findet. 
Stellen  wii'  uns  daher  eine  solche  Kugel  durch  concentrische  Kugel- 
flächen in  genugsam  dünne  Schalen  zerlegt  vor,  so  vdiä  jede  dieser 
Schalen  für  sich  —  gegen  das  Ganze  unbedeutende  Irregularitäten 
abgerechnet  —  gleichförmig  dicht  sein,  wenn  auch  die  Dichtigkeit 
von  einer  Schale  zur  anderen  wechselt  und,  wie  es  am  wahrschein- 
lichsten ist,  von  der  Oberfläche  der  Kugel  nach  ihrem  Mittelpunkte 
zunimmt. 

Um  daher  die  gegenseitige  Anziehung  zweier  Himmelskugeln 
genau  zu  bestimmen ,  wollen  wir  zuerst  die  Anziehung  einer  gleich- 
förmig dichten  Kugelschale ,  deren  Dicke  unendlich  klein  ist ,  oder 
vielmehr  geradezu  die  Anziehung  einer  gleichförmig  dichten  materiellen 
Kugelfläche,  auf  einen  ausser  ihr  gelegenen  materiellen  Punkt  zu  er- 
mitteln suchen.  Ohne  höheren  Calcul  anzuwenden,  dürfte  dieses 
folgendergeatalt  am  einfachsten  geschehen. 

1)  Sei  P  (Fig.  25)  der  materielle  Punkt  und  C  der  Mittelpunkt 
der  materiellen  Kugelfläche.  Die  Gerade  PC  treife  die  Fläche  in 
A  und  B,  und  eine  durch  PG  gelegte  Ebene  schneide  sie  in  dem 
grössten  Kreise  ATB.  Sei  FF'  ein  Element  dieses  Kreises.  Wäh- 
rend der  Halbkreis  AFB,  wenn  er  um  AB  gedreht  wird,  die  Kugel- 
fläche ei'zeugt,  beschreiben  die  Punkte  F  und  F'  zwei  Parallelkreise 
und  das  Element  FF'  eine  von  diesen  Kreisen  begrenzte  Zone.  Man 
theilc  diese  Zone  durch  Linien,  die,  wie  FF',  auf  den  zwei  Kreisen 
pei-pendikular  sind,   in  einander  gleiche  Elemente.     Jedes  derselben 

sohätzea.    Damit  wöxde  sich  die  Dich- 
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ist  hiernach  ein  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  FF'  und  dessen  Breite 
gleich  dem  2ra-ten  Theüe   des  von  F  oder  F'  beschriehenen  Kreises 


ist,  wenn  a  w  die  unendliche  Anzahl  der  Elemente  bezeichnet.  Fällt 
man  daher  von  F  auf  AB  das  Perpendikel  FE  und  setzt  die  Dich- 
tigkeit der  Kugelfläche  =  e ,  so  ist 

der  Inhalt  und  ei  die  Masse  jedes  Elements  (§.  67). 

2)  Da  der  Punkt  P  von  jedem  dieser  Elemente  gleich  weit,  näm- 
lich um  eine  Linie  gleich  PF  absteht,  so  wird  er  von  jedem  Elemente 
mit  einer  Kraft 

_Kei 
"  ~  FF^ 
angezogen,  deren  Richtung  mit  PC  einen  Winkel  ==  CPF  macht. 
Man  zerlege  jede  dieser  2n  Kräfte  in  zwei,  von  denen  die  eine  die 
Richtung  P  0  hat,  die  andere  auf  P  C  noi-mal  ist.  Jede  der  ersteren 
ist  gleich  v ,  PE :  PF,  und  daher  ihre  gleichfalls  nach  PC  gerichtete 
Resultante 

_  PE  _  znKei.PE 

y  —  znv.  p^-^        Pi^' 

_2jtKe.PE.EF.FF' 

Jede  der  letzteren  Kräfte  ist  gleich  v  .  EF:  PF,  und  ihi-e  Rich- 
tungen sind  parallel  mit  den  2n  Radien,  durch  welche  der  von  i^ be- 
schriebene Kreis  in  a  w  gleiche  Theile  getheilt  wird.  Diese  Kräfte 
heben  sich  daher  paarweise  auf,  nämlich  je  zwei,  deren  Richtungen 
parallel  mit  zwei  einander  entgegengesetzten  Radien  sind.  Mithin 
reducirt  sich  die  Anziehung  der  ganzen  Zone  auf  die  nach  PC  ge- 
richtete Kraft  V  allein. 

3)  Man  fälle  von  C  auf  PF  das  Pei-pendikel  CD,  so  ist 


y  Google 


116  Mechanik  des  Himmels.    Zweiter  Abschnitt.  §,69. 

PEPD  EF  _  CD 

PF^ PO  PF^PC' 

wodurch 

V  —  2n;jie  .       p^j  ^  pjj. 
wird. 

Man  trage  ferner  PF  auf  PF'  von  P  bis  G  ab,  so  sind  DFG 
und  FGF'  unendlich  nahe  rechte  Winkel,  so  wie  auch  OFF'  ein 
lechter.  Mithin  sind  die  Dreiecke  FGF'  und  FDC  gleichwinklig, 
und  es  verhält  sich 

FF'  :  GF'  =  CF:CD  , 
folglich  ist 

CD.FF'  =  r.GF'  , 

wenn,  man  [den   Halbmesser  des  Kreises  A  TB   gleich  r  setzt.     Dies 
giebt : 

^-    PD  .  GF'  ^,        ^Ker 

V  =  zN    — wo     iV  =  • ■ 

^  PF        '        "*     ^  PC^ 

4)  Man  verläugere  die  Linien  PF  und  PF',  bis  sie  den  Kreis 
.4  TS  zum  zweiten  Male,  in^undy,  schneiden,  und  trage  P/ auf 
Pf  von  P  bis  <y  ab,  so  sind  die  Winkel  FF'G  und  //"y  einander 
gleich,  mithin  die  gleichnamigen  Dreiecke  gleichwinklig,  und  es  ver- 
hält sich 

FF:  Pf^FG:fs=GF':f'g  , 
folglich 

PF:  GF'  =  PF-^Pf:  GF'  -^-fg  =■  iPD  -.Ff—F'f  , 
weil  D  der  Mittelpunkt   der  Sehne  Ff,   und  F/=^  Gg   ist.     Hier- 
durch wird 

V=N{Ff-F'f)  . 

5)  Auf  dieselbe  Art  wird  bewiesen,  dass  die  Anziehung  des 
Punktes  P  von  der  Zone,  welche  bei  Drehung  des  Halbkreises  A  TB 
von  ff  erzeugt  wird,  ebenfalls 

=  S{Ff-Ff", 
ist  und  die  Eichtung  P  C  hat.    Auch  folgt  dieses  schon  daraus,  dass 
N  eine  von  den  Elementen  FF'   und  ff   unabhängige   Grösse  ist, 
und  die  Differenz  Ff—F'f  von  ihnen  auf  gleiche  Weise  abhängt. 

6)  Seien  F' F" ,  F"F"',...  mehrere  auf  FF'  im  Kreise  ATB 
folgende  Elemente,  und  seien  y,  _/'",. ..  die  l'unkte,  in  denen  der 
Kreis  von  den  Geraden  PF",  PF'", . . .  zum  zweiten  Male  geschnitten 
wird,   so  zieht  jede  der  Jbeiden  Zonen  \F'  F"^   und  [/'/"],  d.  i.  der 
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Zonen,  welche  von  den  Elementen  F' F"  und/'/"   erzeugt  werden, 
den  Punkt  P  mit  einer  Ki-aft 

V  =  N[F'f'  -  F'-f") 
an;  jede  der  beiden  Zonen  [F" F'"]  und  [/"/'"]  mit  einer  Kraft 

V"  =N{F"f"-F"'f"}  , 
u.  s.  w.     Hieraus  folgt  weiter   die  Anziehungskraft  jeder  der  beiden 
Zonen  [FF"]  und  [ff] 

=  V+  V  =N{Ff~F"f")  ; 
die  Anziehungskraft  jeder  der  beiden  Zonen  [FF"']  und  [//'"] 

:=  V+  V  +  V"  =  N{Ff—F"'f")  ; 
und  so  fort  bei  der  Zusammensetzung  noch  mehrerer  Eleraentarzonen, 
wie  nahe  auch  von  den  Linien  PFf,  PF' f ','...  PJ'Cnl/l'nl  die  erste 
der  Linie  PAB  und  die  letzte  der  von  P  an  den  Kreis  gezogenen 
Tangente  PT  liegt.  Greht  man  bis  zu  diesen  beiden  Grenzen  selbst 
fort,  so  findet  sich,  weil  für  die  Tangente  die  Sehne  Fl""!/!™'  Null 
wird,  die  Anziehung  jeder  der  beiden  Zonen  [-47]  und  [BT] 

^N.AB  , 
und  da  diese   zwei  Zonen  die  ganze  Kugelfläehe   ausmaclien,   so  ist 
die  von  derselben  auf  P  ausgeübte  Anziehung 

=  2N.AB  =  iNr=Vi£^- 

Es  ist  aber  4jrr^  der  Inhalt  der  fKugelfläche,  mithin  4?cer^  ihre 
Masse.     Setzen  wir  diese  =  m ,  so  wird  die  erhaltene  Anziehung 

_Km 

~  PC  ' 
und  wir   folgern  daraus   den  merkwürdigen   Satz,'  dass   eine  gleich- 
förmig dichte  Kugelflüche   einen  aussei-  ihr   befindlichen  Punkt  P  eben 
so  anzieht,    als  wenn   ihre  Masse  m   in   ihrem    Mittelpunkte    O  ver- 
einigt wäre, 

§.  70.  Zusätze,  a]  Ist  FF'  das  Element  eines  Ki-eises,  P  ein 
Punkt  in  der  Ebene  des  Kreises,  und  wird  letzterer  von  den  Geraden 
PF  und  PF'  noch  in  /  und  f  Igeschnitten,  so  sind  die  Dreiecke 
PFF'  und  Pf'f  gleichwinklig,  und  es  verhält  sich  daher 

FF'  -.ff  -=  PF:  Pf  oder  Pf  . 
Dasselbe  wird  auch  gelten,  wenn  P  ein  Punkt  im  Räume  und  F,  F' 
zwei   einander  unendlich   nahe  Punkte   auf  einer  Kugelfläche   sind, 
weil  diese  Fläche  von  der  Ebene  PFF'  in  einem  Kreise  geschnitten 
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■wü-d.  Ist  daher  ABC  (Fig.  26)  ein  Elementai-dreieck  auf  einer 
Kugelfläche,  P  ein  Punkt  im  Räume,  und  wird  die  Fläche  von  PA, 
PB,  PC  noch  in  a,  b,  c  geschnitten,  so 
bilden  a,  h,  c  ein  zweites  Elementar- 
dreieck, von  welchem  jede  Seite  zu  der 
entsprechenden  Seite  des  Dreiecks  ABO 
sich  wie  die  Entfernung  des  Dreiecks  abc 
von  P  zu  der  Entfernung  des  Dreiecks 
AS  C  von  P  verhält.  Mithin  sind  die  Drei- 
Fig.  2«,  ecke   ABC   und   aho    einander   ähnlich, 

und  ihre  Flächen  verhalten  sich  wie 
AB^:ah^  =  PA^iPa^  , 
d.  i.   wie  die   Quadrate    ihrer   Entfernungen  von  P.     Der  Punlct  P 
wird  fo^Iich,  wenn  die  Kugelfläche  gleichförmig  dicht  ist,    von  den 
beiden  Dreiecksflächen  gleich  stark  angezogen. 

i)  Man  sieht  hieraus ,  wie  das  vorhin  erhaltene  Resultat  der  gleich 
starken  Anziehung  von  Zonen,  wie  [FF']  und  [//'],  eich  verallge- 
meinern lässt .  Zerlegt  man  nämhch  irgend  einen  endlichen  Theil  Z 
der  Kugelfläche  in  Elementardreiecke  und  bestimmt  zu  jedem  der- 
selben, wie  ABC,  ein  zweites  abc  aiif  der  Kugelfläche  so,  dass  Aa, 
Bb,  Cc  sich  in  P  treifen,  so  werden  die  Fläche  Z  und  das  Aggregat 
z  der  Dreiecke  ahc,  d.  h.  je  zwei  Theile  Z  und  z  der  Kugelfläche, 
deren  Perimeter  in  einer  und  derselben,  den  Punkt  P  zur  Spitze 
habenden  Kegelfläche  Hegen,  diesen  Punkt  gleich  stark  anziehen. 

c]  Der  in  a)  vorangestellte  Satz  ist  auch  dann  i-ichtig,  wenn  der 
Punkt  P  nicht,  wie  in  der  Figur,  ausserhalb,  sondera  innerhalb  des 
Kreises  liegt;  und  eben  so  wird  der  daraus  gezogene  Schluss  gleicher 
Anziehungskraft  der  Thoile  Z  und  z  einer  Kugelfläche  auch  dann 
bestehen,  wenn  P  innerhalb  der  Kugelfläche  ist.  Nur  unterscheidet 
sich  letzterer  Fall  von  ersterem  dadurch ,  dass  die  Anziehungskräfte 
von  Z  und  z  im  ersteren  Falle  eine  und  dieselbe  Richtung  haben 
und  daher  einander  verdoppeln,  im  letzteren  FaUe  nach  entgegen- 
gesetzten Bichtungen  wirken  und  sich  daher  aufheben.  Zugleich  geht 
daraus  heiTor,  dass  die  Wirkung  der  ganzen  Kugelfl&che  auf  einen 
irgendwo  innerhalb  derselben  befindliehen  Punkt  P  Null  sein  muss, 
da  sieh  die  ganze  Fläche  in  Theüe,  die,  wie  Z  und  z ,  in  Bezug  auf 
P  einander  gegenüberstehen,  zerlegen  lässt,  und  folglich  der  Punkt 
nach  allen  Seiten  gleich  stark  angezogen  wird. 

§-  71.  Folgerungen,  a)  Was  in  §,  69  von  euier  gleichföi-mig 
dichten  Kugelfläche  bewiesen  worden,   wird  offenbar  auch  von  einer 
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gleichförmig  dichten  unendlich  dünnen  Kugelschale  gelten.  Und  da 
jede  Ki^el  in  unendlich  dünne  mit  ihr  concentrische  Kugelschalen 
zerlegt  werden  kann,  ao  wird  auch  eine  Kugel,  wenn  sie  gleichförmig 
dicht  ist,  oder  auch,  wenn  nur  je  zwei  gleich  weit  vom  Mittelpunkte 
entfernte  Theilchen  derselben  gleiche  Dichtigkeit  haben,  einen  ausser 
ihr  befindlichen  Punkt  eben  so  anziehen,  als  wenn  ihre  Masse  in 
ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Bezeichnet  daher  M  die  Masse 
einer  solchen  Kugel  und  G  ihren  Mittelpunkt,  so  wird  von  ihr  der 
materielle  Punkt  P  mit  einer  Kraft 
K.M 
~  PC- 

h)  Heisst  ^y  die  Masse  des  materiellen  Punktes  P,  so  ist  die  be- 
wegende Kraft,  mit  welcher  P  nach  der  Kugel  hingetrieben  wird, 
gleich  dem  Producte  aus  p  in  die  beschleunigende  Kraft  (§.  61],  also 
_  K.M.p 

und  nach  PC  gerichtet,  Sie  ist  zusammengesetzt  aus  den  bewegen- 
den Kräften,  mit  denen  P  nach  den  einzelnen  Massentheilchen  der 
Kugel  getrieben  wird.  Da  aber  die  Anziehung  immer  gegenseitig 
ist,  und  da  bei  zwei  sich  anziehenden  Theilchen  die  bewegenden 
Kräfte,  mit  denen  sie  gegen  einander  getrieben  werden,  sich  gleich 
sind  (ebendas.),  so  ist  auch  die  ßesultante  der  bewegenden  Kräfte, 
mit  denen  die  Theilchen  der  Kugel  nach  P  hin  getrieben  werden, 
gleich  KMp  :  PC^  und  nach  CP  gerichtet.  Ziifolge  der  Anziehung 
von  P  wirkt  demnach  auf  die  Kugel  eine  nach  OP  gerichtete  be- 
schleunigende Kraft 

_K,p 

'~  CP^  ' 
c)  Wird  die  Kugel,    ausser  von  P,  noch  von  mehreren  anderen 
Punkten  P',  P",---i   deren  Massen  :=^',  p",..-  sind,  angezogen,   so 
wirken  auf  die  Kugel  gleichzeitig  nach  CP,  CP',   CP",...  gerichtete 
Kräfte,  welche  resp. 


*)  Ist  P  em  Punkt  innerhalb  der  Kugel  so  aeilege  mau  sie  durch  eine  durch 
P  becehriehene  concentiisohe  Kugelflai,he  in  eine  Uemere  Kugel  und  eine  Kugel 
aehal«  "Weil  P  auf  dei  Oberfläche  der  'Jemereii  Kugel  und  dahei  lusseilialb 
dieser  Kugel  hegt,  su  iviid  er  von  ilu,  ehen  so  angezogen  als  ob  Are  Masse  m  ( 
veieinigt  wgae  Und  dieses  let  auch  die  Anziehung  dei  ganzen  Kugel,  neil  die 
Anziehung  leder  der  unendlich  dünnen  eoneentri sehen  ''ohalen  in  welche  man  die 
ganze  Sfhale  zukgoii  kinn   in  eh  6   71)    c    N  ill  ist 
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_Kp  Kp'  Kp" 

sind.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  alle  diese  materiellen  Punktß  eine 
zweite  Kngel  bilden,  bei  welcher,  wie  bei  der  ersten,  in  gleicher  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  gleiche  Dichtigkeit  statt  findet,  und  be- 
zeichnen wir  die  Masse  dieser  zweiten  Kugel,  ^p  -\- p'  -\- p"  -}----i 
mit  M^  und  ihren  Mittelpunkt  mit  C, ,  so  lassen  sich,  nach  dem  in 
a)  Bemerkten,  alle  jene  Kräfte,  deren  Richtungen  in  C  zusammen- 
treffen, zu  einer  einzigen 

__  K.M, 
■"    001 
verbinden,  deren  Richtung  0C^  ist;   d.  h,  die   erste  Kugel  wird  von 
der  zweiten  —  und  folglich  auch  die  zweite  von  der  ersten  —  eben 
so  angezogen,  als  ob  die  Massen  beider  Kugeln  in  ihren  Mittelpunkten 
vereinigt  warben. 

Wenn  demnach  auf  zwei  oder  auch  mehr  er  ^{Kugeln,  deren  jede  in 
gleicher  Entfernung  mn  ihrem  Mittelpunkte  gleiche  Dichtigkeit  hat, 
keine  anderen  Kräfte,  als  ihre  gegenseitige  Einziehung,  wirken ,  so 
bewegen  sich  die  Mittelpunkte  eben  so,  als  ob  sie  allein  vorhanden  und 
in  ihnen  die  Massen  der  Kugeln  vereinigt  wären. 

Man  sieht,  wie  dieses  Resultat  unmittelbare  Anwendung  auf  die 
Bewegung  der  Himmelsköi-pei  leidet,  und  dass  wir  bei  Berechnung 
der  Bahnen  ihrer  Mittelpunkte,  wie  bisher,  so  auch  fernerhin  die 
Dimensionen  dieser  Körper  ganz  unberücksichtigt  lassen  können. 

Allerdings  zeigen  einige  derselben  eine  kleine  Abweichung  von 
der  Kugelgestalt.  Der  Einfluss  dieser  Abweichung  auf  die  Bewegung 
der  von  ihnen  angezogenen  Körper  ist  aber  bei  ihren  grossen  Ent- 
fernungen von  einander  so  gering,  dass  er  jeder  Beobachtung  ent- 
gehen muss ,  —  mit  Ausnahme  der  noch  wahrnehmbai'en  Störungen, 
welche  die  abgeplattete  Gestalt  Jupiters  in  den  Bewegungen  seiner 
Trabanten  hervorbi-ingt ,  und  mit  Ausnahme  des  kleinen  Einflusses 
der  Abplattung  der  Erde  auf  die  Bewegung  des  Mondes. 

§.  72,  Die  Kraft,  mit  welcher  ein  Himmelaköi'per  einen  anderen 
Körper  anzieht,  ist  nach  §.  71  umgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  des  anderen  vom  Mittelpunkte  des  ersteren,  und 
dieses  nicht  bloss  bei  grösseren  Entfernungen,  sondern  auch  dann 
noch,  wenn  beide  Köi-per  bis  zur  Berührung  einander  nahe  sind.  Es 
wird  hiernach  von  besonderem  Interesse  für  uns  sein,  aus  der  Kraft, 
mit  welcher  die  Erde  den  um  sie  laufenden  Mond  anzieht,  die  An- 
ziehungskraft der  Erde  auf  Körper  in  der  Nähe  ihrer  Oberfläche  zu 
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berechnen,  indem  die  Wirkungen  der  letzteren  Kraft  sich  unmittel- 
bar beobachten  lassen. 

"Bedeutet  a  die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der  Eide 
und  n  seine  mittlere  Bewegung,  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  der 
Mond  in  der  Entfernung  a  nach  der  als  ruhend  gedachten  Erde  hin- 
getrieben wird,  oder  der  doppelte  Raum  (§.  10),  um  welchen  der 
Mond  in  der  ersten  Zeiteinheit  gegen  die  Erde  fällt ,  gleich  nna;  es 
ist  der  Werth  von  T  in  §.  55  für  r  =  a.     Nun  ist  (§.  66) 

«=  -. r— ;?  =  6o-2q6  Halbmessern  des    Erdäouators 

sin  57    i 

=  6o.296x  19630638  Pariser  Fuss, 
und  wenn  wir  zur  Zeiteinheit  die  Minute  wählen: 


27'32i7  X  24  X  60 
Hiermit   findet    sich    der   Fallraum    des   Mondes   ui    der   ersten 
Minute; 

ynna  =  15 '094.  Fuss  . 

Wegen  der  gegenseitigen  Anziehung  von  Erde  und  Mond  fällt 
aber  sowohl  letzterer  gegen  die  erstere,  |als  erstere  gegen  den  letz- 
teren, und  zwar  mit  Geschwindigkeiten,  die  sich  umgekehrt  wie  ihre 
Massen,  also  wie  88  ;  i,  verhalten.  Der  Theil  des  Fallraumes,  wel- 
cher auf  den  Mond  allein  kommt,  oder  der  Fallraum  eines  Körpers, 
der  um  die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  absteht  und  eine  gegen 
die  Erde  ganz  zu  vernachlässigende  Masse  hat,  ist  folglieh  der  gz-ste 

Theil  des  sanzen.    Dieser  muss  aber  noch  mit  —  multipliciit  werden, 

^  357  ^ 

um  ihn  von  dem  störenden  Einflüsse  der  Sonne  zu  befreien,  als  wo- 
durch die  gegenseitige  Anziehung  von|Erde  und  Mond  im  Verhältnisse 
von  358  ;  357  geschwächt  wird  [§.  66).  Wir  erhalten  somit  den  ver- 
besserten Fallraum 

_  88       358 
~  89  ^  357  " 

Um   hieraus  einen   durchschnittlichen  Werth   für  den  Fallraum 
auf  der  Oberfläche  der  Erde  abzuleiten,  wollen  wir  für  die  abgeplat- 
tete Erde   eine   ihr  an  Inhalt  und  Masse   gleiche  Kugel  substituiren. 
Vom  Mittelpunkte  dieser  Erdkugel  ist  der  Mond  um 
I  -ooi  1  X  6o'296  =  60-363 

ihrer  Halbmesser  entfernt  (§.  68),  und  es  ist  folglich  auf  der  Ober- 
flüche dieser  Kiigel  der  Fidhaum  in  der  ersten  Minute 


'  15-094  =  14-966  Fuss  . 
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=  60-363°  X  14-966  Fuss, 
ersten  Secunde: 

15-148  Fuss  , 

Es  beträgt  aber  (§.  10),  einer  sehr  gi-osscn  Anzahl  an  den  ver- 
schiedensten Oi-ten  der  Erde  angestellter  Peiidelbeobachtungen  zufolge 
(§.  26),  der  Fallraum  in  der  ersten  Secunde  unter  den  Polen  i5-i32 
Fuss  und  unter  dem  Aequator  15-054,  oder  vielmehr 

^x  I5'054=  15-106  Fnss  , 

weil  durch  die  Schwungkraft,  welche  durch  die  Axendi^ehung  der 
Erde  erzeugt  wird,  und  deren  Wirkung  hier  ausser  Acht  bleiben 
muss,  die  Schwerkraft  unter  dem  Aequator  um  ihren  28S-sten  Theil 
veiTingert  wird.  Die  grosse  Uebereinstimmung  zwischen  diesen  Zahlen 
und  dem  vorhin  aus  der  Bewegung  des  Mondes  gefolgerten  Resul- 
tate*} zeigt  nun  auf  das  deuthchste,  dass  die  Kraft,  welche  die  Er- 
scheinung des  freien  Falles  der  Körper,  ihren  Druck  auf  untergelegte 
Fachen  u.  s.  w.  her^vorbringt,  und  welche  die  Schwerkraft  genannt 
wird,  völlig  einerlei  mit  derjenigen  ist,  mit  welcher  die  Erde  auf  den 
Mond  und  noch  entferntere  Himmelskörper  wirkt.  Diese  sich  über 
alle  Grenzen  erstreckende  Kraft  der  Erde,  sowie  die  ähnliche  Kraft 
jedes  anderen  Himmelskörpers,  und  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Materie  überhaupt,  hat  man  daher  anch  die  allgemeine  Schwere 
genannt , 

Zusatz.  Aus  dem  Fallraume  auf  der  Oberfläche  der  Erde  kann 
man  leicht  den  Fallraum  auf  einem  anderen  Himmelskörper  mittelst 
der  Verhältnisse  zwischen  den  Massen  und  den  Halbmessern  beider 
Körper  herleiten.  Denn  zufolge  des  Ausdrucks  für  die  anziehende 
Kraft  ist  er  direct  der  Masse  und  umgekehrt  dem  Quadrate  des 
Halbmessers  proportional.  Bezeichnen  daher  M,  S,  F  die  Masse  der 
Erdkugel,  ihren  Halbmesser  und  den  Fallraum  in  der  ersten  Secunde 
auf  der  Oberüäche  der  Erde,  und  bedeuten  M',  R' ,  F'  dasselbe  für 
irgend  einen  anderen  Himmolskoi-per,  so  hat  man 

*)  Eine  noch  bessere  Ueberein Stimmung  erhält  man,  wenn  man  in  obiger 
Eechnmig  die  Laplaoe'eche  Bestimmung  der  Mondsmasse,  gleich  —  der  Erd- 
masse [nach  Hansen  -^ ,  §.  67],  anwendet.    Denn  damit  finden   sieh   15-119  statt 

der  obigen  15-148  Fuss.  Den  Pendelbeobachtungen  zufolge  ist  aber  auf  einer  der 
Erde  an  Inhalt  und  Masse  gleichen,  sieh  nicht  drehenden  Kugel  der  Falbaum  in 
der  ersten  Secunde  gleich  is-ioGFuss. 
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'  M  '  n 

So  ist  z.  B.  für  den  Mond  nahe 

31  ~  88'        M''' 


V--  6-55 

Für  die  Sonne  ist     ^  =  357922  ,        -^  =  —  ,     und  daher 

F'  =28.53  ■  -?'■ 
Auf  dem  Monde   fällt  daher   ein  Körper  in  der  eisten  Secunde 
■  =  2-31  Fuss,   auf  der  Sonne   28-53  x  15-12  =  431-4  Fuss.   ■ — 


6-55   ■ 

Ein  Körper,  der  bei  uns  6^  Pfund  iviegt,  di-ückt  auf  dem  Monde 
nicht  stärker,  als  ein  Gewicht  von  i  Tfund  bei  uns;  und  ein  G-e- 
mcht  von  I  Pfund  lastet  auf  der  Sonne  eben  so  stark,  als  ein  Ge- 
wicht von  2  8-1  Pfund  bei  uns. 


Fünftes  Kapitel. 

Ällgememe  Gesetze  der  Bewegung  bei  einem  System 
sich  anzieliender  Körper. 


§■  73.  Es  ist  schon  erinnert  worden,  dass  wegen  der  gegensei- 
tigen Anziehung  aller  Körper  che  Planeten  in  ihren  Bewegungen  um 
die  Sonne  sich  nicht  vollkommen  genau  nach  den  von  Kepler  ge- 
fundenen Gesetzen  bewegen.  Dies  würde  nur  dann  geschehen  können, 
wenn  die  Masse  jedes  Planeten  gegen  die  Masse  der  Sonne  unend- 
lich klein  wäre.  Denn  alsdann  würden  die  Wirkungen  der  Planeten 
auf  die  Sonne  und  auf  einander  als  verschwindend  gegen  die  Wir- 
kung der  Sonne  auf  die  Planeten  zu  betrachten  sein.  Abgesehen  von 
einer  muthmaasslich  stattfindenden  gemeinsamen  Bewegung  des  gan- 
zen Systems,  würde  dann  die  Sonne  in  JRirhe  verharren  \ind  die  Pla- 
neten würden  sich  um  sie  in  vollkommenen  Ellipsen  beivegen.     Da 
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aber  die  Massen  der  Planeten,  wenn  auch  sehi-  klein,  doch  nicht  ganz 
unmerklich  gegen  die  Masse  der  Sonne  sind,  so  kann  weder  die  Sonne 
in  Ruhe  bleiben,  noch  kann  der  Planetenlauf  genau  elliptiach  sein. 

So  zusanunenge setzt  aber  auch  die  in  aller  Schärfe  genommenen 
Bewegungen  der  Sonne  und  der  Planeten,  so  wie  der  die  letzteren 
begleitenden  Nebenplaneten,  in  der  That  sein  mögen,  90  lassen  sich 
doch  mit  Hülfe  der  Mechanik  einige  allgemeine  Gesetze  angeben,  wo- 
nach sich  diese  Bewegungen  stets  auf  das  genaueste  richten,  Gesetze, 
die  selbst  dann  befolgt  werden  würden,  wenn  die  anziehende  Kraft 
nicht  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional ,  sondern 
auf  irgend  eine  andere  Weise  von  der  Entfernung  abhängig  wäre. 
Die  fönenden  Paragi-aphon  sollen  uns  diese  Gesetze  kennen  lehren. 

I.   Das  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes, 

§.  74.  Der  Begiiff  und  die  Haupteigenschaften  des  Schwer- 
punktes lassen  sich  sehr  einfach  aus  der  Theorie  von  der  Zusam- 
mensetzung gerader  Linien  ableiten.  Da  aus  derselben  Theorie  die 
im  ersten  Abschnitte  vorangestellten  Sätze  der  Dynamik  entwickelt 
worden  sind,  so  halte  ich  es  für  angemessen ,  ehe  ich  zu  dem  in  der 
Ueberschi-ift  genannten  Princip  selbst  fortgehe,  zu  zeigen,  vrie  auf 
jene  Theorie  auch  die  Lehre  vom  Schwei-punkte  gegründet  werden 
kann,  wenn  ich  auch  die  Hauptsätze  dieser  Lehre  als  meinen  Lesern 
schon  bekannt  annehmen  darf 

1]  Ist  S  der  Mittelpunkt  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B,  so 
sind  die  geraden  Linien  SA  und  SB  einander  gleich  und  entgegen- 
gesetzt, und  folglich  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Linie  Null. 
Und  umgekehrt :  Hat  ein  Punkt  S  gegen  zwei  andere  A  und  B  eine 
solche  Lage,  dass  die  Zusammensetzung  von  SA  und  SB  Null  giebt, 
so  ist  er  der  Mittelpunkt  von  AB. 

Auf  analoge  Art  kann  man  einen  Punkt  iS"  den  Mittelpunkt 
eines  Systems  von  drei  oder  mehreren  Punkten  A,  B,  C,  .,,  nennen, 
wenn  er  gegen  diese  also  liegt ,  dass  die  aus  den  Linien  SA,  SB,  SC, . . . 
zusammengesetzte  Linie  Null  ist,  d.  h.  dass  von  der  gebrochenen 
Linie,  welche  durch  diese  Zusammensetzung  sich  bildet  [§.  2),  der 
Endpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt,  und  somit  ein  ge- 
schlossenes Vieleck  entsteht. 

2)  Eben  so,  wie  ein  System  von  nur  zwei  Punkten,  kann  auch  ein 
System  von  mehreren  Punkten  nicht  mehr  als  Einen  Mittelpunkt  hohen. 
Denn  sei,  wenn  es  möglich  ynie,  von  den  n  Punkten  A,  B,  O,  ... 
nächst  'S'  noch  S'  ein  Mittelpunkt.     Nun   ist  ^'^4  aus  S'S  und  SA 
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zusammengesetzt  (§.  2,  a),  oder,  wie  wir  dieses  der  Kürze  und  leich- 
teren Uel)ersicht  wegen  schreiben  wollen: 

S'A  ^  S'S  +  SA  , 

wo  das  statt  (^)  gesetzte  Zeichen  (^)  andeutet,  dass  die  durch  (-|-) 
angezeigte  Addition  oder  Zusammensetzung  nicht  in  arithmetiscliem, 
sondern  in  geometrischem  Sinne,  d.  h.  auch  mit  Eiicksicht  auf  die 
Lage  der  zusammenzusetzenden  Linien  (vergl.  §.  22.  Anm.l,  ausge- 
führt werden  soll.    Eben  so  ist 

S'£  =  S'S+SB,         S'C~  S'S+SC,     etc. 

Addirt  man  alle  diese  Formeln,   was  nach  der  Natiir   der  geo- 
metrischen Zusammensetzung  gestattet  ist,  so  kommt : 

[S'A  +  S'B  +  ...~n  .  S';S  +  SA  +  SII  +  ...  . 

Weil  aber  S  der  Mittelpunkt  von  A,  B,  ...  sein  soll,  so  ist  die 
aus  SA,  SB.  ...  zusammengesetzte  Linie  Null    oder 


SA  +  SB  +  SC+...  ~o. 
Hiermit  reducirt  sich  die  vorige  Formel  auf 
(ff)  S'A-\-S'B+  ...  =  n.S'S, 

d.  h.  die  Zusammensetzung  der  von  S'  nach  den  Punkten  des  Sy- 
stems gezogenen  Linien  giebt  das  w-fache  der  von  S'  nach  dem  Mittel- 
punkte S  des  Systems  gezogenen  Linie,  also  nicht  NuU,  wie  es  doch 
sein  müsstOj  wenn  auch  <S"  ein  Mittelpunkt  wäre, 

3)  Zu  den  n  Punkten  A,  B,  ...,  deren  Mittelpunkt  Ä  ist,  mögen 
jetzt  noch  irgend  andere  A',  B' ,  ...  hinzutreten,  und  von  allen  diesen 
Punkten  A,  B,  ....  A',  B' ,  ...  sei  S'  der  Mittelpunkt,  so  besteht  zu- 
erst in  Bezug  auf  die  Punkte  A,  B,  ...  allein  die  Relation  («),  und 
nächstdem  ist 

S'A  +  S'B  +  ...  +  S'A'  +S'B'  -\-  ...  =  o, 
was  sich  vennöge  (**)  auf 

n  .  S'S-\-  S'A'  +  S'B'  4-  ■  ■ .  ^  o 
reducirt.     Denkt   man  sich   in    dieser  Formel   statt  n  .  S'S  das   aus 
w  Gliedern  bestehende  Aggregat  iS'^-|-/S'iS'-l- ...  geschrieben,  so  wird 
durch  sie  ausgedrückt,  dass  S'  auch  der  Mittelpunkt  von  A',  B' ,  .... 
und  von  n  ia  S  vereinigten  Punkten  ist;  d.  h. 

Der  Mittelpunkt  eines  Systems  von  Punkten  bleibt  unverändert, 
wenn  man  einen  Theil  der  Punkte  in  dem  Mittelpunkte,  den  diese  für 
sich  haben,  sich  vereinigen  lässt. 

4)  Besteht  das  System   aus  jo-f-j  Punkten,   von  denen  ^  in  P 
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und  5  in  Q  vereinigt  sind,  und  ist  S  der  Mittelpunkt  des  Systems, 

sein,   d.  h.  das  ^-fache  der  Linie  SP  und  das  q-i&cha  der  Linie  SQ 
müssen   einander  gleich   und  entgegengesetzt  sein.     Sind   daher  die 
Punkte  P,  Q  und   die  Zahlen  p,  q  gegeben,  so  wird  man  S  finden, 
wenn  man  die  Linie  PQ  in  S  so  theilt,  dass 
PS : SQ  ^  q : p  . 

§.  75.  Mit  Hülfe  der  zwei  letzten  Sätze  des  vorigen  Paragraphen 
ist  es  immer  leicht,  von  einer  beliebigen  Anzalil  von  Punkten  den 
Mittelpunkt  zu  bestimmen.  Soll  von  drei  Punkten  A,  B,  C  (Fig.  27) 
der  Mittelpunkt  gefunden  werden,  so  halbire 
man  zuerst  AS  in  S'.  Der  Mittelpunkt  S" 
von  A,  B,  C  ist  alsdann  einerlei  mit  dem  von 
C  und  von  zwei  in  S'  vereinigten  Punkten; 
er  wird  daher  gefunden,  wenn  man  S' O  in 
S"  in  dem  Verhältnisse  von  i  :  2  theilt. 

Kommt    zu   A,  B,  0    noch    ein  vierter 
j,     27  Punkt  D,    so   ist   der  Mittelpunkt  von  allen 

vieren  einerlei  mit  dem  von  Z>  und  von  drei 
in  S"  zusammenfallenden  Punkten  und  ergiebt  sich  daher,  wenn  man 
S"I}  in  dem  Verhältnisse  von  i  :  3  theilt;  und  so  fort  bei  noch  meh- 
reren Punkten. 

Die  Ordnung  übrigens,  nach  welcher  man  die  Punkte  eines 
Systems,  um  dessen  Mittelpunkt  zu  finden,  nach  und  nach  in  Be- 
trachtung zieht,  ist  willkürlich,  weil  das  System  nicht  mehr  als 
Einen  Mittelpunkt  hat. 

Der  Mittelpunkt  eines  Systems  kann  auch  sehr  einfach  durch 
Anwendung  von  Coordinaten  gefunden  werden.  Zum  Verständnisse 
dieses  Verfahrens  müssen  aber  zuvor  einige  Satze  aus  der  Lehre  von 
den  Projectionen  eingeschaltet  werden. 

Seien  A,  B,  C,  ...  mehrere  Punkte  im  Räume.  Man  projicire 
sie,  sei  es  durch  Parallellinien  auf  eine  Ebene,  oder  durch  Parallel- 
ebenen auf  eine  gerade  Linie,  und  nenne  A',  B',  C,  ...  die  projicirten 
Punkte.  Alsdann  erhellet  aus  den  ersten  Elementen,  dass  in  dem  einen, 
wie  in  dem  anderen  Falle,  wenn  AB  ^  CD,  auch  A'B'  ^  CD'  ist; 
d.  h.  Sind  zwei  gerade  Linien  einander  gleich  und  parallel,  so  sind  es 
auch  ihre  Proj'ectionen. 

Ist  ferner  eine  Linie  GH  aus  mehreren  anderen  AB,  OD,  EF 
zusammengesetzt,  so  ist  auch  die  Projection  der  ersteren  aus  den  Pro- 
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jectioiien  der  letzteren  zusammengesetzt.  Denn  denkt  man.  sich  jede 
der  Linien  AB,  CD,  EF  parallel  mit  sich  fortgetragen,  bis  A  mit 
G,  C  mit  B,  E  mit  D  zusammenfällt,  so  muss  zufolge  der  Vor- 
aussetzung auch  F  mit  H  zusammenfallen.  Bei  dieser  Lage  der  vier 
Linien,  wo  sie  ein  geschlossenes  Viereck  bilden,  thun  dasselbe  auch 
ihre  Projoctionen,  und  es  ist  folglich  die  Pi'ojection  von  GH  aus 
den  Projectionen  der  drei  übrigen  zusammengesetzt.  Dieselbe  Rela- 
tion zwischen  den  Projectionen  muss  daher  auch  bei  der  anfanglichen 
Lage  der  Linien  stattgefunden  haben,  weil  nach  dem  vorigen  Satze 
durch  die  parallele  Fortbewegung  der  Linien  die  Richtung  und  Grösse 
ihrer  Projectionen  sich  nicht  geändert  hat. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass,  wenn  die  Zusammen- 
setzung mehrerer  Linien  Null  giebt,  sich  auch  die  Zusammensetzung 
ihrer  Projectionen  auf  Null  reduoirt,    Ist  daher 

SA  +  SB^SG^...  =  o  , 
so  ist  auch 

S'A'  +  S'B'  +  ^'C  -(-...  =  o  , 
d.  h.  die  Projection  S'   des  Mitielptitikies  S  Mehrerer   Punkte  A,  B, 
G,  ...  ist  zugleich   der  Mittelpunkt  der  Projectionen   A',   B',    C",  ... 
dieser  Punkte. 

Man  füge  nun  ein  System  dreier  coordinirter  Axen  X,  Y,  Z 
hinzu  und  setze  in  Bezug  auf  dasselbe  die  Coordinaten  von  S 
gleich  a,  a',  ff";  die  von  A  gleich  a,  «',  a";  die  von  B  gleich  ß,  ß', 
ß"\  etc.  Man  betrachte  ferner  S' ,  A',  B',  ...  als  die  Projectionen  von 
S,  A,  B,  ...  auf  X  durch  Parallelebenen  mit  YZ,  so  ist,  wenn  0 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  oder  den  gemeinsamen  Durch- 
schnitt von   X,    Y,   Z  bezeichnet: 

0S'  =  o,         OA'  =  a,         OB'  =  ß,     etc.; 
folglich 

S'A'  =  a  —  (j ,         S'B'  =  ß  —  ß  ,     etc. 
Da  letztere  Linien  alle  in  derselben  Geraden  X  liegen,  so  ist  die  aus 
ihnen  zusammengesetzte  gleich  ihrer  algebraischen  Summe ,  also 


wo  n,  wie  im  Vorigen,  der  Anzahl   der  Punkte  A,  B,  ...  gleich  ist; 
und  weil  diese  Summe  Null  sein  soll,  so  wnd 

a^L  ia  +  ß  +  ...]   . 

Ganz  dieselbe  Eelation   muss   aber  auch  zwischen   den   Coordi- 
naten in  Bezug  auf  jede  der  beiden  anderen  Axen  statthaben,  also: 
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a'=^'-{a'  +  ß'  +  ...)     und     a"  =^  ~(a"  +  ß"  +  . ..)  , 

wodiirch  die  Coordinateii  des  Mittelpunktes  gefimden  sind. 

Besteht  das  System  aus  a  +  i  -\-  ...  Punkten ,  von  denen  ß  in  A, 
b  in  B,  etc.  vereinigt  sind,  so  sind  nach  denselben  Formeln  die  Co- 
ordinaten  des  Mittelpunktes  S 

aa±iß+^  aa'  +  öß'  +  ... 

a+b  +  ...     '  «  +  Ö  +  ,,.      ' 

a  +  b+  ... 

Man  bemerke  noch,  dass  bei  diesem  System  die  geometrische 
Relation  zwischen  S,  A,  B,  ...  durch  die  Formel 

a  .SA  +  b  .  SB-i-  ...~o 
ausgedrückt  wird. 

§.  76.  Lassen  wir  jetzt  die  n  Punkte  A,  B,  C,  ...  sich  beliebig 
zu  bewegen  anfangen  imd  suchen  die  Art  und  Weise  zu  bestimmen, 
auf  welche  von  ihren  Bewegungen  die  Bewegung  ihres  Mittelpunktes 
S  abhängt.  Seien  zu  dem  Ende  S^,  A,„  B^,  C^,  ...  und  S„  A,,  B^, 
C,,  ...  die  Oerter,  welche  ■S',  A,  B,  C,  ...  in  zwei  beliebigen  Zeit- 
punkten Ty  und  T^  einnehmen.  Nim  ist  (§.  2,  a],  wie  auch  die  vier 
Punkte  j4(,  Sf^-,  S^,  A,  liegen  mögen: 

A^A,  =  A,S,  +  S,S,  +  S,A,  , 
und  eben  so 

B,B^  =  B,6;  +  S;S\  +S\ß,  , 
6'„  C\  =  C^S„  +  Sf,  S,  +  &\C,   , 
u.  ß.  w. 
Addu-t  man  diese  n  Formeln  und  beiücksichtigt  dabei,  dass,  weil 
S  in  jedem  Zeitpunkte  der  Mittelpunkt  von  A,  B,   C,  ...  sein  soll, 
&\A,  +  S,B,+  S\C,  +  ...  =  o  mii  S^A^  +  S\B„  +  ...~o  , 
also  auch 

A^S^  +  B^S^  +  CjÄj,  +  ...  =  0 
ist,  so  kommt: 

(«}       A^A,  +B,B,  +  0,C,+...~n.S,S,. 

TJm  die  Bedeutung  dieses  Eesultats  zu  verstehen,  denke  man 
sich  einen  Punkt  P  hinzu,  dessen  Bewegung  aus  denen  der  Punkte 
A,  B,  C,  ...  zusammengesetzt  sei.  Nach  der  in  §.  6  von  der  zu- 
sammengesetzten Bewegung  gegebenen  Definition  ist  dann  für  die 
Zeitpunkte  T„  und  T^ ; 
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P„P^  ~  A„J,  +-S„S,  -h  C\C\  +  ■■■, 
folglich  wegen  (a)  auch 

P„P,  ^n  .S„S,  =  S,S,+8^S^  +  ...  . 

Die  aus  den  Bewegungen  der  n  Punkte  A,  B,  C,  ...  zusammen- 
gesetzte Bewegung  und  diejenige,  welche  erhalten  wird,  wenn  man 
die  Bewegung  des  Mittelpunkts  S  der  n  Punkte  m-mal  mit  ihr  selbst 
zusammensetzt,  sind  daher  einander  gleich,  indem  jede  von  beiden 
gleich  der  Bewegung  von  P  ist;  oder  kurz:  die  ?i-fache  Bewegung 
von  'S"  ist  aus  den  Bewegungen  von  A,  B,  0,  ...  zusammengesetzt. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  in  jedem  Zeitpunkte  die  aus  den 
Geschwindigkeiten  von  A,  B,  C,  ...  zusammengesetzte  Geschwindig- 
keit und  die  »j-fache  Geschwindigkeit  von  S  einerlei  Richtung  und 
Grösse  haben,  nämlich  die  gleichzeitige  Richtung  und  Grosse  der 
Geschwindigkeit  von  P  [§.  12);  d.  h.  die  ra-fache  Geschwindigkeit  von 
S  ist  aus  den  Geschmndigkeiten  von  A,  B,  G,  ...  zusammengesetzt; 
und  dasselbe  gilt  wörtlich  auch  von  den  beschleunigenden  Kräften, 
durch  welche  die  Bewegungen  von  S,  A,  B,  C,  ...  hei-vorgebracht 
werden  (§.  24). 

Wir  wollen  uns  jetzt  A,  B,  G,  ...  nicht  mehr  als  einzelne  P\inkte 
des  Systems,  sondern  als  die  Mittelpunkte  von  Partiais jstemen  von 
resp.  a,b,c,...  Punkten  denlten,  aus  denen  das  ganze  System,  dessen 
Mittelpunkt,  wie  vorhin,  S  heisse,  zusammengesetzt  sei.  Erhalten  nun 
alle  diese  a  -)-  5  -f-  o  +  . . .  Punkte  irgend  beliebige  Bewegungen,  und 
fangen  damit  auch  A,  B,  G,  ...  und  S  sich  zu  bewegen  an,  so  wird 
die  Bewegung  des  S  von  den  Bewegungen  der  A,  B,  C,  ...  der- 
gestalt abhängen,  dass  für  je  zwei  Zeitpunkte  T„  und  J", 

(«*)     a  .  A^A^  +  b  .  B^  B,  +  . . .  =  {a  +  i  +  . . .)  S^  S\ 
ist. 

Es  erhellet  dieses  sogleich  daraus,  dass  man  nach  §.  74,  3]  für  'S" 
denselben  Ort  und  folglich  auch  dieselbe  Bewegung  findet,  wenn 
man  annimmt,  dass  die  a  Punkte,  von  denen  A  der  Mittelpunkt  ist, 
in  A,  eben  so  die  folgenden  b  Punkte  in  ihrem  Mittelpunkte  B, 
u.  s.  w.  vereinigt  werden  und  in  dieser  Vereinigung  mit  A,  B,  ... 
fortgehen.  Denn  unter  dieser  a-nnahme  wird  durch  {a*]  in  Bezug  auf 
das  System  von  «  +  5  -j-  c  -]-  . . .  Punliten  dieselbe  Relation ,  wie  vor- 
hin durch  [a)  riieksichtlich  des  Systems  von  n  Punkten,  ausgedi'ückt. 

Aus  (o*)  ist  aber  auf  gleiche  Art,  wie  vorhin  aus  [«),  zu  scbliessen, 
dass  die  (üi-|- ö -|- .,.)-fache  Bewegung  von  S  aus  der  «-fachen  Be- 
wegung von  A,  der  ^-fachen  von  B,  u.  s.  w.  zusammengesetzt  ist, 
und  dass  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Ebensovielfachen  der  Ge- 
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schwindigkeiten  von  S,  A,  B,  ..,,  so  wie  auch  dci  Kräfte,  tUiich 
welche  diese  Bewegungen  he cvorgeh rächt  werden,  statt  hat. 

§.  77,  Zusätze.  «)  Die  Bewegung  eines  Punktes  P  whd  nach 
dem  Vorigen  das  ß-fache  der  Bewegung  eines  anderen  Punktes  A  ge- 
nannt, wenn  sie  aus  a  einander  und  der  Bewegung  von  A  gleichen 
Bewegungen  zusammengesetat  ist,  und  wenn  daher  für  je  zwei  Zeit- 
punkte Tf,  und  T, 

P^P.^a.A,  A^ 

ist.  Die  Zahl  a  ist  hierbei  eine  ganze  positive  Zahl.  Man  sieht  aber 
bald,  dass  die  durch  letztere  Formel  gegebene  Definition  sich  ohne 
Widerspi-uch  auch  dann  anwenden  lässt,  wenn  a  irgend  eine  ge- 
brochene positive,  ja  selbst  eine  ganze  oder  gebrochene  negative 
Zahl  ist ,  in  welchem  letzteren  Falle  die  Linien  A,^  A^  und  i*„  P, 
stets  einander  entgegengesetzte  Richtung  haben  müssen. 

Sei  in  diesem  al^emeineren  Sinne  das  «-fache  der  Bewegung 
von  A  dem  ö-fachen  der  Bewegung  von  B  gleich.  Für  irgend  drei 
Zeitpunkte  ?■(,,  T,  und  T^  wird  dann  sein: 

a  .  A^A^^h.B^B^     und     a  .  A^A^~h  .  B,B._. 

Die  Dreiecke  A^A^A^  und  B„B,B^  [Fig.  28)  sind  hiernach  in 
dem  Verhältnisse  von  h  :  a  einander  ähnlich,  und  in  direct  oder  ver- 
kehrt ähnlicher  Lage,  je  nachdem  der  Exponent  b  :  a  positiv  oder 
negativ  ist.     Da  dieses  auch  für  je   drei  andere  Zeitpunkte  gut,   so 


Dass,  wenn  das  a-fache  der  Bewegung  von  A  dem   b-fachen   der 

wegung  von  B  gleich  ist,  die  Bahnen  von  A  und  B   selbst  in  dem 

Verhältnisse   von  h  :  a    ein- 

■-— j5W*:ä,       ,^<^^^-^^i^^^^^  ander  ähnlich  sind  und  direot 

v'-^'a'-g^^— — "^   /       -ä^/^-^'—i    ^^-^i      otfe).  foerhehrt  ähnlich  liegen, 
\  /  ^^^T^  j'^  nachdem  h :  a  posiUv  oder 

gVis^'J^  g\fi^-L^i^^  negativ  ist,  und  dass  A  und 

\\/  ^b'^^^^  -^   *'"  J^^^  Zeitpunkte  sich 

a  an   ähnlich  liegenden  Stellen 

FiK-  2?.  ihrer  Bahnen  banden. 

Eine  weitere  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  die  Geschvnndigkeiien 
i  A  und  B  sich  wie  h  und  a  verhalfen,  und  einerlei  oder  entgegen- 
Bichtungen  haben.  Je  nachdem  b  :  a  positiv  oder  negativ  ist. 
Und  dasselbe  gilt  auch  von  den  Kräften,  durch  welche  die  Bewegungen 
von  A  und  B  erzeugt  werden.  Denn  indem  man  T„  T,  und  T^  T^  als 
zwei   einander   gleiche   Zeitelemente  annimmt,   sind  die  zur  Zeit  T, 
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stattfindenden  Ki-äfte  sowohl,  als  die  Greschwindigkeiten ,  nichts  An- 
deres als  Linien,  welche  aus  den  in  dem  Verhältnisse  von  5  :  a 
einander  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Figuren  A^  A,  A^  und 
B„B,B^  auf  gleiche  "Weise  bestimmt  werden,  und  welche  daher 
ebenfalls  in  dem  Verhältniese  b  :  a  zu  einander  stehen  und  eine  ähn- 
liche, dl  i.  parallele,  Lage  haben  müssen. 

b)  Sind  die  Bewegungen  zweier  Punkte  A  und  B  in  dem  Ver- 
hältnisse von  I  ;  — ■  I,  also  einander  gleich  und  entgegengesetzt,  ist 
also  für  je  zwei  Zeitpunkte  Af,Aj  ^  B^B^,  so  ist  die  aus  ihnen  zu- 
sammengesetzte Bewegung,  folglich  auch  die  des  Mittelpunktes  von 
A  und  B,  Null,  d.  h.  der  Mittelpunkt  ruht. 

Sind  a  \mA  b  ganze  positive  Zahlen,  und  ist  das  a-fache  der 
Bewegung  von  A  dem  i-fachen  der  Bewegung  von  B  gleich  und 
entgegengesetzt,  so  muss  aus  gleichem  Grunde  der  Mittelpunkt  von 
A  und  Bf  wenn  dabei  A  als  ein  «-facher  und  B  als  ein  Ä-facher 
Punkt  genommen  wird,   in  Ruhe  sein;   d.  h. 

Stehen  die  Betoegungen  zweier  Punkte  A  und  B  in  dem  numeri- 
schen Verhältnisse  von  —  S  .•  b,  so  schneiden  sich  alle  successiven  Lagen 
der  Linie  AB  in  einem  und  demselben  Pimhte  S,  und  theilen  sich  da- 
selbst in  dem  Verhältnisse  von  a  :  b. 

Man  gewahrt  leicht,  dass  dieser  Satz  auch  dann  gilt,  wenn  das 
Verhältniss  — h  :  a  irrational,  so  wie  auch  dann,  wenn  es  positiv 
ist,  in  welchem  Falle  S  ausserhalb  A  und  B  liegt;  und  dass  dieser 
Punkt  S  in  jedem  Falle  gegen  die  zwei  von  A  und  B  beschriebenen 
Curven  eine  ähnliche  Lage  hat. 

c)  Von  zwei  Bewegungen,  die  nach  der  jetzt  erklärten  "Weise 
in  einem  numerischen  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  kann  man 
bezeichnender  sagen,  dass  sie  in  diesem  Verhältnisse  einander  ähn- 
lich sind.  So  wie  ferner  nach  §.  4  ji  gegen  F  dieselbe  Bewegung 
hat,  wie  B  gegen  G,  wenn  stets  FA  ^  GB  ist,  so  kann  man  die  re- 
lativen Bewegungen  von  ^  gegen  J'' und  von  B  gegen  G  in  dem 
Verhältnisse  von  b  :  a  einander  ähnlich  nennen,  wenn  stets 

a.FA=b.  GB 

ist.  Sind  F  und  G  feste  Punkte,  so  sind  in  demselben  Verhältnisse 
auch  die  absoluten  Bewegungen  von  A  und  B  einander  ähnlich, 

Hiemach  sind  z.  B,  die  Bewegungen  eines  a-fachen  und  eines 
6-fachen  Pimktes  um  ihren  Mittelpunkt  stets  in  dem  Verhältnisse 
von  —  b:  a  einander  ähnlich;  ruht  aber  der  Mittelpunkt,  so  sind  es 
auch  die  absoluten  Bewegungen. 
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Anmerkung  Aiii  dem  Bi\hei igen  geht  hervor  wie  auf  den  Begnff  der 
Bewegung  alle  iiei  Species  der  Reeheiikuiist  ingewendet  werden  können  Die 
Addition  ndei  Zuiimmenaetzung  dei  Belegungen  ist  bereits  m  §  b  eiklait 
worden.  Von  dei  Bewegung  eme^  Punkfes  A  die  Bewegung  eines  inderen  S 
Bubtrahiien  wird  nichts  Andeies  heissen  üs  die  Denegung  eines  Punktes 
C  bestimmen  welche  au  dei  letaleren  addiit,  die  eisteie  giebt  E'  niid  daher 
für  je  zwei  Zeitpunkte 

AaJ,^SaS,+  (^C, 
sein  müssen,  wofür  man  auch 

A^A,~B^Bi=  CaC,     oder    A^A,+ S^Ba=  CtyC, 
sehreiben  kann.  —  Die  Multiplioation   einer   Bewegung   mit  irgend   einer 
reellen  Zahl  ist  im  Vorstehenden  erklärt  worden.    Eine  Bewegung  aber  mit 
einer  Zahl  u  dividiren,  ist  eben  ao  viel,  als  sie  mit  der  Zahl  -  multipliciren. 

§.  78.  Der  Mittelpunkt  eines  Systems  materieller  Punkte,  deren 
Massen  insgesammt  einander  gleich  sind,  wird  der  Schwerpunkt 
des  Systems  genannt. 

Einen  materiellen  Körper  von  endlicher  Ausdehnung  kann  man 
sich  immer  als  ein  Ag^-egat  von  Theilchen  denken,  die  an  Masse 
sämmtlich  einander  gleich  und  so  klein  sind,  dass  ihre  Dimensionen 
gegen  die  des  Körpers  nicht  in  Betracht  kommen,  dass  also  sie  selbst 
als  materielle  Punkte  angesehen  werden  können.  Der  Mittelpunkt 
aller  dieser  Theilchen  wii-d  der  Schwerpunkt  des  Körpers  zu 
nennen  sein. 

Bei  einer  Kugel,  die  in  gleicher  Entfernung  von  ihrem  Mittel- 
punkte gleiche  Dichtigkeit  hat,  fällt  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittel- 
punkte zusammen.  Denn  man  kann  die  Theilchen  von  gleicher 
Masse,  in  welche  man  sich  eine  solche  Kugel  zerlegt  denkt,  paar- 
weise so  zusammennehmen,  dass  die  zwei  Theilchen  jedes  Paares 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  in  der  Mitte  zivischen  sich  liegen  haben; 
es  wird  daher  auch  von  allen  Paaren  in  Vereinigung  der  Mittelpunkt 
identisch  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  sein.  —  Auf  gleiche  Art 
wird  auch  jeder  andere  Körper,  der  einen  Mittelpunkt  der  Figur  hat, 
und  dessen  Masse  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  symmetrisch  vertheilt 
ist,  denselben  Punkt  zu  seinem  Schwei-pnnkte  haben.  Insbesondere 
müssen  daher  bei  jedem  Himmelskörper  (§.  69)  sein  geometrischer 
Mittelpunkt  und  sein  Schwei'punkt  identische  Punkte  sein. 

Seien  A,  B,  6',...  die  Schwerpunkte  mehrerer  Körper.  Man 
denke  sich  diese  Körper  in  unendlich  kleine,  an  Masse  einander 
gleiche  Theüchen  zerlegt;  bestehe  der  erste  aus  «,  der  zweite  aus  5, 
der  dritte  aus  c,  etc.  solcher  Theilchen,  und  verhalten  sich  daher  die 
Zahlen  a,  b,  c,  ...  wie  die  Massen  der  Körper.  Soll  nun  der  Schwer- 
punkt S'  aller  Theilchen  der  zwei  ei'sten  Köi^per,  oder  kurz ;  der  ge- 
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mein  schaftliche  Schwei'puiikt  dieser  Köi"per,  gefunden  werden,  so  hat 
man  nach  §,  74,  3)  und  4)  die  Linie  AB  in  S'  im  Verhältnisse  von 
5  :  a  zu  theilen;  d.h.  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  zweier  Kör- 
per liegt  mit  den  Schwerpurikten  der  einzelnen  in  gei-ader  Linie,  und 
theilt  dieselbe  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Massen  der  Körper. 

Man  kann  nun  die  z^vei  ersten  Körper  als  einen  einzigen  betrach- 
ten, dessen  Schwerpunkt  S'  ist,  und  dessen  Masse  aus  a-\-i  Theilcben 
besteht,  und  wii-d  hiernach  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  S" 
der  drei  ersten  Körper  finden,  wenn  man  S'C  in  S"  im  VerhjLltn^se 
von  c  :  a-\-b,  d.  i.  im  Verhältnisse  der  Masse  des  dritten  Körpers  zur 
Summe  der  Massen  der  beiden  ei-sten,  theilt;  und  so  fort  bei  noch 
mehreren  Körpern.  Der  somit  erhaltene  Schwei^Dunkt  wird  aber  stets 
derselbe  sein,  welches  auch  die  Ordnung  sei,  in  welcher  man  die 
Körper  nach  und  nach  berücksichtigt.  Denn  eben  sowenig,  als  ein 
System  von  Punkten  mehr  als  einen  Mittelpunkt  haben  kann,  kann 
auch  ein  einzelner  Körper,  oder  ein  System  von  Körpern  mehr  als 
einen  Schwei'punkt  haben. 

Zusatz.  Statt  dieses  graphischen  Verfahi-ens,  den  Schwerpunkt  S 
zu  finden,  kann  man  auch  die  in  §.  75  entwickelten  Fonneln  zur 
Berechnung  der  Coordinaten  von  -S  aus  denen  von  A,  B,  ...  anwen- 
den. Dass  man  in  diesen  Formeln  die  Coefficienten  a,  b,  ...  jetzt  als 
die  Massen  der  Köi-per  zu  nehmen  hat,  bedarf  keiner  Erörterung. 

Eben  so  erhellet  von  selbst,  dass,  a,  b,  ...  in  derselben  Bedeu- 
tung genommen,  die  in  §.  57  für  den  Mittelpunkt  aufgestellte  Forme) 
a  .  SA  +  b  .  SB-\-  ...  =  o 

für  den  Schwerpunkt  gilt,  und  dass  auf  gleiche  Art,  wie  wir  doit  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  fanden,  die  Projection  des  Schwei-punktes 
eines  Systems  von  Körpern,  sei  es  auf  eine  Ebene,  oder  auf  eine 
Gerade,  eincilei  mit  dem  Schwerpunkte  der  projicirten  Körper  ist. 

§.  T9.  Bedeuten  wiederum  A,  B,  C',...  die  Schwerpunkte 
mehrerer  Köi'per,  die  aus  resp.  a,  b,  c,...  der  Masse  nach  sämmt- 
lich  einander  gleichen  Theilchen  bestehen,  so  ist  bei  beliebigen  Be- 
wegungen dieser  Köi'per  die  {a  -[-  b  -{-  c  -\-  . .  .)-fache  Bewegung  ihres 
gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  S  aus  der  ß-fachen  Bewegung  von 
A,  der  i-fachen  von  B,  der  c-fachen  von  C,  etc.  zusammengesetzt 
(§.  76),  oder,  weil  es  hierbei  nur  auf  die  gegenseitigen  Verhältnisse 
der  Zahlen  a,  h,  c,...  ankommt,  und  diese  sich  wie  die  Massen  der 
Körper  verhalten: 

Bei  einem  System  sich  beliebig  beivegender  Körpe}-  ist  die  mit  der 
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Summe  ihrer  Massen  muUiplicirte  Bewegung  ihres  gemeinschaftlichen 
Schwerpunktes  zusammengesetzt  aus  den  mit  den  resp.  Massen  multi- 
pUcirten  Bewegungen  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Körp&i\ 

Und  dieselbe  Relation,  wie  zwischen  den  Bewegungen  der  Schwer- 
punkte, findet  auch  zwischen  ihren  Geschwindigkeiten  und  den  be- 
schleunigenden Kräften  statt.  Da  aber  das  Product  aus  der  Masse 
in  die  beschleunigende  Kraft  die  bewegende  Ki'aft  genannt  wird 
[§.  61),  so  können  wir  unseren  Satz,  insofern  er  die  Kräfte  betrifft, 
auch  also  ausdrücken: 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  sich  irgendwie  bewegender  Körper 
bewegt  sich  eben  so,  als  wenn  in  ihm  die  Massen  der  Körper  vereinigt 
wären,  und  auf  diese  vereinigte  Masse  eine  bewegende  Kraft  wirkte, 
zusammengesetzt  aus  denen,  welche  die  Bewegungen  der  Körper  selbst 
hervorbringen;  oder  —  was  dasselbe  ist  —  der  Schwerpunkt  betoegt 
sich  eben  so,  als  wenn  den  bewegenden  Kräften  der  Köiper  gleiche  und 
parallele  Kräfte  auf  die  in  ihm  vereinigte  Masse  wirkten. 

Folgerungen,  a)  Von  mehreren  sich  geradlinig  und  gleichfoinug 
bewegenden  Körpern  bewegt  sich  auch  der  Schwerpunkt  gei  adlimg  und 
gleichförmig,  oder  ist  in  Muhe.  Denn  da  die  Greschwmdigkeit  jedes 
Körpers  stets  dieselbe  Richtung  und  Grösse  haben  soll,  so  muss  auch 
die,  aus  diesen  mit  den  vesp.  Massen  multiplicirten  Geschwindigkeiten, 
zusammengesetzte  Geschwindigkeit  der  Richtung  und  Grosse  nach 
constant  sein.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Zusammensetzung 
Null  giebt,  ruht  der  Schwei-punkt. 

h)  Da  bei  einem  System  sich  anziehender  Körper  die  bewegenden 
Kräfte,  mit  denen  je  zwei  derselben  gegen  einander  getiieben  werden, 
einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind  (§.  61),  so  wird  durch  sie 
die  Bewegung  des  Schwei-punktes  nicht  geändert,  und  wir  schliessen 
daher : 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Körpern,  auf  welche  keine 
anderen  Kr Irfte,  als  ihre  gegenseitigen  Amdehungen,  wirken,  bewegt  sich 
geradlinig  und  gleichförmig,  oder  ist  in  Ruhe. 

Man  nennt  diesen  Satz,  der  übr^ens,  wie  von  sich  anziehenden, 
gleicherweise  auch  von  sich  abstossenden  Körpern  gelten  muss,  das 
Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes.  Ihm  zufolge 
können  wir  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  aller  zu  unserem 
Sonnensystem  gehörigen  Körper  als  geradhnig  und  gleichförmig, 
wenigstens  auf  lange  Zeit  hinaus,  ansehen.  Denn  die  Kräfte,  mit 
denen  diese  Körper  von  anderen  Sonnen  angezogen  werden  mögen, 
sind  wegen  der  unermes suchen  Entfernungen  jener  Sonnen  von  uns 
so  gering,    dass  ihre  Wirkungen  vielleicht   erst  nach  Jahrtausenden 
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füi  tins  merkbar  werden.  Bis  jetzt  wenigstens  hat  man  kaum  erst 
eine  Spur  von  der  Richtung,  nach  welcher  sich  unser  Sonnensystem 
bewegt,  wahrnehmen  können. 

c)  Sind  mehrere  sich  anziehende  Körper,  und  folglich  auch  ihr 
Schwei-punkt,  Anfangs  in  Ruhe,  so  wü-d  letzterer  auch  bei  den  darauf 
folgenden  durch  die  Anziehung  bewirkten  Bewegungen  der  Körper 
in  Riihe  veihai-ren,  und  die  Körper  werden,  durch  ihre  Anziehung 
einander  immer  näher  gebracht,  zuletzt  gleichzeitig  in  ihm  zusammen- 
treffen. 

§.  80.    Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  das  Princip  vom  Schwer- 
punkte irns  an  dem  möglich  einfachsten  Falle,  an  einem  System  von 
nur   zwei  Körpern,    zu    erläutern.     Setzen  wir  zuerst    voraus,    dass 
dieselben  einander  nicht  anziehen,  und  dass  daher  ihre  Schwerpunkte, 
welche   A  und  B  hefesen,  sich  geradlinig 
ujid   gleichförmig   bewegen.    In  Bezug  auf 
einen    beliebig    wo    angenommenen    festen 
Punkt  C  {Fig.  29)  habe  ein  anderer  7?  die- 
selbe Bewegung,   welche  B  gegen  A  hat: 
sei  also   stets   CD —  AB  (§.4).     Weil  auf 
A  und  B  keine   Kräfte   wirken  sollen,    so 
ist    auch    bei    der   Bewegimg   von    D    die 
Kraft  gleich  Null  [§.  24,  a],  und  daher  diese 
Bewegung  ebenfalls  geradlinig   imd  gleich- 
förmig.    Es    beschreibt    mithin    die    Linie  , " 
CD  eine  Ebene,  und  dieser  Ebene  ist  die 
Linie  AB  ^  CD  stets  parallel;  also : 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  A  und  B  gei-adlinig  und  gleichförmig, 
so   ist   die   sie    verbindende   Gerade   stets    einer  und  derselben   Ebene 


Um  die  Lage  die^ei  Ebene  zu  bestimmen  "(eieu  A  B  und  4,, 
B^  die  Oerter  von --t  B  m  ngend  zwei  Zeitpunkten  T  und  7,  Die 
gesuchte  Ebene  muss  so  liegen  diÄ^  sie  mit  A„B  und  A  5,  als 
zwei  successiven  Lagen  der  AB    zugleich  p^iillel  i^t 

Setzt  man  T^T,  gleich  der  Zeiteinheit  so  weiden  dmch  A  A^ 
und  B^B^  die  Geschwindigkeiten  von  1  und  B  daige*.tellt  und  wenn 
man  noch  CD„  ^  A  B„  und  CD^  ^  A^B  imcht  so  ist  D  D,  die 
Geschwindigkeit  \oii  D  odei  luch  \on  B  bei  dei  lelitnen  Bewegung 
dieses  Punktes  gegen  A 

Seien  a  und  b  die  Mas  cn  dt.i  beiden  Koipei  und  S  ihi  gemein- 
schaftlicher Schwerpunkt.     Theilt  man   daher  A^^Bf,  in  i'„,  A,B,^  in 
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i^i,  otc.  in  dem  Verhältnisse  Yon  b:a,  so  siiid.^^,  S,,  etc.  die  Oertet 
von  S  in  den  Zeitpunkten  T^,  2", ,  etc.  Wegen  der  geradlinigen  und 
gleiehfoTmigen  Bewegungen  von  A  und  B  bewegt  sicli  auch  S  gerad- 
linig und  gleichförmig  (§.  79,  a],  welches,  in  Verbindung  mit  dem 
Vorigen,  die  nachstehenden  geometrischen  Sätze  giebt; 

Werden  ztvet  gerade  Linien  A^A^  und  B^B^  in  A,  und  B,  in 
gleichen  Verhältnissen  [=  T^^T^  '■  T^T^  getheilt,  so  sind  die  drei  ge- 
raden Linien  A^  B^ ,  A^B^,  A^^  B^  einer  und  demselben  Ebene  parallel. 

Je  drei  Punkte  S^,  S^,  S^,  dwrch  welche  diese  drei  Linien  i?i 
gleichen  Verhältnissen  [^  b  :  a)  getheilt  werden,  liegen  in  gerade}-  Linie, 
und  dieses  so ,  dass  S^  S^  in  S^  in  demselben  Verhältnisse ,  wie  A^  A^ 
in  A^  oder  B^B^  in  £, ,  getheilt  wird. 

Die  drei  Linien  Af,A^,  B^B^  und  S^S^  sind  gleichfalls  einer 
und  dm'selben  Ebene  parallel. 

Der  dritte  Satz  folgt  aus  dem  ersten,  weü  A^B^^  und  A^B,^  iu 
6'a  imd  S^  in  gleichen  Verhältnissen  getheilt  iverden**). 

§.81.    Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  zivei  Körper,  deren  Schwer- 
punkte A  lind  B,  und  deren  Massen  a  und  5  sind,  nach  dem  New- 
ton'achen  Gesetze  einander  anziehen,    und  dass  daher  auf  A  und  B 
die  lesp.  nach  B  und  A  gerichteten  Kräfte 
JU_  Ka_ 

ÄB^  AB^ 

wu-ken.  Zur  Zeit  Ta  seien  A^  und  5„  die  Oertcr  von  A  und  B, 
und  A|,A^  und  B^B^  ihre  Geschwindigkeiten.  Um  hieraus  (§.  25) 
die  Bewegungen  von  A  und  B  zu  bestimmen,  setze  man  wie  vorhin 
voraus,  dass  um  einen  festen  Punkt  C  ein  anderer  D  dieselbe  Be- 
wegung ,  wie  B  gegen  A ,  habe ,  und  bestimme  fl,  und  ZJ, ,  indem  man 
CD„~A„B^     und     OD,~A,B, 

macht.  Hici-nach  ist  zur  Keit  T^ ,  L>„  der  Ort  und  D„  Z),  die  Ge- 
schwindigkeit von  D;  die  auf  />  wirkende  Kraft  aber  ist  (§.  65) 

AB'  OB'       ' 


*l  In  diesen,  aus  der  geradlinigen  und  gleiehluimigen  Bewegung  aiieier  Kurpei' 
und  ihres  Schwerpunktes  entspringenden  Sätzen  sind,  wie  man  sieht,  zugleich  die 
Grundeigensohaften  des  hyperbolischen  Paraboloids  oder  der  Fla-ehe  enthalten, 
■welehe  von  einer  Geraden  erzeugt  wird,  die.  stets  dieselben  awei  Geraden  schnei- 
dend, sich  parallel  mit  einer  Eljene  fortbewegt. 
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und  nach  C  gerichtet.  Der  Punkt  D  besehi'eibt  demnach  mit  con- 
stanter  Flächenge  seh  windigkeit  gleich  OD^D^  um  C,  als  den  einen 
Brennpunkt,  einen  Kegelschnitt,  der  von  D^D^  in  -D,,,  wo  sich  D 
zur  Zeit   T^  befindet,    berührt   wird,   und   dessen   halber  Parameter 

(§.  So) 

—  ^"^   —        "^        —  (^  ■  gA-^.)" 
~  Trr~  K[a-^h)~    K[a  +  b\ 
ist. 

Hiernach  kann  der  Ort  von  D  für  jeden  Zeitpunkt  als  bekannt 
angesehen  werden.  Dasselbe  gilt  auch  von  dem  Orte  des  Schwer- 
punkts S  der  beiden  Körper,  Denn  die  Bewegung  von  S  ist  gerad- 
linig und  gleichförmig  und  wh'd  aus  den  Oertem  A^ ,  -Bj  der  Punkte 
A,  B  und  ihren  Geschwindigkeiten  A^A^,  S^B,  zur  Zeit  T^  eben 
so,  wie  in  §.  80,  gefunden,  weil  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Köi'per  auf  seine  Bewegung  keinen  Einfluss  hat. 

Mit  den  Oertern  von  D  und  S  sind  aber  auch  sogleich  die  von 
A  und  B  gefunden.  Denn  weil  die  Linie  AB^  CD  ist  und  von 
.y  in  dem  Verhältnisse  von  b :  a  getheilt  wird,  so  hat  man  nur 

SA=  ■     -^  DC    und     SB  =  — "-  ,  CD 

a  -{-  li  a-\-  // 

zu.  machen. 

Die  Bewegungen  von  A  und  ß  gegen  iS  sind  demnach  einander, 
sowie  der  Bewegung  von  D  gegen  C  oder  von  B  gegen  A,  in  den 
Verhältnissen  von  —  b  :  a  :  a  +  b  ähnlich  (§.  77,  c).  Um  sich  von 
diesen  Bewegui^en  eine  anschauliche  Vorstellung  zu  machen,  denke 
man  sich  durch  S  eine  mit  Cß^D,  parallele  Ebene  gelegt.  Indem 
dieselbe,  eich  parallel  bleibend,  mit  S  geradlinig  und  gleichförmig 
fortgeht,  bewegen  sich  ru  ihr  A  und  B  um  den  zwischen  ihnen 
liegenden  Punkt  S,  als  den  gemeinschaftlichen  Brennpunkt,  in  ein- 
ander ähnlichen,  aber  verkehrt  liegenden  Kegelschnitten,  deren  Di- 
mensionen sich  umgekehrt  wie  die  Massen  von  A  und  B  verhalten , 


IL    Das  Prineip  der  Erlialtmig  der  Fläclieii. 

§.  82.  Es  ist  dieses  Prineip  eine  Verallgemeinerung  des  schon 
in  §.  37  bewiesenen  Satzes,  dass  die  Flächengeschwind^keit  des  Kadius 
Vector  eines  Köi-pers  durch  eme  Kraft,  welche  in  der  Richtimg  des 
Badius  wirkt,  nicht  geändert  wu'd.  Um  das  Prineip  jetzt  in  seiner 
Allgemeinheit  zu  entwickeln,  wollen  wir  uns  zuerst  einen  sich  gerad- 
linig und  gleichförmig  bewegenden  Körper  A  denken  und  diese  Be- 
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wegung  auf  einen  irgendwo  angenommenen  festen  l'nnkt  0  (Fig.  30) 
beziehen.  Weil  Dreiecke  von  gleicher  Höhe  sich  ivie  ihre  Grund- 
linien verhalten,  so  wird  bei  der 
gedachten  Bewegung  der  nach  dem 
Korper  von  0  aus  gezogene  Radius 
OA  der  Zeit  proportionale  Flächen 
beschreiben,  in  jeder  Zeiteinheit 
eine  Fläche  gleich  OFG,  wenn 
FG  der  von  A  in  einer  Zeiteinheit 
beschriebene  Weg  ist;  mit  anderen 
Worten:  es  wird  OFG  die  con- 
stante  Flächenges  chmndigkeit  des 
"  Radius   sein,    wenn  FG    die  con- 

'^'     *  stante     Geschwindigkeit    des    Kör- 

pers ist. 
Erhalte  nun  der  Körper,  in  J'"' angelangt ,  einen  Stoss,  welcher 
ihm  eine  in  der  Ebene  OFG  begriffene  Geschwindigkeit  ^FH  er- 
theile.  Man  construire  das  Parallelogramm  S'FGJ,  so  ist  vom  Zeit- 
punkte des  Stosses  an  FI  die  Geschwindigkeit  des  Körpei-s  und 
OFI  die  riächengeachwindiglieit  des  Radius.  Nach  §.  37,  b)  ist 
aber  mit  gehöriger  RücksicJit  auf  die  Zeichen  —  eine  Rücksicht, 
die  auch  im  später  Folgenden  nie  vernachlässigt  werden  darf  —  das 
Dreieck 

OFI=OFG+OFH  , 
d.  h,   die  neue   Flächengeschwind^keit   ist  die  Summe  der  anfäng- 
lichen und  derjenigen,  welche  in  Folge  des  Stosses  allein  statt  haben 
würde. 

Zusatz.  Man  ziehe  in  der  Ebene  OFG  von  F  aus  noch  be- 
liebig die  Linie  FK  und  construire  das  Parallelogi-amm  IFKL,  so 
ist  das  Dreieck 

OFL=  OFI+  OFK=  OFG+  OFII+  OFK  . 
Dabei  ist  FL  aus  FI  und  FK,  d.  i.  aus  FG,  FII  und  FK  zusam- 
mengesetzt, weü  es  FI  aus  FG  und  FH  ist.  Ist  daher  von  meh- 
reren, von  einem  Punkte  F  ausgehenden  und  in  einer  Ebene  ent- 
haltenen, geraden  Linien  die  eine  FL  aus  den  übrigen  FG,  FH, 
FK  zusammengesetzt,  so  ist  auch  von  den  Dreiecken,  welche  diese 
Linien  zu  Gmndlinien  und  einen  beliebigen  Punkt  0  der  Ebene 
zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  das  Dreieck  über  der  ersteren 
Linie  der  Summe  der  Dreiecke  über  den  letzteren  gleich.  —  Giebt 
die  Zusammensetzung  der  Linien  FG,  i^H,...Null,  so  ist  auch  die 
Summe  der  Dreiecke  OFG,   OFM,...  gleich  NuU. 
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§.  83.    Betrachten  mr  jet^t  zivei  sich  m  einer  Ebene  geradlinig 
und  gleichförmig  bewegende  Köi-per  A  und  B;   seien  FG  und  PQ 
(Fig.  31)  die  Geschwindigkeiten  derselben,  also  OFG  und  OPQ  die 
Flächengesch'windigkeiten    in    Bezug    avif 
den  beliebten  Punkt  0  der  Ebene.    Seien 
ferner  F  und  P  zwei  gleichzeitige  Oerter 
der  Körper.    In   diesen   angelangt,   sollen 
sie    nach   direct  entgegengesetzten    Rich- 
tungen   zwei    einander    (statisch)    gleiche 
Stösse  erhalten,  also  Stösse,  welche  ihnen 
nach  FP  und  PF  gelichtete   Geschwin- 
digkeiten FH  und  PM  ertheilen,  die  aich  jjg.  g;. 
umgekehrt   wie  die  Massen  a  und  b  von 

A  lind  iJ  verhalten.     Vom  Zeitpiinkte   der   Stösse  an  werden  nach 
§.  82  die  Flächenge  seh  windigkeiten 

=  OFG+OFH    und     ^OPQ+OPR 
sein.     Es  verhalten   sich  aber   die   Dreiecke  OFH  und  OPR  ihren 
absoluten  "VVertheu  nach  wie 

FH:Pli  =  b:a 
und  haben  entgegengesetzte  Zeichen,   weil   die  Richtungen  von  FII 
und  PR  einander  entgegengesetzt  sind.     Mithin  ist 

ff,  OFH  +  b.OPR  =  o  , 
irnd  folglich 

a  [OFG+  OFH]  +  b{OPQ-\-  OPR)  =  a  .  OFG+b  .  OPQ  , 
d.  h.  die  Summe  der  Fläehengeschwind^keiten ,  jede  multiplicirt  mit 
der  Masse  des  Körpers,  dem  sie  zr^ehört,  ist  durch  die  Stösse  nicht 
geändert  worden. 

Ehen  so  wenig  wird  diese  Summe  sich  ändern,  wenn  die  Köi-per 
noch  mehrere  Male,  jedesmal  gleichzeitig,  zwei  einander  gleiche  und 
direct  entgegengesetzte  Stösse  erhalten;  also  auch  nicht,  wenn  sie 
sich  anziehen  (vergl.  §.  61).  Hat  man  demnach  zwei  sich  in  einer 
Ebene  bewegende  KÖi-per,  auf  welche  keine  anderen  stetigen  Kräfte, 
als  ihre  gegenseitige  Anziehung,  wirken,  und  multiplicirt  man  die 
auf  irgend  einen  festen  Punkt  der  Ebene  bezogene  Flächenge- 
schwindigkeit eines  jeden  mit  seiner  Masse,  so  ist,  wie  auch  die  An- 
ziehung von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  Körper  abhängen  mag, 
die  Summe  dieser  Producte  eine  während  der  ganzen  Bewegung  con- 
staiit  bleibende  Gri-Össe;  oder  mit  anderen  "Worten,  da  jede  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit  sich  ändernde  Grösse  der  Zeit  proportional 
zu-  oder  abnimmt: 
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Die  Sumim  der  von  irgend  einer  Zeit  an  von  den  Radien  der 
'i  Körper  beschriebenen  und  mit  ihren  Massen  muUipUnrten  Flachen 
ii  der  Zeit  i 


§.  84.  Das  in  §.  83  erhaltene  Resultat  lässt  sich  leicht  auf 
drei  und  mehrere  sich  in  einer  Ebene  bewegende  Köi-per  ausdehnen. 
Denn  setzen  ivir  zuerst  voraus,  dass  die  drei  Körper  A,  B,  C  sich 
nicht  anziehen,  und  sich  daher  jeder  geradlinig  und  gleichförmig 
bewege,  so  ist  von  den  Flächengeschwindigkeiten  der  Radien  OA, 
OB,  OC  jede  für  sich  constaut,  also  auch  die  Summe  der  Producte 
aus  ihnen  in  die  resp.  Massen  der  Körper.  Auch  wird  diese  Summe 
nach  §.  83  unverändert  bleiben,  wenn  ii'gend  zweien  der  drei  Körper 
gleichzeitig  zwei  einander  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  StÖsse 
ertheilt  werden;  also  auch  dann,  wenn  sich  Stösse  dieser  Art,  sei  es 
an  demselben  Körperpaare,  oder  abwechselnd  an  verschiedenen 
Paaren,  wiederholen;  also  auch  dann,  wenn  sich  die  drei  Körper 
anziehen.  Denn  man  kann  sich  die  gegenseitige  Anziehimg  von  A, 
B  und  G  offenb^i  auch  so  vorstellen,  dass  in  unendlich  kleinen 
Intervallen  Hinter  einander  zuerst  etwa  A  und  5,  hierauf  A  und  C, 
hierauf  B  und  C  dann  wiederum  A  und  B,  und  in  dieser  Ordnung 
fort,  durch  gleiche  &tosse  gegen  einander  getrieben  werden. 

Auf  ähnhche  4.it  i-^t  der  "Brweis  bei  noch  mehreren  sich  an- 
ziehenden Köi-pem  zu  fnbien 

§.  85.  Bewegen  nich  die  einander  anziehenden  Köi^ier  A,  B, 
C, ...  nicht  in  einer  Ebene  so  seien  A',  B',  C",  .■■  ihnen  an  Masse 
gleiche  Köi'per  die  «ich  m  emei  beliebig  gewählten  Ebene,  als  die 
rechtwinkligen  Projectionen  von  A,  B,  C,...  auf  diese  Ebene,  be- 
wegen. Die  Kräfte ,  wodurch  diese  letzteren  Bewegungen  eraeugt 
werden,  sind  nach  §.  24,  &)  den  auf  ^4,  B,  C,...  wü^kenden  und  auf 
die  Ebene  projich-ten  Kräften  gleich.  Da  nun  wegen  der  gegen- 
seitigen Anziehung ,  von  A  und  J5  z.  B. ,  auf  A  und  B  nach  den 
Richtungen  AB  und  BA  zwei  einander  gleiche  bewegende  Kräfte 
wirken,  so  werden  auch  A'  und  B'  von  zwei  einander  gleichen  be- 
wegenden Kräften  gegen  einander  getrieben,  nämlich  von  Kräften, 
die  den  auf  A  und  B  wirkenden  und  mit  dem  Cosinus  der  Neigung 
der  Linie  AB  gegen  die  Ebene  multiplicirten  Kräften  gleich  sind. 
Die  Körper  A',  B' ,  C ,...  bewegen  sich  daher  in  der  Ebene  gleich- 
falls als  einander  anziehend,  mithin  nach  dem  vorhin  entwickelten 
Gesetze,  und  wir  schliessen  daraus; 

Hat  man  ein  System  sich  iewegender  Kih-per,  auf  welche  bloss 
ihre  gegejiseitigen  Anzielnniijen  vjirken,  zieht  man  von  einem  heliebigen 


y  Google 


Fünftes  Kapitel.    Erhaltung  der  Flächen. 


141 


festen  Ptmktu  nach  den  einzelnen  Körpern  Radien  und  proßcift  die- 
selben attf  eine  heliehig  durch  den  Punkt  gelegte  feste  Ebene,  so  ist 
die  Summe  der  Producte  atis  der  Masse  jedes  Körpers  in  die  Flächen- 
geschwindigkeit  der  Protection  seines  Radius  constant,  oder: 

Es  wächst  die  Summe  der  Producte  aus  der  Masse  Jedes 
in  die   von   der  Projection   seines  Radius   in   der  Ebene   ■ 
Mäche  der  Zeit  proportional. 

Dies  ist  der  Satz,   welchen  man  das  Princip   der  I 
der  Flächen  nennt. 


§.  86.  Diu  nach  diesem  Princip  bei  jedem  Systeme  sich  an- 
ziehender Körper  von  einem  Zeitpunkte  zum  andeien  constante 
Summe  von  Producten  —  wir  wollen  sie  kurz  das  Moment  des 
Systems  nennen  —  hängt  von  der  Wahl  der  festen  Ebene  und  des 
darin  liegenden  festen  Punktes  0  ab,  und  Avird  für  veischiedene 
Annahmen  jener  Ebene  und  dieses  Punktes  im  Allgemeinen  ver- 
schiedene Werthe  erhalten. 

Untersuchen  wir   zuerst,    wie    sich   das  _^^ 

Moment    ändert,    wenn    es   bei   unverändert  /^\ 

bleibender  Ebene    auf  verschiedene   Punkte  X    i    \ 

derselben  bezogen  wird.    Seien  zu  dem  Ende         ^  ^_-_ ^       ^, 

A„,  B^,...   und  Sn  (Fig.  32)   die  rechtwink-  °\       /  """•--..^X 

ligen  Projectionen  der  sich  anziehenden  Kör-  .  '',;il— — 7^*'/ 

per  ^,  B,...  und  ihres  Schwei-punktes  ^  auf  "'       "---„;•'' 

die    Ebene    zu   einer   gewissen  Zeit;    -Aq^,,  "'^"^-^ 

5,5,,,...,  S^S,  die  Projectionen  der  gleich-  ^^A 

zeitig  statthabenden  Geschwindigkeiten   von  j,.    ^^ 

A,  B,...   und   S.     Nun    ist,    wo   auch    der 
Punkt  0  m  der  Ebene  liegen  mag,  die  Fläche  des  Vierecks 
A^A,S,S^=  OA,A^  -t-  OA^S,  +  0S,S,  +  OS„A^  . 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  erhellet  augenblicklich,  sobald 
die  zwei  Diagonalen  A„S,  und  A^S„  des  Vierecks  sich  innerhalb 
ihi'er  Endpunkte  schneiden,  und  der  Punkt  0  innerhalb  des  Vier- 
ecks liegt;  sie  gilt  aber,  mit  gehöriger  ßücksicht  auf  die  Zeichen, 
auch  für  jede  andere  Lage  der  Punkte  A^,  A,,...  und  0. 

Auf  gleiche  Art  ist  die  Vicrecksfiäche 

B^B,S,S^  =  OB^B,  +  OB,S^  +  OS,S^  +  OS\,B„  , 
u.  s.  w.     Man  multiplicire   diese  Gleichungen  resp.   mit  den  Massen 
ffl,  b,...  der  Körper,  addire  sie  hierauf  itnd  setze 
a  .  A,A,S,S,  +  h  .  B„B,S,S,  -i-...  =  Q 
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und 

a  .  OA„A,  4-  i .  OB,B,  +...  =  M  , 
wo  also  M  das  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  der 
Ebene  ausdrückt,   so  kommt : 

Denn  weil  S  der  Schwerpunkt  dei  Massen  «,.  b,...  in  A,  S,... 
ist,    so  ist   auch   in  der  Projection  ■S'^   der  Schwei'punkt  der  in  A,,, 
B„,...  befindlichen  Massen  (§.  78,  Zus.),  folghch 
a.S,A,  +  h.S„B„  +  ...^o  , 
mithin  (§.  82,  Zus.) 

a.O,%A,,  +  h.O>%B,+...^o  , 
und  eben  so 

a.OS^A^  +  h  .OS,B,+  ...=o  . 

Beziehen  wir  jetzt  das  System  auf  den  Punkt  0'  der  Ebene  und 
setzen  rücksichtlich  desselben  das  Moment  gleich  M',  so  findet  sich 
ähnlichervveise: 

Q  =  M'  +{a-\-h-\-...)  0'S,S,  ; 
folglich 

ilf'  —  1/  =  (a  +  5  +  ■  ■  ■)  {OS,  S^  —  O'S^  S„} 

=^s{OS,S,+  0'S^S,]  =  s.OS,0'S,  , 
wo  s  =  ö  +  ö  +  . . . .  Es  wird  hierdurch  der  merkwürdige  Satz  aus- 
gedrückt, dass  für  Je  zwei  Punkte  derselben  Ebene  der  Unterschied 
der  darauf  bezogenen  Momente  des  Systems  dem  mit  der  Massensumme 
muliiplicirten  Viereck  gleich  ist,  welches  die  Linie  von  dem  einen  Punkte 
isum  anderen  und  die  Linie,  welche  die  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punkts darstellt,  zu  Diagonalen  hat. 

Folgerung.    Für  S^S,=q  wird  M=M'\  d.h. 

Ruht  der  Schwerpunkt,  so  hat  das  Moment  Jur  alle  Punkte  einer 
und  derselben  Ebene  gleiche   Werthe. 

§.  87,  Behalten  wir  jetzt  den  Punkt  0  ungeandert  bei,  lassen 
aber  die  ihn  enthaltende  Ebene  ihre  Lage  ändern  und  suchen  die 
Abhängigkeit  zwischen  den  auf  diese  verschiedenen  Ebenen  bezoge- 
nen Momenten  zu  bestimmen. 

Wii  wollen  deshalb  zu\oi  ein  System  ihrer  Richtung  und  Grösse 
nach  bestrtnmter  geradei  Linien^,  g,  /*,,..  in  Betrachtung  ziehen, 
von  denen  die  eiste  f  an«  den  übrigen  g,  h,...  zusammengesetzt  sei, 
und  die  wu  uns  insüesamnit    besserer  Anschaulichkeit   wegen,   von 


y  Google 


§.  87.  Fünftes  Kapitel,     Erlialtung  der  Flächen,  143 

einem  iiiid  demselben  Punkte  0  ausgehend  denken.  Biese  Linien 
woUen  wir  rechtwinklig  auf  eine  beliebig  durch  0  gelegte  Gerade  y 
projiciren  und /,,  g^,  h^,...  die  Projectionen  nennen,  so  ist  der 
Voraussetzung  zufolge  und  nach  §.  75 

H  /■,=j,  +  J,H-... 

Werde  nun  zu  diesem  System  von  Linien  y,f,  g,  /*,...  ein 
System  durch  0  gelegter  Ebenen  V,  F,  G,H,...  hinzugefügt,  welche 
auf  den  gleichnamigen  Linien  perpendikular  stehen,  und  von  denen 
man  sich  F,  G,  H,...  als  begrenzte,  den  Längen  von  f,  g,  /i,... 
proportionale  Flächen  denke,  so  dass,  wenn  die  Sti'ecke  F:_f  zur 
Linieneinheit  genommen  und  daher  F^f  gesetat  wird,  man  auch 
G=g,  S^h,...  habe. 

So  wie  vorhin  y,  g,  /*,...  auf  y,  projicire  man  jetzt  die  Flächen 
F,  G,H,...  auf  die  Ebene  F  und  nenne  F^,  G^,  II,,...  diese  Pro- 
jectionen. Weil  f  auf  F  und  y  auf  F  oder  _/,  auf  F^  pei-pendikular 
steht ,  so  sind  die  Winkel  von  f  mit  f,  und  von  F  mit  F^  einander 
gleich ;  es  verhält  sich  daher  die  Linie  /  zu  ihrer  Projection  f, ,  wie 
die  Fläche  F  zu  der  ihrigen  F,,  und  da  F=f  gemacht  worden^  so 
ist  auch  F^^f^,  und  aus  gleichem  Grunde  G,^g^,  II^  =  h,,  etc., 
folglieh  wegen  («) 

F,  =  G,-irH,  +  ...  . 

Sind  demnach  —  so  schliessen  wir  hieraus  umgekehrt  —  mehrere 
iegrenste  Ebenen  G,  H, ...  gegeben,  errichtet  man  auf  denselben  ihnen 
proportionale  Perpendikel  g,  h, ...  und  bestimmt  die  aus  diesen  zusamr- 
mengesetzte  Linie  f,  so  hat  eine  tmf  f  perpenäihüare  ebene  Fläche  F, 
welche  mit  f  in  demselben  Verhältnisse,  wie  G  mit  g,  etc.  pri^ortional 
ist,  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der  gegebenen 
Flächen  G,  S, . . ,  auf  eine  beliebige  Ebene  F  stets  der  Projection 
von  F  auf  dieselbe  Ebene  gleich  t'ft. 

Man  kann  diese  Fläche  F  die  aus,  den  Flächen  G,  H,...  zu- 
sammengesetzte Fläche  nennen,  da  sie  in  Bezug  auf  G,  H,... 
dieselbe  Eigenschaft  hat,  'nie  m  Bezug  auf  die  Linien  g,  h,...  die 
aus  ihnen  zusammengesetzte  Linie  /'. 

Werden  nun  —  um  diese  Betrachtung  auf  die  Bestimmung  der 
Momente  anzuwenden  —  durch.  A"  A' ,  E"  B' ,.. .  die  zu  einer  gewissen 
Zeit  statthabenden  Geschwindigkeiten  der  Körper  A,  B, ...  im  Baume 
dargestellt,  so  hat  man  nur  die  Flächen  OA^A\  OB^'B',...,  nach- 
dem sie  vorher  resp,  mitzählen  a,  h,...  multiplicirt  worden,  welche 
den  Massen  von  A,  B, ...  proportional  sind ,  zu  einer  einzigen  Fläche 
F  zusammenzusetzen.   Die  Summe  2  der  Projectionen  von  «.  OA"  A^, 
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h,  OB"B\...   iiui  irgend   eine  diirch   0   gelegte   Ebene  .1',  oder  das 
Moment  des  Systems  in  Beziig  auf  diese  Ebene,  wird  dann  stets  der 
Projcction  von  F  auf  dieselbe  Ebene  gleich  sein,  also 
2  =  i^cos  r'^'F  . 

unter  allen  auf  denselben  Piuikt  0  bezogenen  Momenten  ist 
daher  dasjenige,  dessen  Ebene  mit  F  zusammenfällt,  am  grössten, 
nämlich  gleich  F  selbst,  weshalb  wir  F  das  Hauptmoment  für 
den  Punkt  O  nennen  wollen.  Für  jede  Ebene ,  welche  auf  F  per- 
pendikulaj  steht,  und  wo  daher  r'""F  =  go°,  ist  das  Moment  Null. 
Eben  so  leiichtet  ein,  das  für-  aUe  Ebenen,  welche  mit  F  gleiche 
Winkel  machen,  die  Momente  gleiche  Werthe  haben. 

NachträgHch  ist  noch  zu  zeigen ,  wie  bei  der  Zusammensetzur^ 
der  Flächen  der  nöthigen  Rücksicht  auf  die  Zeichen  noch  Genüge 
geschehen  muss,  was  im  Vorigen,  um.  die  Auffassung  der  Haupt- 
sache desto  leichter  zu  machen,  übergangen  wurde.  —  Seien  OQ, 
OH,...  den  Flächen  a.  OA'A',  5.  OB''B',...  proportionale  imd  auf 
ihnen  perpendikulare  (vorhin  mit  </,  h,...  bezeichnete)  Linien,  und 
zwai-  jede  derselben  auf  derjenigen  Seite  ihrer  Fläche  stehend,  bei 
welcher,  wenn  die  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem  Kopfe  nach 
und  nach  in  die  Lagen  OQ,  OH,...  gebracht  wird,  die  darauf  resp. 
perpendikularen  Linien  A^A^,  JS"B',...  jedesmal  nach  derselben  Seite, 
es  sei  von  der  Hechten  nach  der  Linken,  gerichtet  erscheinen.  Ist 
nun  OP  (vorhin  y}  die  aus  OQ,  OS,...  zusammengesetzte  Linie, 
so  lege  man  durch  0  eine  zu  ihr  perpendikulare  Ebene  und  ziehe 
darin  eine  Linie  K'^K*  so,  dass,  den  Kopf  nach  P  und  die  Füsse 
nach  0  gebracht,  ihre  Richtung  nach  links  gehend  eracheint,  und 
von  solcher  Länge,  dass  für  das  Dreieck   OlfK' 

OK"  K' ■  a  .  OA^A':   ...    =0P:  OQ:   ... 
Dieses  Dreieck  wird  die   gesiichte  Fläche  F  sein;   es  vdrd  nämlich, 
wenn    A„A,,    BaB,,...    und    -K'„Jr,    die    Projectionen    von    A^A', 
B''B'....  und  K''K'  auf  h-gend  eine  durch  0  gelegte  Ebene  F  sind, 
mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Zeicheix  (§.  37,  Anm.) 
a.OA„A,  +5.  OB^B,  +....=  OK,K,  . 

§.  88.  Seien  T  und  F'  zwei  einander  parallele  Ebenen,  0  ein 
Punkt  in  der  ereteren,  0'  in  der  letzteren,  und  die  Linie  00'  auf 
ihnen  perpendikulai-.  Die  zwei  Momente  des  Systems,  wenn  cheses 
das  eine  Mal  auf  F  und  O,  das  andere  Mal  auf  F'  und  0'  bezogen 
wird,  sind  dann  einander  gleich,  weil  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung von  jeder  Linie   dos  Systems,   wie  von  A'^A'',  die  zwei  Pro- 
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jectioneii   auf  F  und  JT'  offenbar  einander   gleich   und  parallel  sind 
und  resp.  gegen  0  und  0'  einerlei  Lage  haben. 

Bei  ruhendem  Schwerpunkte,  wo  (§,  86,  Folgeruug)  das  Moment 
für  eine  Ebene  F  unabhängig  von  dem  Orte  des  Punktes  0  in  der- 
selben ist  und  mithin  allein  schon  durch  F  bestimmt  wird,  —  bei 
einem  solchen  System  sind  folglich  die  Momente  für  je  zwei  parallele 
Ebenen  einander  gleich,  und  wenn  das  Moment  für  eine  gewisse 
Ebene  seinen  grössten  Werth  hat,  so  hat  es  denselben  auch  für  jede 
andere  ihr  parallele  Ebene.  Die  aus  den  Flächen  a  .  OA''A^,  etc,  zu- 
sammengesetzte Fläche  i^  wird  daher,  wenn  der  Schwei-punkt  ruht, 
immer  von  derselben  Grosse  und  Lage  gefunden,  wo  auch  im  Räume 
der  Punkt  0  angenommen  werden  mag,  und  —  setzen  wir  nach 
§.  85  hinzu  —  welches  auch  der  Zeitpunkt  sein  mag,  auf  welchen 
sich  die  zur  Bestimmung  von  F  angewendeten  Geschwindigkeiten 
beziehen.  Die  Ebene  von  F,  oder  vielmehr  die  Reihe  von  Parallel- 
ebenen, in  deren  jeder  F  liegen  kann,  wird  deshalb  die  unver- 
änderliche Ebene  des  Systems  genannt. 

§.  89.  Ruht  der  Schwei-punkt  nicht  und  bewegt  sich  daher  ge- 
radhnig  und  gleichförmig,  so  ändert  sich  bei  Annahme  eines  anderen 
0  im  A%emeinen  auch  die  Lage  und  Grösse  des  darauf  bezogenen 
Hauptmoments  F.  Indessen  lässt  sich  auch  in  diesem  Falle  eine  von 
0  unabhängige  unveränderliche  Ebene  leicht  angeben.  Denn  da  ein 
System  mit  fortrückendem  Schwerpunkte  in  Bezug  auf  einen  Raum, 
der  nach  derselben  Richtung  und  mit  derselben  Geschwindigkeit 
fortrückt,  als  ein  System  mit  ruhendem  Schwerpunkte  angesehen 
werden  kann,  so  wird  von  den  Momenten  eines  Systems  der  ersteren 
Art  alles  Das  gelten,  was  so  eben  von  den  Momenten  eines  Systems 
der  letzteren  Art  gezeigt  worden,  dafern  man  nur  jene  Momente  auf 
Ebenen  bezieht,  welche,  sich  parallel  bleibend,  so  foi-trücken,  dass 
jeder  ihrer  Punkte  dieselbe  Bewegung  wie  der  Schwerpunkt  hat, 
oder,  was  dasselbe  ist:  wenn  man  statt  der  wahren  Bewegungen  der 
Körper  ihre  relativen  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  in  Rechnung 
nimmt. 

Bei  einem  System  von  nur  zwei  Körpern  ist  hiernach  die  durch 
den  Schwei-punkt  gelegte  und  von  ihm  parallel  fortgeführte  Ebene, 
in  welcher  sich  die  zwei  Körper  selbst  bewegen  (§.  8!),  als  die  un- 
veränderliche Ebene  zu  betrachten. 

Da  bei  unserem  Sonnensystem  von  Einwirkungen  fremder  Sonnen 
auf  dasselbe,  bis  jetzt  wenigstens,  keine  Spur  sich  gezeigt  hat,  so 
muss    sieb    auch   bei   ihm    eine   unveränderliche   Ebene   nachweisen 
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lassen,  also  eiue  Ebene,  die  sich  immerfort  parallel  bleibt,  während 
die  Ebenen,  in  denen  sich  die  Planeten  und  Kometen  um  die  Sonne 
und  die  Monde  um  ihre  Planeten  bewegen,  zufolge  der  gegensei- 
tigen Stöi-ungen  aller  dieser  KÖiper,  stets,  wenn  auch  nur  sehr  lang- 
sam, ihre  Lage  ändern.  Da  man  die  Lage  dieser  Ebene  zu  jeder 
Zeit  verhältnissmässig  leicht  wieder  finden  kann,  so  eignet  sie  sich 
ganz  besonders  zu  einer  Grundebene,  auf  welche  man  die  Bahn- 
ebenen jener  Köi^per  bezieht  und  die  allmähHchen  Aeudei'uugen  der- 
selben bestimmt. 

In  Bezug  auf  die  Lage,  welche  die  Ekliptik  zu  Anfange  des 
Jahres  1750  hatte,  ist  die  vom  damaligen  Frühlingsäquinoctium  an 
gerechnete  Länge  des  aufsteigenden  Knoteus  der  unveränderlichen 
Ebene  =  102°  ^j'  30"  und  die  Neigung  derselben  =  1°  35'  31".  [La- 
place  Mecamque  cSleste,  Tome  III,  pag.  163.)*) 

§.  90.  Um  von  unserem  Sonnensystem  und  überhaupt  von  einem 
System  sich  anziehender  Körper,  deren  Schwerpunkt  foi-ti-iickt,  die 
unveränderliche  Ebene  zu  finden,  hätte  man  nach  dem  Obigen  vor 
Allem  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  zu  bestimmen,  indem  auf 
diesen  die  Bewegungen  der  Körper  bezogen  werden  müssen.  Es  lässt 
sich  aber  dem  Ausdi-ucke  für  das  Moment  noch  eine  andere  Form 
geben,  bei  welcher  wir  der  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ganz 
überhoben  sind. 

Bedeuten  wiederum  A^A^,  B^B^,  C„C^,  ...  die  auf  die  Ebene 
selbst,  für  welche  das  Moment  gesucht  wird,  projicirteu  Geschwin- 
digkeiten der  Massen  a,  h,  c,  ...  zu  einer  gewissen  Zeit,  so  ist  das 
Moment  für  den  Punkt  0  der  Ebene; 

M=a.  OA^A,-^h  .  OB,B,+  c  .  OC,C,  +  ...  . 

Setzen  wir  nun  zuerst  den  Pall ,  dass  der  Schwerpunkt  des  Sy- 
stems ruhe,  so  ist  M  unabhängig  von  O,  und  daher  auch,  wenn  wir 
0  nach  und  nach  mit  A^,  B^,    C^,  ...  zusammenfallen  lassen-. 


"•"j  Eekinnt   ist   dit   Cti   roM.is  Ichc   sich     11   d  e  I  ijlxce    che  Be^tm 

mung  dei  iii>  iml.  ein  Ebene  u  ?eie  Soimenavstam?  gekni  pft  hat  nachdem 
Pomsot  im  Jahie  l'*2''  daraut  aufmerksim  machte  daas  stieng  genommen  ftiich 
die  bei  dei  Bewegmg  der  batelliten  im  ihre  H^ij-tplineten  so  wie  die  11  folge 
der  EotitionsbeiiegunK  der  Himn  elsltörper  um  ihic  eigenen  Axen  hesclaiehenen 
Fl&cten  bei  der  Bestimmung  dei  invarnbeln  Ebene  mit  m  Rechnung  gezogen 
■»eiden  müssen  \ergl.  z  B  im  4nt>na;e  au  Pomsot  s  Statk  dessen  Thiojie 
ei  d  fet  itniHofi  de  Itquateu^  du  systüie  solaue  [Eldmetts  de  Stafiiiie  y  edit 
lb4S    p    !&1— 420        \  d   H 
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3i^  b  .  A„B„B^  +  c  .  A^C\C\  +  ..., 

M=a.  C^A.A,  +5.  C\B^B,+  ..., 
u,  8.  w.,  weil  die  Dreiecke  A^A^A^,  B^B^B^,  ...  Null  sind.    Man  niul- 
tiplicire   diese  Gleichungen  der  Reihe   nach,  mit  a,  h,  c,  ...  und  ad- 
dire  sie  hierauf,  so  kommt ; 

{a^b^c-\'..)M  =  ab{A^B^B,+B,A^A,)-^ 
+  ac  iA,C,C,  +  0,A,A,)  +  bc{B,C\C\  +  C,B,B^)  +  ... 

Es  ist  aher,  wenn  md-Ji  A^Q^  A^B^  [Fig.  33)  macht,  A^A^B^^Q 
ein  Parallelogramm,  und  daher  (§.  37,  Anmerk.) 

B^A„B,  =  B,A,Q-JrB,A^A„ 
oder  was  dasselbe  ist: 

A^B/^=A^B^B^-\-B^A^A^  , 
d.  i.  gleich  der  in  der  voraus tehenden  Gleichung  mit  ab  multiplicirten 
Fläche.    Weil  nach  dieser  Conatmction  ß„Q   die  auf  die  Ebene  pio- 
jiciite   Geschwindigkeit   von  B  ist,    wenn   A 
ruhend  und   die  Bewegung  von  B  gegen   A 
unverändert   angenommen    wii'd  (vergl.  §.  81), 
so  ist  diese  Fläche  A^B^Q,  die  unter  denselben 
Bedingungen  statthabende,  auf  die  Ebene  pro- 
jicirte  Flachenge scli windigkeit  des  Radius  AB. 
Aehnliches  gilt  von  den  übrigen  Gliedern  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung,  und  wir  er- 
halten somit  für  den  Fall,  wenn  der  Schwer- 
punkt   ruht,    zur  Berechnung     des    Moments 

des   Systems    in   Bezug  auf  eine   gegebene  Ebene   die  nachstehende 
Regel : 

Man  verbinde  Je  zwei  Körper  des  Systems  durch  einen  Radius, 
bestimme  die  FläGfiengeschwmdigheit  desselben,  indem  mcm  bei  unver- 
änderter relativer  Bewegung  der  beiden  Körper  den  einen  ruhend  an- 
nimmt, und  multiplidre  diese  Flächengeschwindigkeit  mit  dem  Producte 
aus  den  Massen  der  beiden  Köj-per.  Die  Surrnne  der  Projectionen  dieser 
multiplicirten  Flächen  auf  die  gegebene  Ebene,  dividirt  durch  die  Summe 
aller  Massen,  giebt  das  gesuchte  Moment. 

Die  aus  den  multiplicirten  Flächen  susammengesetzte  Fläche  aber 
(§.  88)  wird,  nachdem  sie  noch  durch  die  Summe  der  Massen  dividirt 
worden,  das  Hauptmoment,  und  die  Ebene,  in  welcher  sie  liegt,  die 
unveränderliche  Ebene  des  Systems  sein. 

Bewegt  sich  der  Schwerpunkt,   so  gelten  dieselben  Vorschriften" 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ebene,  auf  welche  projicirt  wii-d, 
und  so  auch  die  Ebene  des  Hauptmoments,  sich  parallel  bleibend, 
mit  dem  Schwerpunkte  fortrückt,  und  man  erhält  folglich  das  in 
§.  89  Gesuchte  —  aus  dem  Grunde,  weil  bei  diesen  Vorschriften 
bloss  die  relativen  Bewegungen  der  Körper  in  Rechnung  kommen, 
und  die  absolute  Bewegung  des  Schwerpunktes  ausser  allem  Betracht 
bleibt. 


III.   Das  Prineip  dci  Erlmltung  der  lel)endigeii  Kräfte. 

§.  91.  Unter  der  lebendigen  Kraft  eines  sich  bewegenden 
Körpers  versteht  man  das  Product  seiner  Masse  in  das  Quadrat  seiner 
Gesehwind^keit.  Bei  einem  System  von  Köi^pern,  auf  welche  keine 
anderen  Ki'äfte  als  ihre  gegenseitige  Anziehung  wirken,  und  wo  diese 
Anziehung  je  zweier  Körper  eine  Function  ihrer  gegenseitigen  Ent- 
fernung ist,  besteht  nun  das  in  der  TJeberschrift  genannte  Prineip 
darin,  dass  sich  immer  eine  gewisse  von  den  Massen  und  den  gegen- 
seitigen Entfernungen  der  Körper  abhängige  Function  angeben  lässt, 
von  welcher  die  Summe  aller  lebendigen  Kräfte  des  Systems,  oder 
kürzer,  von  welcher  die  lebendige  Kraft  des  Systems  selbst,  stets 
um  dieselbe  Grösse  verschieden  ist;  dass  also,  wenn  man  die  Massen 
der  Körper  und  ihre  gegenseitige  Lage  in  ii-gend  zwei  Zeitpunkten 
kennt,  man  damit  ohne  Weiteres  den  Unterschied  der  Werthe  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  in  dem  emen  und  dem  anderen  Zeit- 
punkte zu  bestimmen  im  Stande  ist. 

Da  von  diesem  Prineip  in  der  Folge  kein  Gebrauch  gemacht 
werden  wird,  obschon  es  bei  tiefer  in  die  Mechanik  des  Himmels 
eingehenden  Untersuchungen  grossen  Nutzen  zu  leisten  vei^mag,  so 
will  ich  es  hier  bloss  für  ein  System  zweier  nach  dem  Newton'schen 
Gesetze  sich  anziehender  Körper  A  und  B,  deren  Massen  a  und  b 
seien,  beweisen. 

„  Seien    (Fig.   33*)    A^A,     und    B,B,    die 

Wege  von  A  und  B  während  des  Zeitelements 
T^Tf.     Nun  ist  A„B^  gleich  der  Summe  der 
j,.  "        Projectionen  von  A^^A,^,   ^lA   i™d  B^B^,    auf 

^„B„.    SetJ!t  man  daher 
cos,B,,A^A,  ~P,         cos  A^Bf,B,  =  Q  , 
und  bemerkt,    dass  der   Cosinus   des  Winkeis   von  A^B^   mit  A^^B^, 
wegen  der  unendlichen  Kleinheit   des   letzteren,   gleich  i  ist,  so  hat 
man: 

A,B„  =  P  .  A,A^  +  A,B,  +  Q  .  B,B^  . 
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Man  setze  noch  A^Bi^  =  r,  die  Geschwindigkeiten  von  A  und 
B  zur  Zeit  T^  gleich  v  und  tu,  und  m  .  T^T^  =  i   (§.  10),  so  ist 

m  .  A^A^  =  v,         m  .  B,B,  =  w  , 
und 

m{A,B,  —  A,A,]  =  r'  , 

gleich   der  Geschwindigkeit  mit  welcher  r  seine  Länge  ändert.     Die 
vorige  Gleichung  ^vird  damit 

(1)  p„  +  Q,i,  =  — /    . 

Die  Kiaft,  mit  welcher  a  von  b  angezogen  wird,  ist  gleich  Kb  :  rr\ 
folglich  die  nach  A„B^  gerichtete  Tangentialkraft  =  KPb  :  rr.  Letz- 
tere ist  aber  auch  der  Kraft  bei  einer  geradlinigen  Bewegung  gleich, 
deren  Geschwindigkeit  sich  nach  demselben  Gesetze ,  wie  bei  der 
krummlinigen,  ändert  (§.  23,  c),  also  gleich  v'  (§.  21),  folglich 

(2)  ^'-''. 

und  eben  so 

,„.  QKa 

(3)  -;r,T-"=^''    ■ 

gleich  der  auf  B  wirkenden  Tangentialkraft. 

Man  multipHcire  {2}  mit  av,  (3)  mit  bw,  und  adtlire  hierauf  diese 
Gleichungen,  so  kommt  in  Verbindung  mit  (1): 

avD'  +  bww'  +  Kab  -^  =  o. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  {§.  W  die  Geschwindig- 
keit von 


und  diese  Geschwindigkeit,  infolge  dersGlben  Gleichung,  gleich  Null; 
mithin 

(4)  avv  -i-iwtv  —  2Jf--;    =:  einer  unveränderlichen  Grösse; 

d.  h.  die  lebendige  Ki-aft  des  Systems  ist  von  der  Function  2  Ka  b  :  r 
stets  um  dieselbe  Grösse  verschieden. 

Zusätze,     a)  Ruht   der  Schwerpunkt  des  Systems,   so   haben  v 
und  ta  entgegengesetzte  Richtungen,  und  es  ist  av  ^  bw  (§.  77);  die 
Geschwindigkeit  des  einen  Körpers  gegen  den  anderen  ist  aber  gleich 
o  -J-  MJ,  welche  u  heisse.    Es  folgt  hieraus 
^      b 

womit  (4)  in 
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=  einer  constanten  Grösse 

übergeht.  Da  in  dieser  Gleichung  keine  die  absoluten  Bewegungen 
der  beiden  Körper  betreffenden  Grössen  vorkommen,  so  muss  sie 
auch  für  den  Fall  gelten ,  wenn  der  Schwerpunkt  sich  bewegt.  Sie 
ist  übrigens  mit  der  schon  in  §.  52  gefundenen  Gleichung  (11)  iden- 
tisch, indem  {§.  44  u.  §.  65)  das  doiiige 

k^  =  a^n^  =  K{M-^on) 
ist.    Die  constante  Grösse  in  der  hier  erhaltenen  Gleichung  ist  nacli 
§.52   gleich  — -ff  («-]- 5),   dividirt  durch  die   halbe  grosse   Äxe   des 
Kegelschnitts,  welchen  der  eine  Körper  um  den  anderen  beschreibt. 

b)  Durch  Betrachtungen,  die  ganz  auf  denselben  Gründen,  wie 
die  vorigen,  beruhen,  findet  man  die  lebendige  Kraft  eines  Systems 
von  drei  oder  melixeren,  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  sich  anzie- 
henden Körpern  A,  B,  C,  ...,    deren  Massen  gleich  «,  i,  c,  ...  sind, 

=  2K  { -j^7  +  —^  -f-  -jj^  -|-  . . , j  -|-  einer  Constanten  Grösse . 

c)  Von  einem  beliebigen  Punkte  O  ausgehend,  mache  man  CA, 
OB,  OC,  ...  =  den  Geschwindigkeiten  von  A,  B,   C,  ...  und  OS  ^ 

der  Geschwindigkeit  des  8chwei"punktes  S  von  j4.  B,  C,  ... ,  so  ist 
nach  §.97  [a  +  b -\- c  +  ...)  OS  aus  a.OÄ,  6.  OB,  c.OC,  ...  zu- 
sammengesetzt, also  (§.  74) 

(ß  +  5  +  ...)  0S  =  «.0A  +  5  .  OEH-... 

=  «(OS-i-SA)+ Ö(0S-1-SB)  +  ...  , 
folglich 

o  =  «.SA  +  Ä.SB-H...; 
d.  h.  S  ist  der  Schworpunkt  der  in  A,  B,  C,  ...  befindliclien  Massen 
tt,  h,  c,  ...  (§.  78,  Zusatz). 

Nach  einem  bekannten  Satze  in  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
ist  aber,  wo  auch  der  Punkt  O  angenommen  werden  mag: 

[a)     ff.  OA^  +  &.OB=-h...  =  (a +  &  +  ...)  OS" 

+  a.SA^  +  i  .  SB^  +  ... 

Lässt  man  hierin  O  nach  und  nach  mit  A,  B,  ...  zusammenfallen, 
ninltiplicirt  die  dadurch  entstehenden  Gleichungen  resp.  mit  a,  b,  ..., 
addirt  sie  alsdann,  dividirt  mit  2  und  setzt 

,^,     ab  .  AB^  -f-  ao  .  AÜ°-  +  ^c  .  BC  -}-..-_  ., 
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L  =  ö.  SA=  +  5.  SB^  +  c.  SC^  +  ---, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  [«): 

a.OA^  +  f>.  0B=H-...  =  (ß  +  5  +  .,.)  OS'-f-L  . 

Der  gemachten  Constraction  gemäss  ist  nun  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  gleich  der  lebendigen  Kiaft  des  Systems  der  Köipei  A, 
B,  C,  ...;  die  auf  der  rechten  Seite  in  L,  zufolge  von  {ß],  enthal- 
tenen Linien  AB,  AC,  BC,  ...  drücken  aber  die  relativen  Geschwin- 
digkeiten von  B  gegen  A,  von  C  gegen  A,  von  C  gegen  B,  .. .  aus, 
und  man  sieht  somit,  wie  die  lebendige  Kraft  eines  Systems  durch 
die  Geschwindigkeit  08  seines  Schwei'punktes ,  und  durch  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  Köi'per  des  Systems  gegen  einander 
haben,  dargestellt  werden  kann. 

Bei  einem  System  nach  dem  Ncwton'schcn  Gesetze  sich  anzie- 
hender Körper  ist  hiernach 

ad.AB^  +  ,:^c.AC"  +  5c.BC"-f-.,.  ^  iah_   ,   _«^   ,    _*£,   ,        \ 

a-^b  +  c-^-...  ~^       \AB^  AC'^  BC^  --■] 

-\-  einer  constanten  Grösse, 

indem  wegen  der  gegenseitigen  Anziehung  die  Linie  OS  constant  ist, 
u;^d  folglich  das  Glied  («  -}-  5  +  ...)  OS^  mit  der  zu  Ende  gesetzten 
constanten  Grosse  zusammenflies  st. 
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Von  den  Störungen  des  Mondes  durch 
die  Sonne. 
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Erstes  Kapitel. 

Das  Problem  der  drei  Körper. 


§.  92.  Das  Hauptgeschäft  der  auf  den  Himmel  angewendeten 
Mechanik  Gesteht  daiün,  die  kleinen  Abweichungen  oder  Störungen 
zu  bestimmen,  welche  in  dem  ohne  solche  Abweichungen  elliptischen 
Laufe  der  Planeten  um  die  Sonne,  und  der  Ti'abanten  um  ihre 
Hauptplaneten,  dadurch  entstehen  milasen,  dass  jeder  dieser  Körper 
nicht  bloaa  von  demjenigen,  um  welchen  er  sich  bewegt,  sondern 
immer  zugleich  von  allen  übrigen  Körpern  angezogen  wird.  Eine 
vollständige  Lösung  dieser  verwickelten  Aufgabe  ist  bei  dem  gegen- 
wäi^tigen  Zustande  der  Analysis  schlechthin  unmöglich.  Indessen  hat 
man  zum  praktischen  Bedarf  vollkommen  hinreichende  Methoden  ge- 
funden ,  welche  die  Au%abe  durch  Näherung  lösen.  Die  Möglichkeit 
einer  solchen  Näherung  ist  hauptsächMch  darin  begiHindet,  dass  die 
Kräfte,  durch  welche  die  rein  elliptische  Bewegung  eines  Planeten 
um  die  Sonne  oder  eines  Trabanten  um  seinen  Planeten  gestört  wird, 
theils  wegen  der  Kleinheit  der  Massen  der  störenden  Körper  gegen 
die  Masse  der  Sonne  oder  des  Hauptplaneten,  theils  wegen  der  sehr 
grossen  Entfernung  jener  Köi-per,  immer  nur  sehr  gering  gegen  die 
Kräfte  sind,  welche  die  elliptischen  Bewegungen  selbst  erzeugen. 
Auch  wird  die  genäherte  Lösung  der  Aufgabe  dadmch  noch  beson- 
ders begünstigt,  dass  die  Bahnen,  in  denen  sich  die  Planeten  und 
ihre  Trabanten  bewegen,  von  der  Kreisform  nur  wenig  abweichen, 
und  dass  die  Ebenen  dieser  Bahnen  nur  kleine  "Winkel  mit  einander 
machen. 

§.  93.  Bei  jeder  die  Störungen  betreffenden  Aufgabe  kommen 
demnach  gleichzeit^  zum  wenigsten  drei  Körper  in  Betracht:  ein 
Hauptkörper  Sy  ein  ihn  rimkreisender  Körper  P  und  ein  diese  Be- 
wegung störender  Körper  P'. 
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Sind  bloss  zwei  Körper,  5'  und  P,  voi'hanclen ,  welche  sich  nach 
dem  Newton'schen  Gesetze  anziehen,  so  beschreibt  P  um  S  einen 
Kegelschnitt,  dessen  einen  Brennpunkt  S  einnimmt,  und  der  Radius 
Vector  SP  überstreicht  den  Zeiten  proportionale  Flächen,  Durch 
das  Hinzukommen  des  dritten  Körpers  P',  welcher  die  beiden  orsteren 
nach  demselben  Gesetz  anzieht,  wird  aber  die  Bewegung  von  P  um 
S  gestört,  so  dass  die  Bahn  von  P  um  S  nicht  mehr  ein  vollkom- 
mener Kegelschnitt  ist,  und  auch  die  vOm  Radius  SP  beschriebene 
Fläche  nicht  mehr  genau  der  Zeit  proportional  zunimmt.  Die  Auf- 
gabe, welche  diese  nur  von  Einem  Körper  hervorgebrachten  Störungen 
zu  entwickeln  verlangt,  heisst  das  Problem  der  drei  Körper. 
Aber  auch  hiervon  ist  die  Auflösung  noch  mit  solchen  Schwier^- 
keiten  verknüpft,   dass  man  sich  dabei   nur  mit  Näherungsmethoden 


§.  94.  Den  Anfang  der  hierzu  nöthigen  Untersuchungen  macht 
eine  nähere  Bestimmung  der  dabei  thätigen  Kräfte.  Man  setze  die 
Massen  der  Körper  S,  P,  P'  resp.  gleich  M,  m,  m';  seien  ferner 
die  Entfernungen 

SP  =  r,  SP'  =  r' ,  PP'  =  Q  , 

wobei  S,  P,  P'  nur  die  Mittelpunkte  der  dadurch  ausgedrückten 
Körper  bedeuten;  endlich  sei  Ä"  die  Kraft,  mit  welcher  ein  Köi'per, 
dessen  Masse  =  i,  einen  anderen  in  einer  Entfernung  =  i  von  ihm 
befindlichen  Körper  anzieht.  Alsdann  wirken  nach  dem  Gesetze  der 
allgemeinen  Schwere  und  nach  dem  Satä;e  von  sich  anziehenden 
Kugeln  (§.  71,ß) 

und 


Da  es  sich  aber  nicht  xim  die  absoluten  Bewegui^en  von  S,  P  und 
P',  sondern  nur  um  die  relativen,  und  zwai  von  P  und  P'  um  S, 
handelt,  so  wollen  vitx  uns  den  Körper  S  ruhend  vorstellen  und  dem- 
gemäss  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen auf  P  und  P'  übertragen  {§,  24,  a).  Auf  P  wirken  alsdann 
ausser  den  zwei  nach  PS  und  PP'  gerichteten  Kräften  KM :  r^  und 
Km' :  ^^  noch  die  zwei  Kräfte  Km :  r^  und  Km' :  )■'*  nach  PS  und 
nach  einer  mit  PS  parallelen  Richtung,  d.  i.  die  drei  Kräfte 
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und  eben  so  auf  P'  die  drei  Kräfte 
K{M+m')     Km 

Unseve  Aufgabe  ist  hieimit  darauf  zurückgebracht,  die  von  den 
drei  auf  P  wiikenden  Kräften  erzeugte  Bewegung  dieses  Körpers  um 
den  als  i-uhend  zu  betrachtenden  Körper  -S'  zu  bestimmen. 

Offenbar  wird  hierzu  die  Bewegung  von  P'  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, zu  deren  Bestimmung  aber  aus  gleichem  Gi-unde  die  Kennt- 
niss  der  Bewegung  von  P  erforderKch  ist.  Da  aber  die  Wirkungen 
von  P'  auf  P  oder  die  Störungen,  welche  P'  in  dem  Laufe  von  P 
heiTO rb ringt ,  Verhältnis s massig  nur  schwach  sind,  so  hat  man  die 
Bewegung  von  P'  nicht  mit  der  äusaereten  Scharfe  zu  wiesen  nöth^. 
Insbesondere  können  daher  die  von  P  in  der  Bewegung  von  P'  er- 
zeugten Störungen,  wenigstens  bei  einer  ersten  Annäherung,  häufig 
aber  gänzlich,  ohne  Furcht  eines  für  die  Beobachtungen  merkbaren 
Fehlers,  vernachlässigt  werden.  Man  kann  folglich  die  Bewegung 
von  P',  als  allein  dru-ch  die  Kraft  K{M-{-m'):r'^  bewii-kt,  d.  i.  als 
eine  rein  elliptische  um  S  ansehen, 

§.  95,  Es  kommt  nunmehr  darauf  an,  aus  den  drei  vorhin  ge- 
fundenen auf  P  wirkenden  Kräften  die  Bewegung  von  P,  oder  viel- 
mehr die  Störungen  zu  bestimmen,  welche  die  zweite  und  dritte 
dieser  Eli-äfte  in  der,  von  der  ersten  ungleich  stärkeren  Kraft  erzeigten, 
elliptischen  Bewegung  von  P  hervorbringen.  Die  Mittel  hierzu  liegen 
in  den  in  §§,  34,  36  u.  38  erhaltenen  allgemeinen  Belationen  zwischen 
Bewegungen  und  den  sie  bewirkenden  Kräften,  7jii  dem  Ende  haben 
wir  zuerst  die  gedachten  drei  Kräfte  in  drei  andere  T,  V,  W  um- 
zuwandeln, von  denen  T  in  der  Richtung  des  Radius  Vector  SP, 
V  normal  auf  dem  Radius  in  der  Ebene,  in  welcher  sich  P  um  S 
bewegt,  und  W  normal  auf  dieser  Ebene  wirkt.  Die  erste  dieser 
Kräfte,  T,  ist  positiv,  wenn  sie  P  von  S  zu  entfernen  sucht;  die 
zweite  V  ist  es,  wenn  sie  in  der  Ebene  nach  derselben  Seite  von 
PS  hin  gerichtet  ist,  nach  welcher  sich  P  bewegt;  die  dritte  W  sei 
es,  wenn  sie  P  über  die  nördliche  Seite  der  Ebene  zu  erheben  strebt. 
Von  den  oben  erhaltenen  drei  Kräften  K[M-^tn)  :  r^,  etc.  ist 
hiernach  die  erste  ein  Theil  von  T.  Man  fälle  ferner  von  P'  auf 
die  Ebene  der  Bewegung  ein  Perpendikel  P' Q  (Fig.  34)  und  von  Q 
auf  äP  ein  Perpendikel  QB.,   so    zerlegt  sich  die  zweite  nach  PP' 
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gei-ichtete  Kraft  Km' :  q^  in  drei  nach  PH,  HQ,  QP'  gerichtete  und 
daher  resp.  zu   T,    V,    W  gehörige  Kräfte 

.Km/_PR  Km/__RQ  Km^    QP^ 

Ehen  so  zerfällt  die   dritte  nach  P'S  gerichtete  Kraft  Km' :  r'^, 
oder  dio  nach  SP'  gerichtete  Kraft  ■ —  Km' :  /*,   in   die   drei  Kräfte 
Km'    SP  Km'    PQ  Km'    QP' 


welche  die  Eichtungen  SR,  SQ,  QP' 
haben  und  mithin  gleichfalls  Theile 
von  T,  V,  W  sind.  Es  ist  demnach 
vollständig : 


T=- 


■PP 


W: 


Km' 
Km' 


QP-  - 


-■QP' 


Sei  nun  SO  die  Linie,  von  welcher  an  in  der  Ebene  der 
wegung  von  P,  die  Längen  gerechnet  werden  (§.  45),  Man  setze 
Winkel  OSP,  OSQ,  als  die  Längen  von  P,  P',  reep.  gleich  l, 
also  PSQ  =  l'  —l,  und  noch  den  Winkel  QSP',  als  die  Br 
von  P',  gleich  b' .     Hiermit  wird 

QP'  =  r'  sin  i' ,  SQ  =  r  cos  b'  , 

MQ  =  SQ  shi  {!'  ~l)  =  —r'  cos  b'  sin.  {l—l']  , 
SB  =  SQ  cos  (l'  ~l)  =  r'  cos  b'  cos  [l  —  V)  , 
PS  ^  r' cosb' eos  [l—l')  — r  , 
und  die  Werthe  von  T,   V,   W  gehen  damit  über  in 
K{M-{-m) 


T=  —  - 


-Km' 


(^  — ^)/cosJ'eos(^— /')- 


Km' 


-Km'  {—, 


<■'  cos  h'  s 


Wie  man  sieht,  ist  es  das  erste  GHed  der  Kraft  T,  welches  ( 
rein  elliptische  Bewegung  ernciigt,   während  durch  die  zwei  übrig 
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Glieder  von  T,  so  me  durch  die  Kräfte  V  und  W,  weil  sie  ins- 
gesammt  m!  zum  Factor  haben,  die  Störungen  heiToi^ebracht  werden, 
und  zwar  durch  T  und  V  in  Verbindung  die  Störungen  des  E.adius 
Vector  und  der  Länge,  durch   W  aber  die  Störungen  der  Breite. 

§.  96.  Da  durch  r  und  l  der  Ort  von  P  und  durch  r' ,  l',  h' 
der  Ort  von  P'  bestimmt  ist,  so  wird  durch  diese  Grössen  auch  det 
gegenseitige  Abstand  von  P  und  P'  bestimmt  sein.  In  der  That 
hat  man 

g^  =  FQ'-  +  QP'^=PR^ -h  RQ^-h  QP'^  , 

und  wenn  man  für  PR,  liQ,  QP'  ihre  vorliiii  bemerkten  Werthe 
sotat,  nach  gehöriger  Reduction; 

Q  =  Ylr'^  —  2  rr'  cos  b'  cos  [l  —  l')  -j-  r'^]  . 

Dieser  Ausdruck  für  q  ist  demnach  in  den  Formeln  für  T,  V, 
W  noch  zu  substituiren ,  ehe  man  mit  ihnen  weitere  Rechnungen 
anstellt. 

Ferner  werde  hier  noch  bemerkt,  dass  der  in  T,  V,  W  und  § 
vorkommende  Cosinus  von  h'  in  dem  Folgenden  stets  gleich  i  gesetzt 
werden  wird.  Wegen  der  Kleinheit  der  gegenseitigen  Ne^^mgen  der 
Bahnen  werden  wir  nämlich  bei  Berechnung  der  Störungen  bloss 
die  ersten  Potenzen  der  Neigungen  berücksichtigen.  Es  ist  aber  der 
gr-össtmögliche  Wer-th  von  b'  gleich  der  Neigung  *  der  Bahn  von  P' 
gegen  die  Bahn  von  P,  also  auch  der  gross tmögliche  Werth  von 
I  —  cos  b'  gleich 

I  —  cos  1  =  2  sin-^(^  <  i  '-^  ; 
folglich  u.  s.  w. 

Indem  man  aber  das  Quadrat  der  Neigung  vernachlässigt  und 
damit  cos  b'  =  i  setzt ,  werden  T  und  V  von  der  Neigung  offenbar' 
ganz  unabhängig;  mithin  auch  die  durch  T  und  V  bewirkten  Stö- 
rungen des  Radius  Vector  und  der  Länge;  d.  h.  bei  Berechnung 
dieser  Störungen  kann  man  ohne  merklichen  Fehler  die  schon  an 
sich  wenig  gegen  einander  geneigten  Bahnebenen  des  störenden  und 
des  gestörten  Köi-pers  als  zusammenfallend  betrachten. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  durch  W  ei-zeugten  Störungen 
der  Breite.  Denn  wcü  W  den  Factor  sin  b'  enthält,  so  siud  diese 
schon  von  der  ersten  Potenz  der  Neigung  abhängig. 

§.97.  Die  Ausdrücke  für  T,  V  und  XT,  wie  sie  nach  der  Srrb- 
stitution  des  AYerthes   für  q  lieiTor gehen ,   lassen   sich  in   dieser  Ge- 
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stalt  zur  Bestimmung  der  Störungen  noch  nicht  unmittelbar  an- 
wenden, sondern  müssen  ^deshalb  auf  zweckdienliche  Weise  umge- 
formt werden.  Diese  Umformung  ist  aber  eines  der  mühevollsten 
Geschäfte  hei  der  ganzen  Störungsrechnung ,  selbst  wenn  man  mit 
einer  ersten  Annäherung  sich  begnügen  will.  Nur  die  Berechnung 
der  Störungen,  welche  der  Mond  bei  seiner  Bewegung  um  die  Erde 
von  der  Sonne  erleidet,  bedarf  jener  mühevollen  Entwickehmg  nicht, 
sobald  man  nämlich  bei  einer  ersten  Näherung  stehen  bleibt.  Denn 
im  Gegentheil  erfordert  die  Berechnung  der  Mondsstörungen,  wenn 
sie  mit  einer  den  Beobachtungen  genügenden  Genau^keit  verlangt 
werden,  ungleich  mehr  Arheit  und  Umsicht,  als  irgend  eine  andere 
Störungsrechnung. 

Wegen  dieser  Leichtigkeit  der  Entwickelung  von  T,  V  und  W 
bei  der  Mondstheorie,  wenn  man  bloss  die  ersten  Glieder  beibehält, 
und  weil  die  hiermit  sich  ergebenden  Mondsstörungen  so  beti^ächt- 
lich  sind,  dass  sie  schon  von  den  älteren  Astronomen  wahrgenommen 
wurden,  und  daher  noch  ein  historisches  Interesse  haben :  aus  diesen 
Gränden  wollen  wir  auch  gegenwärtig,  um  uns  von  den  Störungs- 
rechnungen zuerst  einen  übersichtlichen  Begriff  zu  verschaffen,  mit 
der  Mondstheoiie  den  Anfang  machen. 


Zweites  Kapitel. 

Von  den  Kräften,  durch  welche  die  Bewegung  des 
Mondes  um  die  Erde  gestört  wird. 


§  ^b  bei  den  Störungen  w  Liehe  die  bonne  im  Laute  des 
Alonde«  um  die  Eide  henoibrmgf*')  tutt  dei  eigenthumlithe  Eall 
em    dass  die  Misse  dti  bonne     ils  des  störenden  Koipei=!    mehi  lU 


*)  Die  Stniungei  welche  der  Mond  \on  den  Planeten  erleidet  sind  htehst 
unbedeutend  Nach  Da  noxseai  %  Mo idstafeln  kann  die  Störung  der  Lange  de« 
Mondes  durch  Venu^  als  denjenigen  Planeten  welchei  ihm  am  nächsten  kommen 
kann  nur  bis  auf  i  3  uid  die  Störung  duioh  Jupiter  als  den  massenreichsten 
Planeten  nur  bis  aif  o  8  steigen  [In  Hansen  s  Mondtafeln  finden  sich  noch 
zwei  ^on  dei  "Venui  heirihiende  Sfni  ^i^liedei  seKi  langer  Peviodt  welche  bia 
15    re'fp    "1      steige  1      d  J      ?t   dei    letztere   Co  elfte  ent  111    emp  1  sicl    b1.1t  mmt 
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300000-mal  grössei  ist  als  die  Masse  der  Erde  (§.  60),  welche  die 
Stelle  des  Hauptkörpers  einnimmt,  während  bei  den  Planetenstörungen 
die  Masse  der  Sonne,  als  des  Hauptkörpers,  die  Masse  des  störenden 
Planeten  bei  weitem  libenviegt.  WeU  aber  die  Sonne  gegen  400-mal 
weiter,  als  der  Mond,  von  der  Erde  entfernt  ist  und  sie  folglich  auf 
Erde  und  Mond  nahe  mit  gleicher  Kraft  wirkt,  so  sieht  man  schon 
im  Voraus,  dass  die  zu  entwickelnden  Störungen,  als  welche  nru:  in 
dem  Unterschiede  jener  Wirkungen  bestehen,  der  Grösse  der  stö- 
renden Masse  ungeachtet,  doch  nicht  allzu  bedeiitend  sein  können. 
Die  nachfolgende  Rechnung  wird  dieses  bestätigen. 

§.  99.  Zu  diesem  Ende  haben  wir  zunächst  die  im  Vorigen  für 
das  Problem  der  drei  Körper  hergeleiteten  allgemeinen  Formeln  dem 
gegenwärt^en  Falle  anzupassen.  Sie  gründeten  sich  auf  die  Voraus- 
setzung, dass  die  absolute  Bewegung  des  Hauptkörpers  nach  entgegen- 
gesetzter Uichtung  auf  die  beiden  anderen  übeiiiagen  ist,  und  wir 
haben  uns  daher  im  Folgenden  die  Erde,  als  den  jetzigen  Haupte 
körper,  als  ruhend,  und  —  ganz  dem  sinnlichen  Scheine  gemäss  — 
den  Mond  und  die  Sonne  in  den  Zeiträumen  eines  Monats  und  eines 
Jahres,  in  nahe  kreisförmigen  und  nahezu  in  derselben  Ebene  lie- 
genden Bahnen,  sich  um  die  Erde  bewegend  zu  denken. 

Weil  die  vorhin  mit  S,  P  und  P'  bezeichneten  Körper  jetat  die 
Erde,  der  Mond  und  die  Sonne  sind,  so  bedeuten  nunmehr  in  jenen 
Formeln 
M,  m,  m    die  Massen  von  Erde,  Mond  und  Sonne, 

r,  r'  die  Entfernungen  des  Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde, 

q  die  Entfernung  der  Sonne  vom  Monde, 
l,  T  die  in  der  Mondsbahn  gerechneten  Längen  von  Mond  und 
Sonne, 
h'  die  Breite  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Mondsbahn, 
T,   V,   W  die    auf  den   Mond   wirkenden    rechtwinklig    coordinirten 
Kräfte,    von   denen   T,    V  in   der  Ebene   der  Mondsbahn 
selbst,  T  nach  der  Richtung  des  Radius  Vector  des  Mon- 
des, wirken. 
Der  Umstand,   durch   welchen   die   weitere  Entwickolung   jener 
Formeln  bei  der  Mondstbeorie  vorzugsweise  begünstigt  wird,   ist  die 
Kleinheit  des  Verhältnisses  r  :  r' .    Denn  da  dieses  nahezu  nur  1  :  400 

>¥ordeii.  Siehe  die  Einleitung  zu  Hanaen's  „Darlegung  der  theoretischen  £ereek' 
iiung  der  in  den  Mondiafeln  angetounäten  Störungen",  1.  Abhandlung.  S.  99. 
A.  d.  H.] 

Moliiuä  Werlie  IV.  II 
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ist,  SO  könaeii  davon  die  zweiten  und  höheren  Potenzen,  vor  der 
Hand  wenigstens,  ganz  vernachlässigt  werden.  Hiernach,  und  ivenn 
wir  immer  cosö'  ^  i  setzen  (§-96),  ergiebt  sich 

Q  =  r'  y[i—2  ^coa[l  —  l')  +  ^] 

=  r'  l/[i  -  2  p  cos  (/  -  /')]  =  r'[i-  ^.  cos  {l  -  l')]  ,  *) 
folglich 

und 

T ^i  "=  3  ~'\  '^^^  (^  —  ^')  ■ 

Die    Substitution   hiervon    in    den   Ausdrücken    für    T,    V,    W 
[§.  95)  giebt: 

2.^_^£(^  +  3^eos(/-rr--^^ 

Km'r     r  ,,, 

—  3  -■    ,j       ■  -;;  COS  [l  — ■  /  )    , 

F  =  — 3^^^cos{?  — r)sm(J— D  , 


oder  nach  bekannten  trigonometrischen  Umformungen,  und  weil  im 
ÄusdiTicke  für  T  das  vierte  Glied  gegen  das  zweite  und  dritte  weg- 
zulassen ist; 


Seien  endlich  n  und  n'  die  mittleren  Bewegungen  von  Mond 
und  Sonne,  wie  selbige  durch  Beobachtungen  gefunden  werden;  « 
und  a'  die  daraus  nach  der  elliptischen  Theorie  folgenden  mittleren 
Entfernungen  des  Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde,  so  ist  f§.  65) 

und  sehr  nahe 

K  [m'  +  M)  =  n'-'a'^  =  Km' 

*]  ^  r'  —  r  eoa  [l — l'].  Dieaer  Wertb.  von  g  kann,  wie  maii  ieielit -wahrnimmt, 
auch  Bchon  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  von  P  (Fig.  34,  S.  158}  auf  SP' 
ein  Perpendikel  Pji  f&lU  und  wegen  des  sehr  kleinen.  Winkels  SP'P  an  der 
Sonne  die  Linien  pP'  und  PP'  als  gleich  lang  betrachtet. 
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weil  M  noch  nicht  der  300000-ste  Theil  von  m'  ist  (§.  66);  also, 
wir  noch 


Mit  Einführung  dieser  Weii;he  von  ^(Ji'+m)  und  ii"»*'  in  den 
Gleichungen  für  T,  V,  W,  und  nachdem  man  nocli  jede  von  ihnen 
mit  n'^a  dividirt  und  der  Kürze  ivillen  die  mit  T,  V,  W  proportio- 
nalen Quotienten 

gesetzt  hat,  findet  sich: 

F,  =-  —  -|,-.^wsin2(^  — r)  , 
Wi  =  3  —  .  — rj*"  cos(7  —  /')  sin6'  . 

§.  100.  Die  letat erhaltenen  Ausdrücke  gehen  eine  sehr  klare 
Uehersicht  von  dem  gegenseitigen  Verhalten  der  Kräfte  und  ihrer 
Theile.     Es  kommen   nämlich  darin,    ausser    den  tr^onometrischen 

Functionen,  noch  drei  Zahlen  —  ,  —,  und  w  vor.    Von  diesen  sind  die 

beiden  ersten  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden;  die  letzte  aber, 
mit  welcher  die  störenden  Kräfte  multiplicirt  sind,  ist  sehr  klein. 
Denn  es  verhält  sich  (§.  66) 

n  -.n'  =  365-256  ;  27'322  =  13-56875  ;  i  :^  i  :  O'0748oi    , 
woraus 

11"^ I 

folgt. 

Der  Unterschied  der   Zahlen  -  und  —    von    der   Einheit   rührt 
r  r 

hauptsächlich  von  den  Excentricitäten  e  und  e'  der  Mondsbahn 
und  der  Sonnenbahn  her.  Wir  werden  diese  Excentricitäten  (bei- 
läufig gleich  -s  und  t-  ),  so  wie  die  gegenseitige  Neigung  der  Bahnen 
i  =  5°g'  [=  —  in  Theilen  des  Halbmessei-s)  und  den  Exponenten  des 
Verhältnisses    n'  :  n  :=  — ,    als    kleine   Zahlen    der    eisten    Ordnung 
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botrachten.    Hiernach  werden  aucli  die  Unterschiede  zwischen  irgend 

■welchen  Potenzen  der  Zahlen  —  und  — :  und  der  Einheit  zur  ersten 
,.  ^ 

Ordnung,   dagegen  w  zur  zweiten  Ordnung  gehören.    Alle  von   der 

Störung  hennihrenden  Glieder  werden  mithin,  weil  sie  w  zum  Factor 

haben,  gleichfalls  von  der  zw^eiten,  oder  einer  höheren  Ordnung  sein. 

Wegen  der  nöthigen  Schranken  unserer  Untersuchui^  wollen 
ivir  aber  —  einige  besondere  Fälle  ausnehmend  —  im  Folgenden  nur 
noch  die  Störungsglieder  der  dritten  Ordnung  berücksichtigen,  also 
überhaupt  nur-  diejenigen,  welche  entweder  w  allein,  oder  ew,  e'io, 
tto  zum  Factor  haben,  —  nicht  et^va  die  mit  i^w  multiplicirten 
Glieder,  was  damit  zusammenstimmt,  dass  im  Vorigen  cos  h'  =  i 
gesetzt  wurde. 

Insonderheit  können   deshalb   in   der   Gleichung   für    TF, ,   weil 

sin  5'  mit  (  von  einerlei  Ordnung  ist  [§.  96),  die  Factoren  —   und   ^^ 

unbeachtet  bleiben,  wodurch  diese  Gleichung  eich  in 

W,  =  ^w  cos  {l —  l')  sin  b' 
zusammen  zieht. 

§.101.  Im  Folgenden  werden  wk  zunächst  die  Störungen  dos 
Ißadius  Vector  und  der  Länge,  also  die  von  den  Kräften  T  und  V 
heri'ührenden  Störungen  zu  entwickeln  suchen.  Weil  hierbei  die 
kleine  gegenseitige  Neigung  der  Monds-  und  der  Sonnenbahn  nicht 
in  Betracht  kommt  (§.  96),  so  werden  wir  uns  bei  diesen  Rechnungen 
beide  Körper,  als  in  einer  und  derselben  Ebene  um  die  Erde  sich 
bewegend,  voreteUen.  Ehe  wir  aber  die  Rechnungen  beginnen,  wird 
es  gut  sein,  wenn  wir  uns  von  der  Art,  wie  die  störenden  Kräfte 
nach  der  verschiedenen  Stellung  des  Mondes  gegen  die  Sonne  ihre 
Werthe  ändern,  einen  übersichtlichen  Begriff  zu  vei'schaffen  suchen. 

Nehmen  wu-  dabei  die  Kraft,  mit  welcher  der  Mond,  ohne  die 
Stöi-ung  durch  die  Sonne,  nach  der  Erde  getrieben  wird,  zur  Ein- 
heit, so  sind,  nach  §.  99  und  wegen  der  geringen  Abweichung  der 
Verhältnisse  «  :  r  und  a'  :  r'  von  i  :  i ,  die  störenden  Kräfte  in  der 
Richtung  des  Radius  Vector  und  in  der  darauf  perpcndikulai-en  Rich- 
tung nahe 

=  l„[i  +3  cos2(;— /')]     und     =  —  ^wsm2{l—l']. 

Die  erstere  dieser  Kräfte  besteht  aus  einem  constanten  und 
einem  veränderlichen  Theile.  Der  constante  Theil,  welcher  zugleich 
den  mittleren  Werth  dieser  Kraft  dai-stellt,  ist  gleich -w  =  -—-    Weil 
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die  im  Eatlius  wirkende  Kiaft  als  positiv  angesehen  wird,  wenn  sie 
den  Mond  von  der  Erde  zu  entfernen  und  daher  seine  Schwere  gegen 
die  Erde  zu  vennindern  strebt,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  die 
Schwere  des  Mondes  gegen  die  £j'de  durch  die  Sonne  durchschnittUGh 
um  ihren  ^'^y-sten  Theil  vermindert  mrd. 

Der  veränderliche  Theil  kann  bis  zum  Dreifachen  des  constanten 
nach  der  einen  und  anderen  Seite  anwachsen,  wodurch  das  eine  Mal 
eine  Verminderung  der  Schwere,  vier  Mal  so  gi-0S8  als  die  mittlere, 
entsteht,  das  andere  Mal  aber  eine  Verstärkung  der  Schwere  erzeugt 
wird,  welche  dem  Doppelten  der  mittleren  Verminderung  gleich 
kommt.  Ersteres  ist  der  Fall,  wenn  cos  2  (/  —  l')  =  i,  also  für 
;_r=o     und     =180", 

d,  h.  im  Neu-  und  im  Vollmonde   oder  in   den  Syzygien;   letzteres 
geschieht,  wenn  cos  2  (/ —  V)  =;  —  i ,  also  wenn 
l  — ■  l'  ^  go"     und     =  270"  , 

d.  h.  im  ersten  und  im  letzten  Viertel  oder  in  den  Quadraturen. 
Der   mittlere  "Werth  hat  statt  für  cos  2  (/ —  l')  =  o,  also  für 

^  —  ^'=45",   135",  525",  315"  , 
d.  i.  in  den  zwischen  den  Syzygien  und  den  Quadraturen  mitten  inne 
liegenden  Punkten  oder  in  den  Octanten. 

Was  ferner  die  auf  dem  Radius  Vector  pei^pendüculare  Kraft 
=  — |w;sm2(/  — 0 
anlangt,  so  ist  sie  in  den  Syzygien  und  Quadraturen  Null,  weil  da- 
selbst sin  2{l  —  r)  ^  o  ist.  Ihren  gr-össten  Werth  gleich  ^w:=~ 
en-eicht  sie  in  den  Octanten,  und  dieser  ist  abwechselnd  negativ 
und  positiv,  d.  h.  dem  Sinne  der  Bewegung  des  Mondes  entgegen  ge- 
richtet und  mit  ihm  übereinstimmend  (§-95),  weil — 8in2(/— -T)  für 

/— ^  =  45",   135^  225",  315°, 
resp. 

wird.  Die  auf  dem  Radius  perpendikulare  Kraft  strebt  hiernach  den 
Mond  derjenigen  Syzygie,  welcher  er  am  nächsten  ist,  noch  näher 
zu  bringen,  nämlich  vom  letzten  bis  zum  ersten  Viertel  dem  Neu- 
mondspunkte  und  vom  ersten  bis  zum  letzten  Viertel  dem  VoUmonda- 
punkte.  Dieses  Stieben  ist  am  grössten  in  den  Octanten,  wo  es  dem 
Dreifachen  des  mittleren  Werthes  der  in  der  Richtung  des  Radius 
störenden  Kraft  gleich  kommt. 
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Was  wir  jetzt  über  die  beiden  störenden  Kräfte  besonders  be- 
merkt haben,  lässt  sich  leicht  in  Einem  Satze  vereinigt  darstellen. 
Wir  haben  deshalb  nur  die  zwei  Kräfte  zu  Einer  zusammenzusetzen, 
von  deren  Richtung  und  Stärke  Fönendes  gelten  wird; 

Währeitd  jedes   synodischen    JJmlaiifs  des   Mondes   um   die   Erde 
dreht  sich  auch  die  Richtung  der  störenden  Kraft 
I  einmal  um  ihn  herum,  nur  nach  entgegengesetztem 

Sinne  [von  der  Linken  nach  der  Bechten),  so  dass 
sie  in  den  Syzygien  abwärts  von  der  Erde,  in  den 
Quadraturen  nach  ihr  zu  gerichtet  ist.  Dabei  hat 
sie  in  den  Syzygien  ihren  grössten  Werth  ^  ^w, 
in  den  Quadraturen  ihren  kleinsten  =  |w;  in  den 
Octanten  ist  sie  nahe  =  f  w,  genauer  :^  ^^lO  .  w. 
Man  sehe  r%.  35,  worin  N,  V,  E,  L  die 
Punkte  des  Neu-  und  Vollmondes  und  des  ersten 
und  letzten  Viertels  sind,  und  wo  die  Richtung 
und  Stärke  der  störenden  Kraft  durch  die  Rich- 
tung und  Länge  kleiner  Pfeile  angedeutet  ist. 


l'ig.  35, 


§.  102,  Zusätze,  a)  Dass  durch  die  Sonne  die  Schwere  des 
Mondes  gegen  die  Erde  um  ihi-en  357-sten  Theil  geschwächt  wird, 
ist  eben  so  viel,  als  ob  die  Summe  der  Massen  M-^-m,  welcher  diese 
Schwere  proportional  ist,  um  ihren  ebensovielten  Theil  ven'ingert 
worden  wäre.  Das  Product  ans  dem  Quadrate  der  mittleren  Be- 
wegung des  Mondes  in  den  Würfel  seiner  mittleren  Entfernung  von 
der  Erde  wird  folglich  beim  gestörten  Monde  nicht  gleich  E(M  -j-  m) 
(§.  65),  sondern 

also  in  dem  Verhältnisse  von  i  zu  i — \%i)  kleiner  sein.  Wenn  wir 
daher  die  mittlere  Bewegung  beim  gestörten  Monde  von  derselben 
GrrÖsse  n,  wie  beim  ungestöi-ten,  annehmen  (§.  99),  und  die  mittlere 
Entfernung  des  ungestörten  gleich  a,  des  gestörten  gleich  a,  setzen. 


=  (■ 


St. 

Diese  kleine   Verminderung    der   mittleren  Entfernung   werden 
:  bald  noch  auf  andere  Weise  bestätigt  finden. 

b]   Ob  wir  uns  die  Verminderung  des  Productes  »*«'  durch  eine 
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Verminderung  von  «  allein,  oder  von  n  allein,  oder  durch  einG  gleich- 
zeitige Äenderung  von  a  und  n  erklären,  ist  offenbar  gleichgültig. 
Üeherhaupt  wird  sein,  wenn  wir  die  mittlere  Bewegung  und  die 
mittlere  Entfenrung  beim  gestörten  Monde  n,  und  «,  nennen: 


oder,  wenn  wir-  die  Verhältnisse  n.m  und  a,:a  nur  sehr  wenig  von 
der  Einheit  abweichend  annehmen  und  deshalb 

n,=  (i  -\-pw)n     und     a,  =  {i-\-cw)a 
setzen : 

(,+y„).  (,+„„!■=,_£„  , 
<1.  i. 

(")  2?  +  3»  =  — j  ■ 

Hieraus  folgt,  wie  vorhin,  bei  der  Annalime,  dase  n,  mit  n 
gleichen  Werth  hat ,  nnd  daher  p^o  ist;  c^  —  ^  und  damit 

"Wollte  man  dagegen  die  mittleren  Entfernungen  a  und  a,  bei 
beiden  Bewegungen  gleich  gross  annclimen,  so  würde  c  =  o ,  folglieh 

p  =  ■ und 

«,=  (.-!.o);. 
sein. 

Um  auch  ein  Beispiel  einer  gleichzeitigen  Äenderung  von  n  und 
«  zu  geben,  wollen  wir  festsetzen,  dass  die  vom  Radius  beschriebene 
Fläche  bei  der  gestörten  Bewegung  stets  eben  so  gross,  als  bei  der 
ungestörten,  sei.  "Weil  bei  der  durch  a  und  n  bestimmten  Bewegung 
die  vom  Radius  in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Fläche  gleich  ^na^ 
ist,  so  wird  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

mithin  p  -^  2c  =  o,    woraus   in   Verbindung    mit    der   Relation   («) 
p  ^  —  I   und  0  =  -,  folglich 

,.,=  (i-w)»     und     <,,=  U  +  '-,«)a 
hervorgeht. 

Wir  können  hieraus  noch  schliessen,  dass,  wenn  die  den  Mond 
störende  Kraft  bloss  aus  ihrem  mittleren,  ihn  von  der  Erde  direct 
abziehenden  und  daher  die  Flächengeschwindigkeit  nicht  ändernden, 
Theile  bestände,  ohne  den  Hinzutritt  dieser  Störung  seine  mittlere 
Entfenrung  um  ihren  357-sten  Theil  kleiner,  und  seine  mittlere  Be- 
wegung um  ihren  179-sten  Theil  grösser  sein  würde. 
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§.   103. 


§,  103.  Zu  noch  besserer  Einsicht  in  die  Natur  der  störenden 
Kräfte  ivollen  wir-  uns  die  in  §.  101  aus  den  analytischen  Ausdrücken 
für  T  und  V  abgeleiteten  Resultate  durch  geometrische  Betrachtungen 
ans  den  Giamdbe dingungen  der  Aufgabe  unmittelbar  zu  beweisen 
STichen. 

Man  bezeichne  Sonne,  Erde  und  Mond  mit  S, 
T  und  L;  die  Kraft,  mit  welcher  T  von  S  ange- 
zogen wird,  setze  man  gleich  A,  und  die  Linien 


wo  daher  a  nahe  gleich  — . 
scheu    5-    und     T  (Fig.  36,  . 

so  ist 

SL=-i- 


Sei  nun  i  zuerst  awi- 
I,    also    im   Neumonde, 


_1  und  folglich  die  Kraft,   mit  ivelcher  L  von  S  ange- 

zogen wird 

Fi...«.,        ..  ^ 

=  (r^^^(^  +  ^"  +  3«^4-.-.)^  ■ 

Die  Kräfte,  mit  denen  T  und  L  von  S  angezogen  werden,  haben 
demnach  im  Neumonde  einerlei  ßichtung,  und  wenn  sie  auch  gleiche 
Stärke  hätten,  so  vriiide  durch  sie  die  relative  Lage  von  T  und  L 
nicht  geändert,  und  L  in  seiner  Bewegung  um  T  nicht  gestört  werden. 
Es  ist  aber  die  auf  L  wirkende  Kraft  nm  (2  a  +  3  ce^  +  , . .)  A  grösser 
als  die  auf  T  wirkende  Kraft  A.  Dieser  ITeberschuss,  welcher  etwas 
mehr  als  2a A  =  — A  beträgt,  strebt  L  von  T  nach  iS  hin  zu  ent- 
fernen, und  ist  eben  deshalb  die  den  Mond  zur  Neumondszeit  stö- 
rende Kraft  der  Sonne. 

Wenn  zweitens  L  im  Vollmonde  ist,  also  wiederum  mit  S  und 
T  in  gerader  Linie,  aber  ausserhalb  »S  und  T  auf  der  Seite  von  T 
sich  befindet  {F^.  36,  b),  so  ist 

SL  =  i+a  . 
Die  Kraft,  womit  L  von  S  angezogen  wird,  ist  daher 


also  kleiner,  als  die  Ki-aft,  mit  welcher  T  nach  derselben  Richtung 
getrieben  wird.  Es  wird  fo^lich  T  von  L  weggezogen,  oder  viel- 
mehr, weil  es  hier  nur  auf  die  relative  Bewegung  von  L  gegen  die 
als  ruhend  zu  denkende  Erde  ankommt,  L  von  T  weggezogen,  und 
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dieses  mit  einer  Kraft,  welche  dem  Unterschiede  jener  Kräfte  gleich, 
d,  h.  ^  (2  ß  —  3  «^  -h  . . .)  ^ ,   also  etwas  kleiner  als  ~—  ^  ist. 

Die  Sonne  sucht  also  im  Vollmonde  sowohl,  als  im  Neumonde, 
den  Mond  von  der  Erde  zu  entfernen.  In  beiden  Fällen  vd^kt  diese 
störende  Kraft  nahe  mit  derselben  Stärke,  mit  dem  200-sten  Theiie 
der  ganzen  Kraft  A,  mit  welcher  die  Sonne  die  Erde  anzieht.  Doch 
ist  die  störende  Kraft  im  Neumonde  um  6a^A,  d.  i.  um  g^— ^. 
stärker  als  im  Vollmonde. 

Hat  £  irgend  eine  andere  Stel- 
lung gegen  T  und  S,  so  trage  man 
(Fig.  37}  von  T  nach  S  zu  eine  Linie 
TU=:  A  und  von  L  nach  S  zu  eine 
Linie  LM  ab ,  die  sich  zu  TU  wie  TS^ 
zaLS^  veihält,  und  die  folglich  grösser, 
gleich  oder  kleiner  als  TW  wird,  je 
nachdem  TS  grösser,  gleich  oder  klei- 
ner als  IjS  ist.  Die  Linien  TU  und 
L3I  stellen  alsdann  die  Kräfte  vor, 
mit  denen  T  und  L  von  S  angezogen 
werden.     Man  mache  nun 

TN—  UM  und  LO  ^  NM^  TU  , 
und  zerlege  somit  ihe  Kraft  X Jlf  in  ÜV"  und  LO.  Die  auf  T  und 
L  wirkenden,  einander  gleichen  und  parallelen  Kräfte  TU  und  LO 
bringen  aber  keine  Aenderung  in  der  gegenseitigen  Lage  von  T  und 
Jj  hervor,  und  es  ist  mithin  die  noch  übi'ige  Kraft  .tiV" allein,  welche 
auf  L  störend  wirkt. 

Nehmen  wir  nun  erstens  an,  dass  T  und  i  gleich  weit  von  S 
entfernt  sind,  welches,  sehr  nahe  wenigstens,  in  den  Quadraturen 
der  Fall  ist.  Alsdann  ist  auch  TÜ  =  LM,  folghch  UM  parallel 
mit  TL,  und  iV  ein  Punkt  in  TL  (Fig.  37*).   Es  verhält  sich  daher 

1  ■.cc  =  TS-.  TL  =  NM:  NL  =  A:  NL  , 
woraus 

NL  =  aA 

folgt.  Uebereinstimmend  mit  dem  Obigen  ist  demnach  in  den  Quadra- 
turen die  störende  Kraft  LN  nach  der  Erde  gerichtet,  und  halb  so 
gross,  als  die  den  Mond  in  den  Syzygien  von  der  Erde  entfernende 
Kraft  oder  laA. 

Ist  nicht  LS=TS,  so  liegt  der  Punkt  A^  nicht  in  TL,  aber 
doch  in  der  Ebene  TLS,  und  zwar  mit  S  auf  einerlei  Seite  von  TL, 
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oder  auf  der  entgegengesetzten,  je  nachdem  LS <.  oder  >  TS.  Denn 
ist  TS>LS  (Fig.  37),  und  wäi-e  dann  UM  parallel  mit  TL,  so 
würde  LM<TÜ  sein.  Es  ist  aber  alsdann  LM>  TU;  mithin 
müssen  TL  und  UM  divergiren,  und  N  muss  mit  S  auf  einerlei 
Seite  von  TL  fallen.  — AehnHcher  "Weise  wird  der  Satz  für  den  zweiten 
Fall  hewiesen ,  und  es  erhellet  somit ,  wie  sich  —  übereinstimmend 
mit  dem  Obigen  —  die  Kraft  LN  um  L  nach  rechts  di-eht,  während 
sich  L  nach  hnks  um  T  bewegt. 

"Weil  endlich  die  Kräfte,  mit  denen  T  von  S  und  L  von  T  an- 
gezogen werden,  sich  im  Mittel  wie  (§.  22) 

verhalten,  so  ist,  wenn  ivir,  wie  in  §.  101,  die  von  T  auf  L  ausge- 
übte Anziehung  zur  Einheit  der  Kraft  wählen : 

A-^w.a  , 
wodurch,  wie   gehörig,   die   zuletzt   erhaltenen   Ausdrücke  zaA  und 
aA  für   die  störende  Kraft  in  den  Syzygien   und   den  Quadraturen, 
sich  in  die  vorher  gefundenen  Ausdrücke  2W  und  w  derselben  Kraft 
verwandeln. 

Da  die  Kräfte,  mit  denen  S  auf  T  und  L  wirkt,  einander  nahe 
gleich  sind,  so  folgt  hieraus  noch,  dass  auch  die  Kräfte,  mit  denen 
L  von  S  und  T  angezogen  wird,  sich  nahe  wie 

«:«  =  400:  179^=24.:  I 
verhalten,    irnd    dass    daher    der  Mond  mit  einer   mehr   als  doppelt 
stärkeren  Kraft  nach  der  Sonne,   als  nach  der  Erde   hin,   gezogen 
wird.    Dass  dessen  ungeachtet  der  Mond  nicht  die  Erde  verlässt  und 
der  Sonne  zueilt,  kann  für  uns  kein  Paradoxon  mehr  sein. 


Drittes  Kapitel. 

Von  den  vorziigliclisten  Störungen  des  Mondlaufs 
und  insbesondere  von  der  Variation. 


§.  104,  Die  vorzüglichsten  Störungen  des  Radius  Vector  und 
der  Länge  des  Mondes,  zu  deren  Entwickelung  wir-  jetzt  übergehen, 
sind  von  dreierlei  Art,  indem  sie  entweder  von  den  Exeentricitäten 
der  Sonnen-  und  der  Mondshahn  ganz  unabhängig  sind,  oder  von  der 
ersteren ,  oder  von  der  letzteren  Excentricität  abhängen ;   sie  führen 
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hiernach  vesp.  die  Namen  der  Variation,  der  jährlichen  Glei- 
chung und  der  Evection.  Da  hei  diesen  von  den  Kräften  T  und  V 
erzettgten  Störungen  Sonne  und  Mond  als  in  derselhen  Ebene  sich 
bewegend  angenommen  werden  (§.  101),  so  wollen  wir  zu  ihrer  Ent- 
wickelung  zunächst  von  den  in  §.  34  gefundenen  Formebi  Gebrauch 
machen,  durch  welche  für  eine  durch  die  Polarcoordinaten  r  und  l 
gegebene,  nahe  kreisförmige  und  gleichföi-mige  Bewegung  eines  Kör- 
pers in  einer  Ebene  die  Kräfte  T  und  V  bestimmt  werden ,  welche 
die  Bewegung  hervorbringen.    Waren  nämlich  r  \ind  /  von  der  Fonn 

r=a  (i  +/'eos;.'+/"eos>l"H-..,)  , 

l=}.-\-  (/'  sin  V  -\-  <j"  sin  7."  +  . . .  , 

wo  ffl  und  }-  die  mittleren  Werthe  von  r  und  l\  f ,  g  ,-■■  kleine  Brüche, 
deren  Quadrate  vernachlässigt  werden  konnten,  und  t,  V,  V,...  der 
Zeit  proportional  wachsende  Winkel  bedeuten,  so  [ergaben  sich  T  und 
V  von  der  Fonn 

r =  —  «  (h'-  -i-  F'  cos ;/  4-  F"  cos ;/'  + . . .)  , 

F==  — ß[G'sinr+ G^"sin;."-1-..,)  , 

wo  F' ,  G',...  kleine  von  y,  g',...  und  von  den  Geschwindigkeiten 
n,  n',  n",...,  mit  denen  sich  X,  X' ,  X",...  ändern,  abhängige  Brüche 
vorstellen, 

Obechon  nun  im  Gegenwäi'tigen  umgekehrt  aus  den  Kräften  T 
und  V  die  Coordinaten  r  und  l  gefunden  werden  sollen,  so  sieht 
man  doch  bald,  wie  attch  zur  Lösung  dieser  umgekehrten  Aufgabe 
jene  Formeln  benutzt  werden  können.  Da  rm.mlich  die  Reihen  für 
)■  und  T,  so  wie  die  für  l  und  V,  von  einerlei  Form  sind  und  sich  im 
Ganzen  nur  dui'ch  die  constanten  Coefficienten  unterscheiden ,  so  hat 
man  wegen  je  zweier  GHeder  in  T  und  F,  von  denen  das  Glied  in 
T  den  Cosinus  eines  der  Zeit  proportional  wachsenden  Winkels,  das 
Glied  in  V  den  Sinus  desselben  Winkels  zum  Factor  hat,  auf  zwei 
Glieder  mit  demselben  Cosinus  und  Sinus  in  )■  und  l  zu  schliessen. 
Auf  solche  Weise  sind  die  Formen  von  r  und  l  bestimmt.  Die  darin 
noch  unbekannten  Coefficienten  der  Cosinus  und  der  Sinus  ergeben 
sich  aber  dadurch,  dass  man  nach  jenen  Formeln  aus  den  angenom- 
menen Formen  für-  r  und  /  die  Kräfte  T  und  V  herleitet,  und  diese 
mit  den  gegebenen  Werthen  von  T  und  V  in  Vergleichung  bringt. 
Das  TJebrige,  was  hierbei  noch  zu  bemerken  ist,  wii'd  sich  am  besten 
aus  den  nun  folgenden  Eechnungen  selbst  erkennen  lassen. 

§.  105.  Um  uns  den  Anfang  unserer  Untersuchungen  möglichst 
leicht  zu  machen,  wollen  wir  für's  Erste  nicht  die  Bewegting,  welche 
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der  von  der  Sonne  gestörte  Mond  wirklich  hat,  aondeiii  unter  allen 
Bahnen,  welche  er  bei  dieser  Störung  möglicher  Weise  haben  kann, 
diejenige  zu  bestimmen  suchen,  welche  von  der  Kreisfonn  und  der 
Gleichförmigkeit  am  wenigsten  abweicht,  so  dass  die  Grössen,  um 
welche  r  und  l  von  ihren  mittleren  Werthen  unterschieden  sind,  nur 
von  der  Störung  herrühren  und  daher  den  kleinen  Störungacoefli- 
cienten  lo  zum  Factor  haben. 

Heisse  A  der  mittlere  Werth  von  l.  Die  constante  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  sich  "k  ändert,  ist  gleich  m,  und  der  hieraus 
nach  der  elliptischen  Theorie  folgende  mittlere  Werth  von  r  ist  in 
§.  99  mit  a  bezeichnet  worden.  Wie  wir  bereits  aus  §.  102  wissen, 
ist  hiei^von  der  mittlere  Werth  von  r  bei  der  gestörten  Bewegung 
um  etwas  Weniges  verschieden;  werde  letzterer,  wie  dort,  gleich  «,, 
und  sein  Unterschied  von  a,  als  von  der  Störung  herrührend, 
gleich  ßcw,  also 

gesetzt,  wo  c  eine  noch  zu  bestimmende  constante  Zahl  (nach  §.  102 
gleich  —  ^)  ist. 

Femer  vrollen  vi^ir  um  möglichster  Einfachheit  willen  die  Ex- 
centricität  der  Sonnenbahn  für  den  Anfang  unbei-ücksichtigt  lassen, 
und  daher  r'  =^  a'  und  die  Länge  V  ihrem  mittleren  Werthe,  welcher 
V  sei,  gleichsetzen. 

Erwägen  wir  nun  noch,  dass  hier  bloss  die  erste  Potenz  von  lo 
in  Betracht  kommen  soU,  und  dass  daher  in  den  mit  w  multiplicirten 
Gliedern  statt  )■  und  l  ihre  mittleren  Werthe  a  (i  +  cw?)  und  %,  oder 
auch  schlechthin  «  und  X ,  gesetzt  werden  können,  so  reduciren  sich 
die  in  §.  99  für  T^  und   F,   erhaltenen  Werthe  auf 

,  ,        :?',  =  -S  +  i^H>+3  cos2[Z-Ä')]  , 

V,  =  —  \wsm  2[l—'i:\   . 

Nach  der  in  §.  104  gemachten  Bemerkung  können  wir  nun  er- 
warten, dass,  eben  so  wie  in  2',  und  P^, ,  auch  in  )■  und  /  resp.  mit 
w  cos  2  (Z  —  V)  und  w  ein  2  {).  —  V)  multiplicirte  Glieder  vorkommen, 
und  dass  daher  r  und  l  ihren  mittleren,  um  solche  Glieder  vermehrten 
W'erthen  gleich  sein  werden.     Wir  setzen  demnach 

wo  f  und  g  endhche  constante  Zahlen  sind,  und  suir  Abkürzung  A^ 
statt  2  (l  —  l'}  geschrieben  worden.     Hieraus  folgt  zunächst 
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-^  =;  I  —  2CtO  —  2fw  COS  k,    , 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  (1): 

T,  =—  1  +  C-  +  zc)tü+  {1  +  2f)wcosk,   , 
^'      F,^-|«;siuA,  . 
Aus  (2)  aber  fliesst  nach  den  Formeln  in  §.  ;^4 : 

T  =  ~a{i+cw)  {n^  +  [K  +  "!)/+  ^  »^hi/]  ^  <^os  X,}  , 
F=  -  «  (i  +  cw)  [2  nnj+  n\g\  w  ein  1,  , 
wo  n^  die  Geschwindigkeit  von  J.,  bedeutet;    und   wenn  wir  mit  ii^a 
dividiren  (§.  99]  und  ^^,  ::=kn  setzen; 

T,=-i-cw-  [(I  +  /.V+  2  k<A  to  cos  X,  , 
4 

F,  =  — [2Ä/+/;V]wsin;.,   . 

Diese  unmittelbar  aus  (2)  gefolgerten  Werthe  von  jf,  und  F, 
müssen  nun,  wenn  anders  die  Voraussetzung  (2)  richt^  war,  mit 
den  Werthen  (3)  derselben  Grössen  durch  gehörige  Bestimmung  der 
Constanten  c,f\va.Ag  identisch  gemacht  werden  können,  so  daes 
die  Coefiicienten  von  cos  A,  und  sin  X^  und  das  noch  übrige  con- 
stante  Glied  in  (4)  den  entsprechenden  Grössen  in  (3)  gleich  worden, 
da  SS  also 

~{,+k-')f^zkcj  =  l  +  2f  , 

2kf  +  k^g  =  ^  . 

In  der  That  lassen  sich  aus  diesen  Gleichungen  c,  f  und  g  ohne 
Widerspruch  bestimmen,  nämlich 

wie  schon  in  §.  102,  a)  gefunden  wurde; 

3_    /fc^  +  2/.  +  3 

'J^   2-      ^'(^^—   l)        ■ 

Die  in  [21  angenommene  Foim  von  *■  und  l  ist  demnach  die 
richtige,  imd  die  darin  eingeführten  Constanten  c,  f  und  g  müssen 
die  jetzt  gefundenen  Werthe  haben,  wenn  die  aus  (2)  herzuleitenden 
Kräfte  mit  den  in  (1)  gegebenen,  wie  verlangt  ivird,  übereinstimmen 
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§.  106.  Es  bleibt  uns  nocb  übrig,  die  Werthe  von  ff.o  und  ffw 
numerisch  zu  entwickeln.  —  Die  Gescbwindigkeit,  mit  welcher  sich 
i,^  ^  2{l  —  X')   ändert,  ist 

folglich  (§.  100) 


12-36875 
13-36875 


=  1-8504  . 
Hiermit  findet  sich 

/  =  —  1-2870  ,         ff  =  1-8297  , 
also  (§.  100) 

.  1-2876  I 

^^  ~  178-72  ^  97'677  ~  °"^^°^^ 
Bei  diesem  Werthe  von  ^w  wird  die  Länge  l,  in  welcher  er  vor- 
kommt, in-Theilen  des  Halbmessers  ausgedrückt  vorausgesetzt.  Soll 
aber,  wie  gewöhnlich,  l  in  Graden,  Minuten  und  Secunden  bestimmt 
werden,  so  muss  dieses  auch  mit  gtv  geschehen.  Nun  ist,  in  Secun- 
den ausgedrückt, 

und  daher 

S/w=  1-8297  X  1154"!  =  35' 12"  . 

Nach  diesem  Allen  wird 

r  ^  a,[i  —  0-007204  cos  2{l —  1')]    , 
/  ^  ^ -I-35' i2"sin2(J.- — ■/.')   . 

§.  107.  Die  somit  gefundene  Bewegung  des  Mondes  weicht  von 
seiner  mittleren  gleichföimigen  Kreisbewegung  dergestalt  ab,  dass 
seine  wahre  Entfernung  von  der  Erde  um  den  139-aten  Theil  der 
mittleren  bald  grösser,  bald  kleiner  ist,  als  die  mittlere,  und  dass, 
von  der  Erde  aus  gesehen,  der  wahre  Ort  des  Mondes  bis  auf  35' 
dem  mittleren  bald  vorauseilt,  bald  hinter  ihm  zuiTickbleibt. 

Am  grössten  ist  die  Entfernung,  nämlich  gleich  ~«,,  für 
cos  2ß  —  l')  1=  —  I,  also  in  den  Quadraturen  [§.  101);  am  kleinsten, 
gleich  —  a, ,  für  cos  2  {).  —  1')  =  1 ,  also  in  den  Syzygien ,  und  der 
Mond  beschreibt  hiernach  eine  Art  Ellipse,  in  deren  Mittelpitnkte  die 
Erde  steht,  und  deren  kleinster  Durchmesser  in  die  Linie  der  Sy- 
zygien fällt  (siehe  Fig,  3S). 
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Hinsichtlich  der  Länge  fällt  der  wahre  Mondsort  mit  dem  mitt- 
leren zusammen  für  sm2{).  —  X']  =  o,  also  in  den  Syzygien  und 
Quadraturen;  dagegen  ist  der  wahre  Ort  W  dem  mittleren  M  am 
weitesten,  nämlich  um  35',  voraus  für  sin2(^  —  X']  =  i,  d.  i.  in  den 
Mitten  A  und  G  des  ersten  und  des  dritten  Quadranten;  und  um 
ebensoviel  hinter  dem  mittleren  Orte  zurück  für  ain  2  {l  —?.']  =  —  i , 
d.  i.  in  den  Mitten  B  und  Z>  des  zweiten  und 
vierten  Quadranten.     Von   D  bis  A  und  von  „ 

jB  bis  C  ist  folglich  die  wahre  Greschwindig- 
keit  des  Mondes  grösser  als  die  mittlere;  da- 
gegen von  A  bis  B  und  von  C  bis  D  kleiner 
als  die  mittlere. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auch,  wenn  man 
aus  der  Gleichung  für  l  die  Geschwindigkeit , 
mit  welcher  l  wächst,  bestimmt.  Nach  §.  35 
(C)  findet  sich  dieselbe 

=:  n~{^n^ffw  cosJ., 

==/![!+  kffw  cos  2  (^.  —  l'}]  , 
wo 

^„ro  =  i_:i504  ^  _±_ 
^  97-677        52-8  ■ 

Der  grösste  und  der  kleinste  Werth  dieser  Geschwind^keit  ist  hier- 
nach von  ihrem  mittleren  Werthe  n  um  den  53-sten  Theil  des 
mittleren  verschieden.  Am  grössten  ist  sie  in  den  Syzygien,  am 
kleinsten  in  den  Quadi-aturen ;  in  den  Octanten  hat  sie  ihren  mitt- 
leren Werth.  Ueb ereinstimmend  mit  dem  Vorigen,  nimmt  sie  daher 
im   ersten  Quadranten   ab,  im  zweiten  zu,   und  so  fort  abwechselnd. 

§.  108,  Es  ist  nicht  schwer,  sich  von  der  Richtigkeit  dieser 
Resultate  im  Allgemeinen  auch  ohne  Rechnung  zu  überzeugen.  Zu- 
erst erklärt  sich  die  von  einem  Quadranten  zum  anderen  abwechselnd 
ab-  und  zunehmende  Geschwindigkeit  des  Mondes  sogleich  dadurch, 
dasa  der  auf  dem  Radius  Vector  perpendikulare ,  und  daher  nahe  in 
der  Richtung  der  Bahn  wirkende,  Theil  der  störenden  Kraft  den  Mond 
derjenigen  der  beiden  Syzygien,  welcher  er  am  nächsten  ist,  noch 
näher  zu  bringen  strebt  [§.  101).  Wäre  ferner  die  Kraft,  welche  den 
Mond  nach  der  Erde  treibt,  überall  gleich  gi'oss,  so  würde  schon  des- 
halb, weil  die  Geschwindigkeit  in  den  Syzygien  am  grössten  und  in 
den  Quadraturen  am  kleinsten  ist,  die  Bahn  in  den  ersteren  Punkten 
am  schwächsten,  in  den  letzteren  am  stäi-ksten  gekrümmt  sein;  denn 
je  grösser  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  ist,  desto  weniger  wird 
er   durch   eine  auf  seiner  Bahn  perpendikulare  Kraft  von  der  Bahn 
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abgelenkt.  Da  aber  die  deu  Mond  nach  der  Erde  ziehende  Kraft 
durch  die  Sonne  in  den  Syzygieii  geschwächt  und  in  den  Quadra- 
turen verstärkt  wird,  so  muss  um  so  mehr  die  Krümmung  in  den 
Syzygien  schwächer,  als  in  den  Quadraturen  sein.  Dieses  ist  aher 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  sich  der  Mond  in  den  Quadraturen 
weiter  als  in  den  Syzygien  von  der  Eide  entfernt;  —  auf  ähnliche 
Art,  als  wie  bei  der  in  §.  24,  2]  betrachteten  elliptischen  Bewegung 
eines  Körpers,  die  nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  gerichtete  Kraft 
am  stäi-l^ten  bei  der  grössten  Entfernung  des  Körpei-s  vom  Mittel- 
piinkte  und  am  schwächsten  bei  der  kleinsten  Entfernung  war. 

§.  109.  Die  Ghedei  welche  zu  den  mittkien  M eithen  des  lla- 
dius  Vector  und  der  Ltngt  addiit  werden  müssen  um  die  wahren 
Weiiiie  dieser  Grössen  zu  eihalten  nennt  man  Gleichungen*). 
Sie  sind  in  der  ßegel  Pioducte  lu^  Conitanten  m  die  Cosinus  {beim 
Radius)  und  in  die  Smu5  {bei  dei  Lange)  von  Winkeln  welche  vom 
mittleren  Stande  des  gestörten  und  des  störenden  Roipeis  gegen  ein- 
ander und  gegen  ihre  Apsiden  abhtngen  und  folghch  der  Zeit  pro- 
portional wachsen.  Ef  smd  dihei  diese  Gleichungen  periodischer 
Natur,  und  die  durch  sie  lusgediuckten  Störungen  periodische 
Störungen.  Die  Zeit  in  wekhei  dei  Winkel  um  j6o°  wächst,  ist 
die  Periode  der  Gleichung  oder  Störung  und  wird  gefunden,  wenn 
man  die  Geschwind^keit  seines  Wachsthnms  in  360°  dividirt  [§.  34, 
Zus.).  Der  Winkel  selbst  heisst  das  Argument,  und  die  in  seinen 
Cosinus  oder  Sinus  multiplicirte  Constante  der  Coefficieiit  der  Glei- 
chung. Letzterer  giebt  zugleich  den  grössten  Werth  an,  bis  zu  wel- 
chem die  Gleichung  nach  der  positiven  und  der  negativen  Seite  an- 
wachsen kann. 

Mit  den  in  §§.  105  und  106  entwickelten  Werthon  von  r  und  l 
haben  ivir  demnach  zwei  Gleichungen,  die  eine  für  r,  die  andere 
für  l,  gefunden,  deren  jede  zu  ihrem  Argumente  die  doppelte  Winkel- 
entfernung des  Mondes  von  der  Sonne ,  und  folglich  zu  ihrer  Periode 
einen  halben  synodischen  Monat  hat.  Die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chungen aber  sind  — 0-007204«,  und  35'  12".  Die  Folge  wird  lehren, 
dass,  ungeachtet  die  Mondsbewegnng  nicht  so  einfach  ist,  als  wie  sie 
durch  die  jetzt  für  r  und/  erhaltenen  Werthe  dai^estellt  wird,  unter 
den  vielen  zu  den  mittleren  Werthen  von  r  und  l  hinzuzufugenden 
Gleichungen  immer  auch  die  zwei  jetzt  gefundenen  mit  vorkommen. 
Von  diesen  ist  besonders  die  Gleichung  der  Länge  für  die  Beobach- 
tungen sehr  merkbar,  da  ihr  Werth  bis  über  einen  halben  Grad  an- 


**)   [auch  wohl  Ungleichheiten  \inegaliUif\. 
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wachsen  kann.  Sie  wird  die  Variation  genannt  nnd  ist  von  Tyelio 
de  Brahe  (geb.  1546,  gest.  1601)  durch  Beobachtungen  entdeckt 
worden. 

§.  110.  Die  Veränderungen  des  Eadius  Vector  des  Mondes  geben 
sich  durch  Beobachtung  seines  scheinbaren  Halbmessers  und  seiner 
Ilorizontalparallaxe  au  erkennen,  indem  diese  letzteren  dem  Radius 
Vectoi  umgekehrt  proportional  sind.  Eben  deshalb  wird  auch  jede 
Gleichung  des  Radius  Vector  eine  Gleichung  des  scheinbar-en  Halb- 
messers und  der  Horizontalparallaxe  zur  Folge  haben.  In  der  That 
sei  p  die  Horizontalparallaxe  oder  der  Winkel,  unter  welchem  der 
Halbmesser  des  Erdäquators  vom  Mittelpunkte  des  Mondes  aus  bei 
einer  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  gleich  r  erscheint.  Der 
mittlere  Werth  dieses  Winkels  oder  derjenige,  welcher  für  )■  =  a, 
statt  hat,  beti'ägt  57' i"-    Mithin  ist 

p  =  ~  -sr'-i"- 

Substituirt  man  hierin  für  r  seinen  in  §.  1Ü6  gefundenen  Werth, 
so  wird 

^  =  [r  +  0-007204  cos  2  {k  —  ).')].  57'  i" 
^  57' i"  +  24"6  cos  2(A  —  l')  , 
und  man  hat  somit  das  Glied  24"6  cqsz{1  —  X'),  als  Gleichung   der 
Horizontalparallaxe,  erhalten. 

Eben  so  findet  sich  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes 
=:  [i  +0'007204  cos  2{X  —  l')] .  15' 3 3"  5 
=  i5'33"5  +  ö"7  cos2(A  — A"}  ; 
denn  i5'33"5  ist  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes  in  seiner 
mittleren  Entfernung  von  der  Erde. 

Weil  bei  astj'Onomiscben  Rechnungen  die  Horiaontalparallaxe  dos 
Mondes  häufiger,  als  sein  Radius  Vector,  gebraucht  wird,  so  geben 
die  Tafeln,  die  man  zur  Berechnung  des  Mondlaufs  construirt  hat, 
unmittelbar  die  Hoiizontalparallaxe  p,  aus  der  man,  wenn  es  nöthig 

ist,  den  Radius  nach  der  Formel  r  =  a,  ■ herleiten  kann, 

P 

§,  111.    Bei  der  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  — , 

und  w,  die  wir  uns  hier  gestatten  [§§.  99  und  100),  können  wir  nicht 
erwarten,  dass  die  Coefficienten  der  erhaltenen  Gleichungen  und 
derer,  welche  wir  noch  entwickeln  werden,  mit  den  Coefficienten, 
welche  bei  Berücksichtigung  jener  Potenzen  sich  finden,  ganz  über- 
einstimmen werden,  so  wie  aiis  demselben  Grunde  bei  einer  schärfer 

Blübiiis  Werke  IV.  12 
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geführten  Rechnung  eine  bei  weitem  grössere  Anzahl  von  Gleichun- 
gen, als  hier,  sich  ergeben  müssen.    In  Damoiseau's  Mondstafeln, 
welche  von  den  Beobachtungen  sieh  nur  um  wenige  Secunden  ent- 
fernen, sind  von  den  Gleichungen  für  die  Länge  und  die  Horizontal- 
paiallaxe,  welche  2(Z  —  A')  zum  Argumente  haben,  die  Coefficicntcn 
39'29"7    und    28"5    statt    der    hier    gefundenen    35' 12"    und    24"6. 
Ueberhaupt   aber  sind  in  diesen  Tafeln   die  von  den  Excentricitäten 
der  Monds-  und  Sonnenbahn  unabhängigen  Gleichungen 
der  Länge :   —  2'  2"  i  sin  ö  -f-  3g'  2g"  7  sin  2  d 
-[- o"4  SJU315 -i-  i4"2  sin4d   , 
der  Horizontalparallaxe:  —  i"o  cosd  +  28"5  cos2(J 
+  o"2  cos4<5  , 
Tvo  d  ==  X  —  J.'.*) 

Historisch  werde  hierbei  noch  bemerkt,  dass  die  erste  dieser 
Gleichungen  mit  dem  nicht  unbeträchthchen  Coefficienten  von  122" 
daher  rührt,  dass  der  Mond  im  Neumonde  etwas  stärker  als  im  Voll- 
monde von  der  Erde  abgezogen  wird.  Das  Verhältniss  zwischen 
diesen  Abziehungen  hängt  von  dem  Verhältnisse  zwischen  den  Ent- 
fernungen des  Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde  ab  (§.  103);  und 
da  letzteres  Verhältniss  einerlei  mit  dem  zwischen  den  Horizontal- 
parallaxen der  Sonne  uxid  des  Mondes  ist,  so  wird  jene  Gleichung 
auch  die  parallaktische  Gleichung  genannt. 


Viertes  Kapitel. 

Von  der  jähiiichen  Gleichung. 


§.  112.  Eben  so,  wie  uns  im  Vorigen  das  Vorhandensein  von 
Störungsgleichungen,  deren  Ai'gument  2  {l  —  J,')  war,  durch  die  in  wj 
multiplicirten  Glieder  von  T  und  V,  welche  dasselbe  Argument  hatten, 
angedeutet  wurde,  so  können  sich  auch  die  Argumente  aller  übrigen 
Gleichungen  dui'ch  nichts  Anderes,  als  die  weitere  Entwickelung 
dieser  in  w  multiplicirten  Glieder,  zu  erkennen  geben.  Auch  wird 
uns  dieselbe  Methode,  nach  welcher  wir  die  Coefficienten  der  Glei- 
chungen,  deren  Argument  2  {X  —  X']  war,   bestimmten,   zur  Ermitte- 

*)  Genauere  Wertlie  der  Mondstürungen  sind  von  Hansen  gegeben,  vcrgl. 
die  Anmerkungen  zu  g§.  148  und  149.  A.  d.  H. 
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lung  der  Coefficienteii  der  übrigen  Gleichungen  dienen  können,  so 
lange  wir  noch,  wie  in  §.  105,  voraussetzen,  dass  die  Bewegung  des 
Mondes  von  einer  vollkommen  kreisförmigen  und  gleichförmigen  Be- 
wegung hloss  wegen  dei  Störung  durch  die  Sonne  ahweicht. 

In  der  That  sei  durch  weitere  Entwickelung  der  in  w;  multipli- 
cirten  Glieder 

'I\  = _i  +  -ii>  -l--F,wcoslj  -[-  F^w  coslj  -)-  ... 

gefunden  worden,  wo  Fi,  G^,  F^,  G^,  ...  endliche  Constanten,  und 
).^,  J.J,  ...  mit  den  constanten  Geschwindigkeiten  n^,  n^,  ...  sich  än- 
dernde Winkel  hedeuten.  Hiernach  werden  auch  die  Coordinaten  r 
und  l  mit  w  behaftete  periodische  Glieder,  deren  Argumente  Äj,  X^,  ... 
sind,  und  keine  anderen ,  enthalten.  Wir  setzen  deshalb,  und  wegen 
der  zu  erwarten  stehenden  Aenderung  der  elliptischen  Relation  zwi- 
schen n  und  a  [§.  102): 

r  ^  a  {i  -\-  cw)  [i  -f- _/■[?«  cos i,  -\- f^w  cos l^  +  ■■■]  , 
l  =  X-\- g^■w»m.7.^  -\- g^waYa.l^.-\-  ... 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

und  es  wird  damit 

T',  =  —  1  +  (^  +  2 c)  w  +  IF,  +  2/,)  w  cos ;.,  +  ...  , 
F,  =  G, w  sin l^  +  G^w  Bin 'f.^  +  ... 

Entwickelt  man  aber  nach  §.  34  die  Kräfte,  von  welchen  die 
durch  (2}  ausgedrückte  Bewegung  hervorgebracht  wird,  dividirt  die- 
selben durch  ti^a  und  setzt  zur  Abkürzung 

n,  =;  k^n ,         n^  =  k^n ,         etc.  , 
so  kommt  (vergl.  §.  lOÖ): 

(4 

Da  nun  diese  Werthe  von  T^  und  F,  mit  denen  m  (3)  von 
einerlei  Form  sind,  so  wird  die  dui-ch  (2)  dargestellte  Bewegung, 
eben  so,  wie  sie  eine  Folge  der  Kräfte  (4)  ist,  auch  als  eine  Folge 
der  Kräfte  (3)  oder  (1)  angesehen  werden  können,  wenn  wir  die 
Coefficienten    in   (2)    so   bestimmen,    dass    die   in    [3)    und    (4)   ent- 
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apiecheiiden     Gliedeni    zugehörigen    Coefficieiiteii     einander    gl  Dich 
■werden,  diiss  also 

—  2/c,/i  — %,   =   (?.    , 

-[^+K)A-^K9.  =  F,  +  ^f.  , 

—  2A,/,  — %,  =-   Gj    , 

u.  s.  IV.    Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  fliesst  aber,,  wie  in  §.  Iü5, 

c  =       i  , 
ans  den  zwei  folgenden: 

Ä-..F,  — 2(?t  _2/.,F.  — (3+^;)G,  . 

/i—        /i^  (^J  __  ij  '         ^'        '        Ä^_i) 

aas  den  zwei  nächstfolgenden: 

f  —     -^1  j;  —  z  gj  __  2^,J;  — (B  +  Z^lg. 

u.  s.  w.,    wodurch   die  Coefficienten   in  (2),    und    damit    die    gesuchte 
Bewegung,  vollkommen  bestimmt  sind. 

§.  1 13.  Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  bei  Bestimmung  der  ein- 
fachsten Bahn,  welche  der  von  der  Sonne  gestörte  Mond  beschreiben 
kann,  die  Bewegung  der  Sonne  genau  kreis-  und  gleichförmig  an- 
genommen. Wir  wollen  aber  jetzt  die  in  der  Natur  von  dieser  Hypo- 
these stattfindende  Abweichung  nicht  mehr  unberücksichtigt  lassen 
und  den  Einfluss  untersuchen,  den  die  Excentricität  e'  der  Sonnen- 
bahn auf  die  Mondsbewegung  ausübt. 

Weil  auch  jetzt  noch  )■  und  l  von  ihren  mittleren  Werthcn  a 
und  l  nur  um  Glieder  verschieden  sein  sollen,  welche  von  der  Stö- 
rung herrühren  und  daher  io  zum  Factor  haben,  und  weil  von  w 
immer  nur  die  erste  Potenz  berücksichtigt  werden  soll,  so  haben  wir: 

^i=— 5+~7i«'['+3COS2(A— n]  , 

worin  für-  r'  und  l'  ihi-e   eUiptischen  Werthe    zu  substituiren  sind. 

Diese  sind,  wenn  o'  die  mittlere  Anomahe  der  Sonne  bezeichnet  {§.  43): 

r'  =  a'  (i  —  e'  cos«')     und     /'  =  /'  4-  2e'  sin«'  . 

Hieraus  folgt: 

«'^  ,         '  f 

---1=1+3«   «sc.     , 
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wenn  wiederum  2  (X  — Ä')  =  l^  gesetzt  wird ;  mitliin 
cos  2  {?^  —  l')  :=  cos  ?.,  +  4e'  sin  a'  sinl^  *) 

=  cos^,  -|-  2e'cos(^|  —  a')  —  2e'cos(A|  +  w'j  , 
sin2{i  — /')  =  sinJ.j  ^40' sin«'  cos?.,*) 

=  sinJ.j  +  2e'sin{?.|  —  a')  —  2e'8in(Äi  +  «')  , 
-^  cos  2(1  —  l')  =  cosA^  +  2e'cos(A,  —  a')  — ■2e'cos(il,,  +  «') 
+  3e'  cos«' cos  1, 

=  cosl;  H — e'cos(i^  —  a') c'  cos[A,  +  <^'} 

und  eben  so 

^jSin2(l—  /')  ==  sinÄ,  +-^e'sin(Äi  —  a']  —  -e'sin  (>.,  +  «')   . 

Die  Subsitution  hiervon  in  den.  obigen  Werthen  von  T,  und  V^ 
giebt: 

Tj  = ^  +  -  w  +  -  w  cos  J-i  +  -  e\v  cos  a ' 

+  —e'vjcosß,  —  a'}  —  —  e'wcos  (ü,  +  ß')  1 

F,  =—^wsi■aX^  —  -'e'wsm{X^  —  a^)  +  ^e'w8m{l,  +«')  . 

Hiermit  sind  die  Ausdrücke  für  T,  und  V,  auf  die  in  §.  112 
angenommene  Form  (1)  gebracht,  und  es  wird  sich  nun  die  aus  ihnen 
fo%ende  Bewegung  nach  den  daselbst  entwickelten  Formeln  leicht 
bestimmen  lassen. 

Zuerst  sind  die  dortigen  Argumente 

;.^  ^  A,  ,  /,  =  w'  ,  A3  =  Z,  —  a'  ,  l,  =  l,  +  a'  , 

also    (§.  106) 

weil  a'  =  J,'  — w'  (§.45),  und  weil  die  Länge  des  Ferrums  der 
Sonnenbahn  w'  constant  ist,  wenigstens  hier  als  constant  angesehen 
werden  kann, 


"j  Naeli  den  Formeln 

cos  (^-1)  =  603:«:  +  ?  sin, 


i  Potenz  beibehalten 
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Ferner  sind  die  doitigen  Coefficienten 

Fi  =  -,  F^  =  ^e' ,        i^,  =  —  e',  i^^  =—  -e'  , 

G.=  — |,      G,  =  o,  G,=^-e',        G,  =  ^e'  . 

Mit  diesen  Wertlien  von  F„  G„  F^,  G^,...  und  den  aus  n^,  n^,  ... 
fliessenden  Wertlien  von 

vt,  =  2(1  —  -),      h  =  -,      h  =  K  —  K ,      K  =  h  +  K 

finden  sich  nun  für  f^   und  g^   diu  bereits  in  §.  Iü5    erlialteneu  Aus- 
drücke und  nächstdem 


J^  =  l'^  '  T^li"  ' 

"'         "-Ki.-^' 

.,„,           2+t, 

,             ..,,        i+2l.,+il 

J'^         4           S,  K—  I) 

•    ">     4        *!(*;  — I)     ' 

■'•          4          i,  (4|—  ij' 

,.   „       3..     3  +  2*.+*! 

hiermit  die  gesuehten  C< 

Dordinaten : 

r  =  0,  [i  +/,"eosJ,  +/,.«eo«o' 

+/,iocob(1,^ 

-o')+/.«,co8(i, +  «■)], 

1=  1  +  g,wabxl^  +  g^ 

wiBina' 

+  g^wsm(K,-~a 

■)+S..«,-»i,ip.,  +  o'). 

§.  114.  Wegen  der  ExcentricitÜt  der  Sonnenbalm  kommen  dem- 
nach sowohl  für  den  Eadius  Vector,  als  für  die  Länge,  drei  Glei- 
chungen hinzu ,  welche  die  Änomahe  der  Sonne  und  den  doppelten 
Winkelabstand  des  Mondes  von  der  Sonne,  das  eine  Mal  um  die  Ano- 
malie der  Sonne  vermindert,  das  andere  Mal  um  dieselbe  vermehrt, 
zu  Argumenten  haben ,  und  deren  Coefficienten  Producte  aus  der  Ex- 
centricität  e'  der  Sonnenbahn  in  gewisse  Functionen  des  Verhält- 
nisses n'  :  n  zwischen  den  mittleren  Bewegungen  von  Sonne  und 
Mond  sind.  Um  diese  Coefficienten  jetzt  numerisch  zu  bestimmen, 
so  ist 


folghch 


3'Oi6792  ,         Äj  ^  —  =  0-074801 

^,  =  2  (i  —h^)  ^  1-8504  , 
k^  ^  k^  — k^  =  i'7756  , 
k^  =  k^-^  k^  ^^  1-9252  , 
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Mit  diesen  Werthen  für  e',  k^,  ...  und  mit  lo  =:  kl  =  O'005595 
finden  sich  die  Werthe  von 

y^w  :=  0-000142  ,        f3^=- — ■O'000487,        y^w  =0-000053   . 

Ferner  ei^eben  sich,  wenn  man  für  w  seinen  in  Seciinden  aus- 
gedrückten Werth  :=  1154"!    (§.  106)  nimmt: 

ff^ti)=—i^'2",         g;W  =  2' 25",         g^w  =  —  15"  ; 
und  es  wird  daher  und  nach  §.  Iü6; 

—  =   I   —  0-007204  COS/j  +  0-000142  COSß' 

■ — 0-000487  cos (A^  —  k')  +  0-000053  cos (J., -|-  «')   , 
^  =  A  +  35'  1 2"sinA,  —  1 3'  2"  siu  ß' 

+  2' 25"  sin  (J.,  — ■  a') —  i5"sin(A,  -\-  a')   . 
Aus  dem  Werthe  für  r  fliesst  noch  die  Horizontalpiirallase  [§.  110) 
oder  —  ,  57'  i" 

=  57'  i"  +  24"6  cosüj  — o"5  cos«' 

-\-  1"  -]  cos(/,  —  ß')  —  o"2  eosj^^i  +  '='')■ 
Nach  Uamoiseau  sind  die  Coeffieienten  der  drei  letzten  Glieder 
für  die  Länge 

—  11'  i3"o  ;  +  2'45"5  ;  —  2\" b  ; 

für  die  HorizoiitalparaUaxe : 

—  o"3;  +  i"9;  —  o"  3  . 

§.  115.  Unter  den  jetzt  gefundenen,  von  der  Excentricität  der 
Soiinenbiihn  heiTÜlirenden  Gleichungen  ist  die  bei  weitem  beträcht- 
lichste die  Gleichung  füi'  die  Länge,  deren  Argument  die  mittlere 
Anomahe  der  Sonne,  und  deren  Coefficient  nach  unserer  Rechnung 
—  13',  richtiger  ■ — 11',  ist.  Sie  ist  eben  so,  wie  die  Variation,  von 
Tycho  de  Brahe  entdeckt  worden,  und  wird,  weil  sie  zu  ihrer  Pe- 
riode ein  (anomalistischee)  Jahr  hat,  die  jährliche  Gleichung 
genannt. 

Das  Argument  dieser  Gleichung  ist  dasselbe ,  welches  die  Mittel- 
punktsgleiehung  der  Sonne,  -Hse'sin»',  hat,  nur  das  Zeichen  das 
entgeger^esetzte.  Lassen  wir  daher  die  übrigen  Gleichungen  un- 
beriicksichtigt,  so  ist  zufolge  der  jährlichen  Gleichung  der  wahre 
Mondsort  desto  mehr  —  bis  auf  11'  —  dem  mittleren  voraus  oder 
hinter  ihm  zurück,  je  mehr   der  wahre  Sonnenort  hinter  dem  mitt- 
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leren  zurück  oder  iiini  voraus  ist.  Es  -wird  mithin  auch  die  wahre 
Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  grösser  oder  kleiner  als  die  mitt- 
lere sein,  je  nachdem  die  wahre  Winkelgeschwindigkeit  der  Sonne 
kleiner  oder  grösser  als  ihre  mittlere  ist. 

Dasselbe  giebt  auch  geradezu  die  aus  der  Länge  X- — ■  1 1 '  1 3"  sin  « ' 
nach  §.  35  gefolgerte  Geschwindigkeit 

=  w—  1 1'  13"  .  sini"  .  n'  CQsa'  ^  n  (i  — O'OOO244C08k') 
zu  erkennen,  wonach  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  der  wahren 
Geschwindigkeit  =  i  ±  0.000244  ^e^^  mittleren  sind  und  für  a'  =  180° 
und  ^  0°,  also  dann  stattfinden,  wenn  die  Sonne  in  der  Erdferne 
und  in  der  Erdnähe  ist  und  daher  ihre  kleinste  und  ihre  grÖsste  Ge- 
schwindigkeit hat. 

Auf  ähnliche  Weise  verhält  es  sich  auch  mit  dem  Radius  Vector 
des  Mondes.  Denn  die  Gleichung  für  denselben,  welche  mit  der 
jährlichen  Gleichung  einerlei  Argument  hat,  ist  -|- 0'O0oi42  cos«', 
und  folglich  der  Radius  des  Mondes  am  grössten,  wenn  a' =  0° 
und  mithin  der  Radius  der  Sonne  am  kleinsten  ist;  dagegen  ist  der 
Radius  des  Mondes  am  kleinsten  für  a'  =  180°  wo  der  Radius  der 
Sonne  am  grössten  ist. 

In  dem  Halbjahre  also,  in  welchem  sich  die  Sonne  von  der  Erde 
entfernt  und  ihre  Geschwindigkeit  sich  verringert  [vom  1.  Januar  Ms 
2.  Jidi),  kommt  der  Mond  der  Erde  näher  und  seine  Geschmndigheit 
wächst.  In  dem  folgenden  Halbjahre  aber,  in  welchem  sich  die  Sonne 
der  Erde  wieder  nähert  und  ihre  Geschwindigkeit  zunimmt,  entfernt 
sich  der  Mond  von  der  Erde  und  seine  Geschwindigkeit  nimmt  ab. 

§.  Ii6.  Um  uns  den  Grund  dieser  Erscheinung  unmittelbar  aus 
der  Natur  der  störenden  Kraft  deutlich  zu  machen,  dürfen  wir  nur 
erwägen,  dass  diese  Kraft,  abgesehen  von  einem  bestimmten  Orte 
des  Mondes  in  seiner  Bahn,  den  Mond  von  der  Erde  zu  entfernen 
strebt  (§.  102),  und  dieses  offenbar  desto  stärker,  je  näher  die  Sonne 
der  Erde  ist.  Das  Glied,  welches  diese  von  einem  bestimmten  Orte 
des  Mondes  unabhängige  Kraft  darstellt,  ist  das  in  T,  vorkommende 

Glied   — i^w  (§.  113)    und  giebt  damit  zu  erkennen,    dass  diese  Kraft 

dem  Würfel  der  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  umgekehrt 
proportional  ist. 

Je  nachdem  sich  daher  die  Sonne  der  Erde  nähert  oder  von  ihr 
entfernt,  muss  der  Radius  des  Mondes  wachsen  oder  abnehmen ;  und 
da  die  Kraft  selbst,  welche  dieses  bewirkt,  in  der  Richtung  des  Ra- 
dius wirkt,   mithin   seine   Flacli  enge  seh  windigkeit  unverändert  lässt, 
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so  wird  im  eisteren  Falle   seine  Winkelgeschwindigkeit  kleiner,   im 
letzteren  grösser  werden. 

Zusatz.  Dass  sich  bei  der  jetat  in  Rede  stehenden  Ungleichheit 
die  Flächengeschwindigkeit  nicht  ändert,  geht  auch  leicht  aus  den 
diese  gestörte  Bewegung  ausdrückenden  Formeln 

r  =  «  [i  -Hy's'^cosa']     und     f,  ^  l-^- ff^ivsina' 
heri'or.    Bedeutet  nämlich,  wie  in  §.  35,  l'  die  Geschwindigkeit  von  /, 

l'  ^=  n  +  n'ff^wcosa'  =  n{i  -i- k^^^wcoäa']  , 
und  damit  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  (ebendas.) 
=  rrl'  =  ajn  (i  +  2f^tocosa'){i  -)-  k^ff^wcosa') 

also   conatant,   weil   nach  den  in   §,113   für  f^   und  (/^   gefundenen 
"Werthen  zf^  -\~^iOi  =  °  '^*- 


Fünftcs  JCiipitel. 

Von  der  Eyection. 


§.  117.  Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  eine  sehr  nahe  kreis- 
und  gleichförmige  Bewegung  gefunden,  welche  der  in  seinem  Laufe 
um  die  Erde  von  der  Sonne  gestörte  Mond  möglicher  Weise  haben 
kann,  und  in  dem  Falle  auch  wirklich  hahen  würde,  wenn  irgend 
einmal  seinem  Radius  Vector  und  seiner  Länge,  so  wie  den  Ge- 
schwindigkeiten, mit  denen  sich  beide  ändern,  diejenigen  Werthe 
zugekommen  wären,  welche  aus  den  vorhin  (§.  114)  für  r  und  l  er- 
haltenen Ausdrücken  fliessen  (§.  25). 

Statt  dieser  Bewegung,  die  sich  von  einer  vollkommen  kreis- 
und  gleichförmigen  nur  durch  die  mit  w  behafteten  Glieder  unter- 
scheidet, geben  aber  die  Beobachtungen  deutlich  genug  eine  Ellipse 
als  Grundform  der  MoniJsbahn  zu  erkennen.  Die  Excenti-icität  dieser 
Ellipse  ist  =  -ö  >  i^d  die  daraus  folgende  Mittelpunktsgleichung 
{§.  43)  hat   einen  Coefücienten ,  =  b^iy',    der  bedeutend  grösser   als 
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der  Coefficient  jeder  Störungsgleichung  ist.  Wir  wollen  daher  ia 
dem  Folgenden  statt  der  vorigen  Kreisform  diese  elliptische  der  Rech- 
nung zum  Grunde  legen  und  untersuchen,  ob  und  was  für  neue 
Ungleichheiten  bei  dieser  Hypothese  zum  Vorschein  kommen;  denn 
nur  auf  solche  Weise  können  wir  hoffen,  die  Formeln  der  Theorie 
mit  den  Beobachtungen  in  die  zu  wünschende  Uebereinstimmung  zu 
bringen. 

§.  118.  Bezeichnet  e  die  Escentricität  der  Mondsbahn  und  a 
die  mittlere  Anomalie  des  Mondes,  so  wird  sein  elHptischer  Ort,  mit 
Weglassung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  e,  durch 

r  =  a(\ — <'cosc)     und     l  ^=  X -\- ■'ß'ä.aa 

bestimmt.  Um  daher  die  bei  dem  elhptischen  Laufe  des  Mondes 
statt  habenden  fetjrungen  zu  hnden  wollen  v,a.  zunächst  diese  ellip- 
tischen Werthe  von  7  und  l  in  den  mit  u  multiplicuten  Gliedern  von 
T  und  V  subatituiien  Denn  dimit  weiden  T  und  T  noch  immer 
bis  auf  die  eiste  Potenz  von  i  genau  und  fomit  alle  die  Störungen 
zu  liefern  im  Stande  sein  welche  j  und  ev  so  wie  e  zu  Pactoren 
haben.  Weil  femer  das  Glied  mit  dem  Factoi  ee  t  al«  einer  höheren 
Ordnung  angehorig,  hier  ausser  Betracht  bleibt  (§.  ]0U),  und  wir 
daher  auch  jetzt  mit  Berücksichtigung  von  e'  keine  anderen  Gheder, 
als  die  schon  in  §§.  113  und  114  entwickelten,  finden  würden,  so 
nehmen  wir  gegenwärtig  für  die  Sonnencoordinaten  r'  und  l'  schlecht- 
hin ihre  mittleren  Weithe  a'  und  l'  und  schreiben  demnach  statt  der 
in  §.  99  für  T^  und   V^  aufgestellten  Formeln: 

^_3^  ^^^^.^__^,,   ^ 


Nun   ist   mit   Anwendung   der   elliptischen  Werthe    von   )■ 
(vorg-l.  §,  U3): 

2  (l- —  X')  ^  Aj  -r  4esina  ,  wo  X^  :=  2  (X  —  X')    , 

cos  2  (?  —  X')  =  cos  A[  —  2  6  cos  ^A,  —  o)  +  2  6  cos  (1,  -h  a)  , 

sin 2[l—  X')  =  sin /,  —  2 e sin {X,~a]  +  le sin [^i 4-  ")   , 


s  2(/ — ■  X')  =  coslj  - 
a2(/  —  X')  :=sinA.— 


e  cos  [J.J  —  ß)  +  -  e  cos  [X^  -\-  a 
sin(^.~«)+5esin(i,  +  ß)  . 


yGoosle 


§.  118.  Fünftes  Kapitel.     Von  der  EvBCtioji.  187 

Hiermit  wird 

(1)  1\  =  — -^  +  i-M;— jewcosa  +  |wTOS?.^ 

—  ^eM;cos(?.^  — ß)+-5-ewcos(A, +  a)    , 

(2)  F.  =  —  ^wsml,  +  -^- ewsi-a.{l,  —  a)—^ew%m{l,  +  c)   • 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  r  und  ?,  bei  Berücksichtigung  der 
Excentricität  der  Moadsbahn,  ausser  den  uns  schon  bekannten  Glie- 
dern, welche  A^  zum  Argument  und  mj  zum  Factor  haben,  noch  mit 
ew  multiplicirte  StörungsgUeder  erhalten,  deren  Argumente  «,  ^,  —  a 
und  ^1  +  a  sind.  Indem  wir  daher  alle  diese  Glieder  zu  den  ellip- 
tischen Werthen  von  r  und  l  hinzufügen  und  den  mittleren  Werth 
von  r  um  die  Constante  acw  vergrÖssern  (§.  105),  setzen  wk; 

(3)  -  =  I  —  ecosß  -^  cw  -\-  f^ew cosa  -\-f^v;cosX^ 

+/,ewcos{A,-a)+/,e«;cos(;t,-l-a)  , 

(4)  l  =  ^. -|-  2esinß  -{^  g^ewsiv.ci-\-  g^■wsin.X^ 

~f  ^5ew?ein(A,  —  uj-k- (J^ewd^[l^  + a)  , 
und  suchen  nun  die  Zahlen  c, /„,  g^,  ...  so  zu  bestimmen,  dass  die 
aus  (3)  und  (4)  zu  folgernden  Kräfte  mit  (1)  und  (2)  identisch  werden. 
Hierzu  sind  aber  die  in  §.  34  entwickelten  und  bisher  benutzten  For- 
meln nicht  mehr  ausreichend,  weil  jetzt  nicht  mehr,  wie  dort  vor- 
ausgesetzt ■wurde,  alle  die  zu  den  mittleren  Werthen  von  r  und  l 
hinzugefügten  Glieder  so  klein  sind,  dass  ihre  Producte  in  einander 
vernachlässigt  werden  können.  Es  ist  nämlich  )'  sowohl ,  als  l ,  von 
der  Form 

und  es  kann  daher  das  Product  aus  den  Gliedern  Be  und  Cic  gegen 
das  letzte  Glied  Dew  nicht  unbeachtet  bleiben.  Auch  würde,  weil 
nach  der  Annahme  in  §.  100,  e  von  der  ersten  und  w  von  der  zweiten, 
also  ew  von  der  dritten  Ordnung  ist,  noch  das  Quadrat  und  der 
Cubus  von  Be  mit  zu  bemcksichtigen  sein.  Da  aber  die  Glieder  ohne 
w  zur  rein  elliptischen  Bewegung  gehören,  und  wir  es  hier  nur  mit 
der  Entwickelung  der  von  der  Störui^  herrührenden  und  daher  in  w 
multiplickten  Glieder  zu  thun  haben,  so  brauchen  wir  auf  die  höheren 
Potenzen  von  e  keine  Rücksicht  zu  nehmen. 

Um,  diesen  Bemerkungen  gemäss,  zuerst  das  in  (1)  vorkommende 

Glied  ■ ^  zu  entwickeln,  setzen  wir; 

—  ecosa-f-  cw-\-f^et(iiiOsa  -^  f,,vj cosl,  -\-  ...  ^  ^ 
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und  damit 

Hieraus  folgt,  bis  auf  die  zweite  Potenz  von  x  genati: 

^=  1  —  23^-1-3^'    . 

Es  ist  aber  mit  Weglassung  der  zweiten  Potenzen  von  e  und  lo: 
■^x^  ■=  —  6e  cos  a  {cw+y,  mj  cos  l^) 

=  —  bcew  cos  a  —  'i,f^  eiü  [cos  [X^  —  ß)  +  cos  [X^  +  «)]  . 
folglich 

-^  =  I  +  2C  COS  ß  —  2CW —  (6c  +  2f^)ewcos  a —  2y,  wcos  A, 

-  (3/.  +  2/J  ew  cos  [A,  —  «)  -  (3/,  +  2/,)  ew  cos  {X,  +  «]  . 
Dieses  in  (1)  substituitt  und  der  Kürze  willen  X,  —  a  =  X.  und 
Ij  +  ß  =  Ij,  gesetzt,  erhalten  wir: 

(1  *)     T^^—  i  +{20  +  l)io  —  26  •zosa  +  {60  +  2/,  —  '-)  eiocos  a 
+  (2/l  +  |)m'CosA, +  (3/,  +2/,  — ^^)e«;cos;t^ 
+  (3A  +  2f,.  +  l]ewcosX,  , 

(2*)     F,  =  —  |«ü  sin  X^  +  '-^ew  sin  ;i,  —  ^  ew  sin  A,  . 

§.  119.  Wir  haben  mmmebr  T^  und  F,  aus  den  in  (3)  und  (4) 
für  r  und  ?  angenommenen  Werthen  herzuleiten.  Da  aus  den  an- 
gegebenen Gründen  von  der  Methode  in  §.  112  hier  kein  Gebrauch 
gemacht  werden  kann,  so  wollen  wir  die  al^emein  gültigen  Formeln 
[D]  in  §.  36  anwenden.  Bedeuten  demnach  im  jetzigen  Paragraphen, 
wie  dort,  r'  und  l'  die  Geschwindigkeiten  von  r  und  /,  r"  und  l" 
die  von  r'  und  l',  und  setzen  wir  che  constanten  Geschwindigkeiten, 
mit  denen  sich  die  Argumente 

X,       a,       Ij,       1,,       X, 
ändern,  resp. 

=  n,    k^n,     k^n,    k^n,    k^n  , 

wobei  noch  zu  bemerken,  dass  k^  entweder  =  1,  oder  von  1  doch 
nur  sehr  wenig  verschieden  ist.  Denn  bezeichnet  w  die  Länge  des 
Perigäums  des  Mondes,  so  ist  (§.  45) 

In  der  elliptischen   Theorie  ist  aber  o>  von    coustanter  Länge,   folg- 
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lieh  die  Geschwindigkeiten  n  und  k„n  von  l  und  a  einander  gleich, 
folglich  k^i  =  1.  Solitc  daher  A^  von  i  abweichen,  also  co  sich  ändern, 
so  könnte  dieses  nur  in  Folge  der  Störung  geschehen,  und  es  muss 
mithin  der  Unterschied  zwischen  ä^  und  i,  wenn  anders  ein  solcher 
stattfindet,  von  gleicher  Ordnung  mit  w  sein;  woraus  noch  fo^t, 
dass  in  allen  den  Ghedcm ,  welche  bereits  w  als  Factor  enthalten, 
Ä„  geradezu  ^  t  gesetzt  werden  kann. 
Es  findet  sich  somit: 

—  =  k^  e  sin  «  — J'^  ew  sin  a  —  k^,  w  sin  1, 

—  /cj  f^ew  sin  l^—  k^f^  e w  sin  X^^  , 
. =  kle  cosa— /„eiocos  et  —  klf^wcos  l^ 

2kf^e  cos  a-{-ff^ew  cos  a-\-  k,ff,w  cos  ^| 
-H  k.^ff;^  ew  cos  ^a  +  Äg(7j  ew  cos  A^  , 
-  =  —  2kle sin  a  —  ff(,ew sin a  —  &lff^  w  sin X^ 

—  ^Iff^ewsmX^ — klfft^ew sin. Xf^  . 
Hieraus  folgt  weiter  mit  der  Berücksichtigung,  dass 

cos  a  cos  J-i  ^  -|  cos  ^5  +  4  ^'^^  K  ' 


l" 


sin  «  cos  A,  : 
cos  a  sin  L  - 


=  —  i  sra  l^  4-  i  sin  Au 
;  -^  sin  A„  +  -|-  sin  ig 


I  4-4^(1^  *^°^  •*  "t"  ^S'i  ^^  ""^  "  +  ^^1^1 '"  cos  A, 
+  2  (^i</^  -l-^s<75)öwcos  Aj  +  2  (/i^iö",  +-Aj;(/|;)cw)  cos  i^  , 

I  +  cw!  +  {4*„  —  i)  ö  cos  ß  +  (4  c  +/,  4-  2^J  ew  cos  a 
+  (A+2Ä,S<,)wcosA, +(/,  +  2/, +/.,^,4-2/f,^Jewcos;i, 
+  (/.  +  2/,+''^,y.  +  2^,ffJß«'cosA,  ; 


folglich 

(5)   r,-'- 


rr^ 


i-\-  F^e  cos a  4-  -f,  wi  cos  1, 
-j-  Fj^ew  cos  ?-n  +  -fe  '5^  cos  Äj 

2  (2"  +/.+?.)"    . 


i^„  =  —  4^^  -h  I  -h  ä; 
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und  nachdem  man  ähnlicher  Weise 
? 

-j-  G- e w ,sin  }.^-\-  G^e tv  sin  l^  . 
(',  =  2  K  —  2/»  W  —  2hl—g„W—2CW, 

G,  =—  2JcJ,  —  2hJ\~k,g,  ~klg,  +  lk]g,  +f,  , 
G,  =  -2 kj,  —  2 hj,  +k,g,- k\g,  +  \ k\g^ -/.  . 

§.  120.  Um  nun,  ■was  das  Ziel  unserer  Aufgabe  ist,  die  Werthe 
der  Coefficienten  in  den  AuadiHicken  (3]  und  (4)  für  )■  und  l  zu  be- 
stimmen und  uns  überhaupt  zu  vergewissern,  dass  die  für  )■  und  l 
angenommenen  Formen  die  richtigen  sind,  müssen  wir  die  jetzt  auf 
doppelte  Weise  ausgediTickten,  Werthe  von  T^  und  V^  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  Argumente  a,  ^, ,  J-^,  X^  mit  einander  vergleichen. 

Es  giebt  aber  die  Vorglcichung  der  zwei  Werthe  von  jT,  in  (1*) 
und  (5): 

[1]  ^c  =  zc+\, 


m 

K 

=  —  2  +  (6c  +  2/,  ^ 

-i")"»  . 

[3] 

F, 

-^/.+f. 

[4] 

F, 

=  3/,  +  2/.  -  7  , 

[5] 

-f. 

=  3/.  +  2/.+f  ; 

die  Vergleiehung 

;  der  zwei  Werthe  von 

F,  in 

(2») 

imil 

(8): 

[6] 

<?. 

[8] 

(?,  = 

•5 

4 

PI 

0, 

=  -i  ,                 (9] 

G,  = 

Aus  der  eisten  dieser  neun  Gleichungen  folgt  c  ^  —  ^ ,  wie 
schon  früher  gefunden  worden.  Von  den  acht  übrigen  Gleichungen, 
in  denen  man  sich  für  F^'---  ^^j,...  ihre  Werthe  aus  §,  119  sub- 
stituirt  denken  muss,  geben  [3]  und  [7]  die  schon  in  §.  105  enf^ 
wickelten  Coefficienten  f^  und  ^j  der  Variation.  Die  Gleichungen 
[2]  und  [6]  werden  im  folgenden  Kapitel  näher  betrachtet  werden, 
Für  jetzt  wollen  wir  aus  den  noch  übrigen  vier  Gleichungen  die 
Coefficienten  der  Ar-gumente  l.  und  1^  zu  bestimmen  suchen.    Dieses 
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ist  aber  ganz  leicht;  denn  es  werden  nach  der  eben  gedachten  Sub- 
stitution, und  wenn  man  die  Zalilen 

—  |  — 5/,  — '^iS'i=A  . 
setzt,  die  Gleichungen  erhalten: 

p,-(3  +  *l)/.  +  ^*=y.  ,  m 

!.  =  2  *,/,+*; A  •  PI 

Aus  den  zwei  ersten  derselben  ergeben  sieb: 

, KP,~^<Ji 

■''  *,  (i— ij)  ' 

und  aus  den  zwei  letzten:  >  [N] 


/.= 


'hp,- 

-(3+«: 

\<l: 

*! 

(."«) 

-Kp,.- 

-b+K 

)1. 

]c^(i  —  k\)  '      "'  kl{t—kl) 


§.  121.  Um  nach  den  jetzt  erhaltenen  Formeln  die  Werthe  von 
fzi  ffi! /<i>  ffa  numerisch  zu  bestimmen,  haben  wii' die  Zahlenwerthe 
vony,,  g„  4j,  ^5,  ^r,  ^^  wissen  nÖthig,  Von  diesen  sind  die  drei 
ersten  schon  in  §.  106  berechnet  worden,  nämlich; 

/.  =—1-2876  ,       ^,  =  1.8297  ,       k^  =  1.8504 

Da  feiner  ^j.  ::=  X^  — ■  a,  A^  =  J.j  +  a ,  und  hier  ^^  ^  i  ist ,  so 
haben  ■vi'ir 

k^  =  k,  —  I  =0-8504  ,       k^=kf-\-  1  =  2-8504  . 
Iliei-mit  finden  sich  nach  {M)  die  Zahlen 

p^  =  6-8023  ,  p^  =  p^—b^ 0-8023  - 

?B="  — 0-5257  ,         ?,  =  14-8209. 
Mit  diesen  Werthen  für  k,  p,  q  ergeben  sich  nach  (A') 
/b  =  —  29-039  ,      /„=— I-34Ö9  , 
y,  =  67-568  ,  (/a=  2-7692  . 

Nun  ist  die  Excentricität  der  Mondshahn 
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e  =  0'054844 
und  w  =  0-005 595 ^,  '^^^^'  ^^  Secunden  [§.  106)  gleich  1154"!;  folglich 
f^ew  ^=  —  0-008911  ,        /(öwi  :=  —  0-000413 
g,ew=  i"  11'  17",  g^ev}=2'  55". 

Mit  Berücksichtigung  der  Excentricität  der  Mondsbahii  erhalten 
wir  demnach  zu  den  hercits  gefundenen  folgende  neue  StÖiungs- 
gleichungen 

für  die  Länge:  +  i"  11'  17"  sin  X.  +  2'  55"  sin  A,.  , 

für  den  Radius  Vector:  — ■  o-oo8gi  i  cos  1^  —  0-000413  coa  1^.  . 
Endlich  ist,  um  die  Parallaxe  zu  bestimmen  (§,  US); 

Es  ist  aber,  wenn  wir  in  x  und  x^  bloss  die  Glieder,  deren  Argumente 
X,  und  A(j  sind,  berücksichtigen : 

X  =f^ew  cos  JI5  -\-f^ew  cos  A„  , 
x'^  =  —f^  ew  cos  X^  — f^  ew  cos  X^  . 
Die  hierher  gehöi-igen  Gleichungen  der  Parallaxe  sind  demnach: 
-  57'  i"  ■  ei"  [(/.  +/,)  CO»  l,  +  (/.  +/.)  cos  l,] 
=  +  3i"g  coa  J,j  4-  2"8  cos  /„  , 
wo 

1,-2  (;.  ~  ;.')  ~  a       und       1,  =  2  (A  —  A')  +  K  . 
Bei  Bainoiseau  sind  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen 
für  die  Länge:  +  1°  16'  zS'a ,         -j-  3'  12"2   , 

für  die  Parallaxe:  +  34"4t  +  s"'    ■ 

§.  122.  Die  grösste  unter  den  somit  gefundenen  Gleichungen, 
so  wie  unter  allen  Storungsgleichungen  überhaupt,  ist  die  Gleichung 
für  die  Länge ,  welche  i{X  —  X')  —  a,  d.  i.  das  Doppelte  der  mittleren 
Winkelcntfernung  des  Mondes  von  der  Sonne,  vermindert  um  die 
mittlere  Anomalie  des  Mondes,  zum  Argumente  hat.  Sie  wird  die 
Evection  genannt  und  kann  die  Länge  des  Mondes  bis  auf  1°  16' 2&" 
(nach  Damoiseau)  ändern. 

Im  Neu-  und  Vollmonde  ist  2(1  —  X')  =  o  und  =  360",  folg- 
lich sinAfi  = — -sin«,  und  die  Evection 
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Letztere  vermengt  sich  daher  in  den  Syzygien  mit  dei  Mittelpunkts- 
gleichung =  6"  17'  sin  a,  die  dadurch  auf  g°  i'  sin  «  herabgeht,  also 
um  den  ganzen  Weith  der  Evection  kleiner  wird.  In  den  Quadraturen 
dagegen,  wo  2  [l  —  k')  ^=  180°  und  =  360"  +  180",  wird  die  Evection 

=  -^  1°  ib'  sina  , 
und  die  Mittelpunktsgleichimg  scheint  dadurch   in  7"  33'  sina  über- 
gegangen, also  um  die  ganze  Evection  vergrÖssert  zu  sein. 

In  den  fi-ühesten  Zeiten  bestimmten  die  Astronomen  den  Mond- 
lauf nur  aus  Finsternissen,  also  aus  Beobachtungen  von  Neu-  und 
Vollmonden,  und  fanden  luemach  die  Mittelpunktsgleichung  um  den 
ganzen  Betrag  der  Evection  zu  klein.  Hipparch,  Astronom  der 
Alexandrini  sehen  Schule  im  zweiten  Jahrhunderte  vor  unserer  Zeit- 
rechnung, scheint  der  Erste  gewesen  zu  sein,  welcher  den  Mond  auch 
in  den  Quadraturen  beobachtete  und  dabei  grosse  Abweichungen  von 
der  bis  dahin  angenommenen  Theorie  fand.  Ptolemäus,  Astronom 
derselben  Schule  im  zweiten  Jahrhunderte  nach  Christus,  bestimmte 
das  Gesetz  und  die  Grösse  dieser  Abweichungen  und  ward  dadurch 
der  Entdecker  der  Evection, 

§.  123.  So  wie  die  Evection  die  grÖsste  unter  den  StÖrungs- 
gleichungcn  der  Lange  ist,  so  zeichnet  sich  auch  die  Gleichung  des 
lladius  Vector,  welche  mit  der  Evection  dasselbe  Argument  hat,  als 
die  grösste  unter  den  Gleichungen  des  Radius  aus.  Die  Wirkung, 
welche  diese  beiden  Gleichungen  in  Vereinigung  hervorbringen,  lässt 
sich,  wie  ich  noch  zeigen  wül,  durch  eine  nach  einem  sehr  einfachen 
Gesetz  erfolgende  Aenderung  der  Form  und  Lage  der  Mondsellipse 
vorstellt  machen. 

Weil  a  =  X  —  M,  so  ist  das  Argument 

z(X  —  l']  —  a  =  l  —  {zl'  —  w)   . 

Nun  hat  2X'  —  CO,  welches  wir  gleich  w,  setzen  wiiUen,  im  Vergleich 
mit  X  eine  nicht  sehr  beträchtliche  Geschwindigkeit.  Es  ist  femer 
nach  unserer  Itechnuiig  das  Verhältiiiss 

also  nicht  sehr  vom  Verhältnisse  —  2:1  verschieden ;  um  eben  so 
viel  nach  Damoiscau,  wo 

x..^-r-     ---- 
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i?,ew=  j    I      28  2.sm  I    =—  , 
also 

ist.     Setzen  wir  daher 

^^  ew  ^=2  0,,     so  ist  nahe    y|.  ew  ^=  —  e,  , 

und  die  zwei  in  Kede  stehenden  Gleiehungen  der  Länge  und  dey 
Radius  werden 

2e,sm{l- — ^  w,)     und     — e,cos[^  —  w,)  , 

also  von  derselben  Foi-m,    wie  bei  einer  rein  elliptischen  JJewegung, 
wo  die  Excentricität  ^=  e,  und  die  Länge  des  Perigäums  =  o),  ist. 
Abgesehen  von  allen  übrigen  Störungen,  ist  demnach 

—  ^  1  —  e  cos  {X  —  m]  —  e,  cos  [l  —  w,)   , 

l  =  X  -{-  ze  sin  (Ä  —  ty)  +  2  e,  sin  [X  —  (t),)  ; 

d.  h.  zu  der  elliptisehen  Ungleichheit,  welche  e  zur  Excentiicität 
und  w  zur  Länge  des  Perigäums  hat,  tritt  wegen  der  Evection  eine 
zweite  hinzu,  deren  Elemente 

^'^^^  5' iS"^  5^  '       ^^^         w,  ^  2     —  w 
sind. 

Diese  zwei  elhptischen  Ungleichheiten  lassen  sich  aber  leicht  zu 
einer  einzigen  verbinden.  Denn  lost  man  die  Cosinus  und  Smus  auf 
bekannte  Weise  auf  und  setzt  alsdann 


e  cos  cy  +  e,  cos  d 

),  =  E  cos  Q 

c  sin  w  +  e,  sin  a 

•  ,  =  E  sin  ß 

drd 

-  =  i 

—  E  cos  [l  —  .Q)        und 

l^X  +  zEi 

b(/.-ö;,  . 

Die  Evection,  in  Vorbindung  mit  der  ursprünglichen  durch  e 
und  io  bestimmten  elliptischen  Bewegung  des  Mondes,  erzeugt  daher 
wiederum  eine  elliptische  Bewegung,  welche  durch  E  und  ii  be- 
stimmt ist,  nur  dass  letztere  zwei  Elemente  sich  ziemlich  schnell  und 
ungleichförmig  ändern,  während  e  constant  ist,  und  w,  wie  das 
folgende  Kapitel  lehren  wird,  langsam  und  der  Zeit  proportional  zu- 
nimmt. 

§.  124.  Das  durch  die  Formebi  («)  ausgedrückte  Gesetz  der 
Aenderiing  von  E  und  ii  lässt  sich  leicht  graphisch  veranschaulichen. 
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Sei  in  T  [Fig.  39)    die  Erde,   TX   die   in   der  Ebene  der  Bewegung 

gezogene  feste  Linie,  von  welolier  an  die  Längen  gerechnet  werden, 

und   c    der   Mittelpunkt    der   Ellipse, 

welche   der  Mond   ohne   den  Einfluss  s 

der  Evection  um  T  beschreibt,   so  ist 

XTc  =  iSo°  +  CD    und,     wenn    man 

«,  ^  I   setzt,   Tc  =  e.     Sei  ferner 

TX'\C=  180" +  w  , 

und 

oC=e,  , 

so  ist,  wenn  man  die  Seiten  des  Drei-  yij.  ;iii. 

ecks  TcC  das  eine  Mal  auf  TX,  das 

andere  Mal  auf  eine  die  TX  rechtivinklig  schneidende  Linie  projicirt: 
TO  coäXTC^—e  cos  w  —  e,  cos  (i},  =  —  E  cos  Q  , 
TCsinXTC  =  —  e  sin  w  —  e,  sin  w,  =  —  £  sin  i3  , 

folglich 

TC=E    und     XrC=iSo°+ß, 

mithin  C  der  Mittelpunkt  der  durch  die  Evection  geänderten  Ellipse. 
Es  ist  aber 

cO—e,==-e=-Tc 
5  5 

und 

Tc'\. 0=  TX"c G—  XTc  =  M,  —  io  =  z  (X'  -  <j)  , 

wegen  io,  =  2k'  —  w ;  und  wir  schliessen  daher: 

Die  Ellipse,  welche  der  Mond  um  die  in  dem  einen  ihrer  Brennr- 
punkte  heßndliche  Erde  T  hesohreibt,  erscheint  durch  die  Wirkung  der 
Evection  ihrer  Form  und  Lage  nach  dergestalt  veränderlich,  dass  ihr 
Mittelpunkt  C  um  den  Mittelpunkt  c  der  Ellipse,  welche  ohne  den  Ein- 
ßuss  der  Evection  statthaben  würde,  in  einer  Entfernung  cO=-Tc 
einen  Kreis  hesohreibt,  und  dieses  auf  solche  Weise,  dass  der  Winkel, 
welchen  cC  mit  Tc  macht,  stets  do^elt  so  gross  ist,  als  der  Winkel 
{V  —  w)  des  Radius  Vector  der  Sonne  mit  Tc ,  und  dass  daher  in 
Bezug  auf  Tc  der  Kreis  während  Jedes  Sonnenumlaufs  zwei  Mal  von 
G  beschriehen  mrd. 

Um  die  vorzüglicheren  Fälle,  welche  hiernach  ivährend  eines 
Sonnenumlaufs  eintreten  können,  näher  zu  betrachten,  nenne  man 
Ca  den  Punkt,  in  welchem  von  der  über  e  hinaus  verlängerten  Linie 
Tc  der  gedachte  Kreis  geschnitten  wird,  und  theile  letzteren  von  G^ 
aus  nach  der   Linken  herum   in   den  Punkten  C,,    C^,    C^    in   vier 
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gleiche  Theilc,    Ileisse  überdies  S  der  Ort  der  Soune,  so  ist  allgemein 

C\cC=2cTS  . 
Wenn  daher 

1)  cTS^o  oder  =  180",  wenn  also  S  in  der  Apsidenlinie  des 
Mondes  Tc  steht,  und  folglich  die  Zeiten  der  Erdnähe  und  Erdferne 
des  Mondes  mit  den  Zeiten  der  Syzygien  z iTsammenf allen ,  so  ist  0 
in   (7^.    Die  Excentricität  TC  hat  dann  folglich  ihren  grössten  Werth 

und  die  Apsidenlinie  hat  ihre  mittlere  Lage  Tc.     Ist  aber 

2)  cTS^go"  oder  =  270",  also  TS  auf  Tc  per-pendikular,  und 
fallen  mithin  die  Zeiten  der  Erdnähe  und  der  Erdferne  in  die  Zeiten 
der  Quadraturen,  so  ist  C^  der  Ort  von  C,  also  die  Excentricität  am 
kleinsten,  nämlich 

und  die  Apsidenhnic  ist  abermals  in  ihrer  mittleren  I,age. 

3)  Wenn  c  TiS' dem  i-,  3-,  5-  oder  7-fachen  von  45"  gleich  wird, 
also  zu  den  Zeiten,  wo  die  Erdnähe  und  Erdferne  in  die  Mitte  zwischen 
die  Syzygien  und  Quadraturen  fallen,  so  ist  C  abwechselnd  in  C, 
und  Cj.  Die  Excentricität,  gleich  TC,  =^  TC^,  hat  alsdann,  nahe 
wenigstens,  ihren  mittleren  Werth  =  -g ,  die  ApsidenUnie  aber  ist 
von  ihrer  mittleren  Lage  Tc  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  am 
weitesten  entfernt.  —  Von  dem  Winkel,  bis  zu  welchem  sie  sich 
von  Tc  entfernen  kann,  ist  der  Sinus  gleich  cC:  To  =  - ,  und  daher 
der  Winkel  selbst  =  ri-^"- 

Noch  folgt  aus  der  rechtläufigen  Kreisbewegung  von  C,  dass, 
wenn  die  Excentricität  am  grössten  {kleinsten}  ist,  die  Apsidenlinie 
am  schnellsten  vorwärts  [rückwäi'ts)  geht,  und  dass,  wenn  die  Apsiden- 
linie sich  von  ihrer  mittleren  Lage  am  weitesten  vonvärts  (rückwärts) 
entfernt  hat,  die  Excentricität  am  schnellsten  abnimmt  (zunimmt). 

Mit  diesem  periodischen  Vor-  und  Rückwärtsgehen  der  Apsiden- 
linie ist  noch  das  sogleich  näher  zu  behandelnde  gleichförmige  Vor- 
rücken derselben  zu  verbinden,  welches  in  einem  siderischen  Monate 
3°  3'  beti'ägt,  und  wodurch  es  geschieht,  dass  in  Bezug  auf  Tc  die 
Sonne  ihren  Umlauf  erst  in  411-78  Tagen  vollendet,  und  folglich  der 
Punkt  C  seinen  Kreis  in  205-89  Tagen,  also  in  einem  siderischen 
Monat  einen  Bogen  von  47^77  beschreibt.  Von  T  aus  gesehen, 
erscheint  dieser  Bogen,   wenn  C„   seine  Mitte  ist,  unter  einem  Winkel 
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von  7-1",  und,  wenn  C^  seine  Mitte  ist,  unter  einem  Winkel  von  1 1". 
In  Bezug  auf  Tc  beträft  daher  das  Vorwäi'tagehen  der  Linie  TG, 
wenn  es  am  schnellsten  ist,  in  einem  siderischen  Monate  7f ,  und 
das  schnellste  Rückwärtsgehen  während  desselben  Zeitraums  1 1°.  Da 
aber  in  dieser  Zeit  die  Linie  Tc  um  3''  unter  den  Steinen  vori'ückt, 
so  beträgt  in  Bezug  axif  die  Sterne  die  grösste  rechtläufige  Bewegung 
der  Apsiden  lO^",  und  103  Tage  später  die  grÖsste  rückläufige  Be- 
wegung 8°  in  einem  siderischen  Monate. 


Sechstes  ICapitel. 

Von  dem  Vorwärtsgehen  der  Apsiden  der 
Mondsbahn. 


§.  125.  Als  wir  im  vorigen  Kapitel,  die  Excuntricität  der  Mouds- 
bahn  berücksichtigend,  die  elUptischeu  Werthe  von  r  und  l  in  die 
mit  to  multiphcü'ten  Glieder  von  T^  und  V^  substituirten,  gab  uns 
die  Analyse  das  Vorhandensein  von  drei  neuen  Ungleichheiten,  deren 
Argumente 

a,  z[l  —  l')—a       und       z[l—'K')-\-a 

waren,  zu  erkennen.  Von  diesen  Ungleichheiten  haben  wir  bis  jetzt 
bloss  die  den  zwei  letzteren  Argumenten  zugehörigen  in  Untersuchung 
genommen  und  ihre  Coefficienten  berechnet.  Es  bleibt  uns  daher 
noch  übrig,  die  Coefficienten  y|,  und  y^  der  Glieder,  welehe  «  oder 
die  mittlere  Anomalie  des  Mondes  selbst .  zum  Argumente  haben,  zu 
bestimmen. 

Die  hierzu  dienenden  Gleichungen  sind  [2]  und  [15]  in  §.  1'2(). 
Sie  werden,  nachdem  man  in  ihnen  flu-  F^  und  G„  ihre  Werthe  aus 
§.  159  substituirt  und  c  ^  —  t  gesetzt  hat; 

[2]       -4''.  +  3  +  *:-(4/.  +  2<;.-f)»  =  o  , 

[6]  2i,-2i;-(2/.+y.-il»  =  o  . 

Hieraus  lassen  sich  aber  f^  und  y,  nicht  einzeln ,  sondern  nur 
das    Aggregat    2fa-\-<lii>    welches  Ji    heisse,    bestimmen      Dass    dieses 
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SO  kommen  musste,  hätte  man  auch  leiclit  vorhersehen  können.  Man 
setze  zu  dem  Ende 

e — f^ew=^e,       iind       ze-\~ g^6%n^=ze„  , 
wodurch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  §.  J18: 

—  ^  1  — -e,  eosß  +  .. .       und       1=1-^  le,,  sin«  +  ■  -- 

werden.  Den  Gliedern  —  ecos«  und  2e  sina  in  den  Formeln  für 
r  und  l  die  Gliedery^ew  cos«  und  g^ev)  sina  hinzufügen,  ist  daher 
ehen  so  viel,  als  eine  andere  Excentiicität  e,  zur  Berechnung  von  r, 
eine  andere  e„  zur  Berechnung  von  l  anwenden.  Durch  die  Theorie 
der  Störungen  kann  aher  nichts  weiter,  als  der  Unterschied  zwischen 
diesen  Excentricitäten,  welcher 

',,  —  e,  =  l/.  +  '-'J,)e«  =  \'''«' 
beträgt,  ermittelt  werden.  Mit  anderen  Worten:  in  den  Formeln  für 
r  und  l  ist  der  zu  bestimmenden  Constanten  eine  zu  viel  {f,/^,  g« 
statt  e,,  e„)  angenommen  worden,  und  es  kann  folglich  eine  der 
Zahlen/,,  und  y„  nach  Beheben  bestimmt  werden,  z.  B. /„^o,  wo- 
durch die  beiden  Excentricitäten  =e  und  =  e-\-- g^ev)  werden,  und 
wo  daher  -g^ew  ihr  zu  ermittelnder  Unterschied  ist. 

"Was  femer  die  in  den  Gleichungen  [2]  und  [6]  noch  enthaltene 
Zahl  k^  anlangt,  so  erhellet  augenblicklich,  dasa  diese  nicht,  wie  bei 
der  elliptischen  Bewegung,  der  Einheit  gleich  sein  kann,  indem  sieh 
damit  die  Gleichungen  auf  die  einander  widersprechenden 

—  {2h~^)w  =  o      und       [h~l)w  =  o 

reduciren  würden.  Mithin  ist  ^^  von  i  verschieden,  und  die  zwei 
Gleichungen,  aus  denen  wir  anfangs  y,  und  g^  bestimmen  zu  können 
erwarteten,  werden  uns  statt  dessen  zur  Bestimmung  des  Aggregats 
2f^  +  ?o  ^^  ^*  ^^^  <l^i'  Differenz  ^^  —  i   dienen. 

In  der  That,  setzt  man  letztere,  weil  sie  nur  von  der  Störung 
herrührt,  gleich  p  lo ,  also 

A„  =  1   +  pto   , 
so  wird 

—  4^0  "1-  3  +^o=" —  2piv    und     2^'j  —  2/cl  =  —  zpw  , 
und  die  Gleichungen  [2]  und  [6]  gehen  damit  über  in 

[2.]  ~  {zp +  !/,-'§], 0  =  0  , 

[6»]  ~_(jy  -]-   4  —  ;)n,  =  <,  , 


y  Google 


§,  126.  Scehstes  Kfipitcl,    Vorwartsgahcn  der  ApsidKn,  199 

woiiuis  ^i^-r  und  ^  ^  —  5  ^  also 

t.„  =  e,  (i  -h^w)       lind       ;.■„=!— ^w 

folgt.  Es  ist  abei  w  =  ü —  a,  und  daher  die  Geschwindigkeit  des 
Winkels  tu,  oder  der  Apsidenlinie,  gleich  der  Geschwindigkeit  von 
X  —  a,  d.i. 

—  »      "~  4 

Die  Apsiden  haben  demnach  eine  gleichförmige  und  positive,  d.  i. 
vorwärtsgehende,  Bewegung  und  ihre  Umlaufszeit  ist  (§.  99) 

^__     i   0     3       . 4     3^"       '      4     '*     3^° 

—  30   .-n'w~-    -7;-"^— 3"^"-^ 

:=-■— 7  siderischen  Jahren  =  iV'Sst  siderischen  Jahren, 

weil  =—^  die  siderische  Umlaufsaoit  der  Sonne  und  —7  =  13-369 
ist  {§.  100). 

§.  126.  Abgesehen  von  den  Ungleichheiten,  welche  vom  schein- 
baren Stande  des  Mondes  gegen  die  Sonne  oder  dem  Winkel  X  —  V 
abhängen,  ist  nach  §.  125  und  nach  §.  118; 

r  =  a{\  —  -pw  —  e,  cos a)  , 

I=:i.-^2e,{i-\ w)  sin«  ; 

oder,  wenn  man 

und  damit 

0.  ("  +  i^  »1  -  «.  (I  -  j  «•■)  (■  +  ii  »)  =  ',U+'^  ») 
setzt : 

[a]  r  =  a[i  — ^w)  (i  — e„  cos«)  , 

1  =  1  + 2e,{i  + ^iu)sma  ; 

wozu  noch,  wegen  der  Excentricität  der  Sonnenbahn,  die  wir  aber 
jetzt  unberücksichtigt  lassen,  in  )■  sowohl,  als  in  /,  ein  Glied  mit 
dem  Argrrmente  k'  hinzutritt  (§.114).  So  wie  jene  Ungleichheiten 
in  den  vom  Winkel  /  —  l'  abhängigen  Theilen  der  störenden  Kraft 
ihren  Ursprung  haben,  so  sind  die  mit  w  multiplicirten  Glieder,  welche 
in  den  jetzt  hingeschriebenen  Ausdrücken  für  r  und  l  vorkommen, 
aas    dem  von  jenem  Winkel  freien  Tlieile  der  Kraft,    dem  Ghede 

—  ■  '^  w  in  T,  (S,  99),  entstanden. 


y  Google 


200  Mechanik  des  Himmels.     Dritter  Aljaclinitt  §.   127. 

Der  von  der  gegenseitigen  Stellung  der  Sonne  und  des  Mondes 
unabhängige  Theil  der  störenden  Kraft  bewirkt  demnach:  erstens 
eine  Ven'ingerung,  in  dem  Verhältnisse  von  i  zu  i — -gw,  der  mitt- 
leren Entfernung  a  des  Mondes,  welche  aus  seiner  mittleren  Be- 
wegung^ n  folgt;  zweitens  eine  Verschiedenheit,  gleich  -e„M7,derEx- 
centricitäten,  mit  denen  der  Radius  Vector  und  die  Länge  des  Mondes 
zu  berechnen  sind,  und  drittens  ein  mit  der  Geschwindigkeit  -?iw 
erfolgendes  Vorrücken  der  Apsiden  der  Mondsbahn. 

Es  lassen'  sich  aber  die  zwei  letzteren  Wirkungen  auf  eigenthüm- 
liche  Art  vereinigt  darstellen.  Weil  nämlich  ü  :=  e  -(-  ?zi  [§.  45)  und 
kfj  =  I  —  -  w  ist,  so  wird 

(ö)  /  =  e  -I-  -^  [k^nt  -I-  2  e„  sin  a]  . 

Nun  ist  k^n  die  Geschwindigkeit  von  «  [§.  110],  und  es  wird 
folglich  durch  die  Gleichung  [a]  und  durch 

(c)  l^^e  +  k,nt+2e,8ina 

eine  rein  elliptische  Bewegung  dargestellt.  Ersichtlich  stehen  aber 
die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  /und  Z„  ändern,  in  dem  con- 
stanten  Verhältnisse  von  i  :  k^.  Die  Verschiedenheit  der  Geschwin- 
digkeiten von  k  und  er,  oder  die  gleichförmige  Drehung  der  Apsiden- 
linie, und  die  Verschiedenheit  der  Excentricitäten  für  r  und  l  in  der 
rein  elliptischen  Bewegung,  können  wir  uns  daher  mit  einem  Male 
dadurch  erzeugt  denken,  dass  bei  der  durch  («)  und  (c}  ausgedrückten 
elliptischen  Bewegirng  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Hadius  Vector 
in  dem  Verhältnisse  von 

/«„  :  I  =  I  :  I  -I-  -^  w 

vergrössert  wird,  und  folglich  in  ll-\--tülä  übergeht,  wo  l^  die 
Winkelgeschwindigkeit  bei  der  elliptischen  Bewegung  bezeichnet. 

Wir  können  uns  daher  auch  vorstellen,  dass  während  der  Mond 
nach  den  Formeln  (a)  und  {c]  elliptisch  um  die  Erde  läuft,  die  El- 
lipse selbst  mit  einer  der  Geschwindigkeit  /„'  des  Radius  stets  pro- 
portionalen Geschwindigkeit  -w/^  nach  derselben  Richtung  um  die 
Erde  gedreht  wird. 

§.  127.  Zusätze,  a)  Betrachten  wir  überhaupt  zwei  Körper  ^4^ 
und  A,  welche  sich  in  einer  Ebene  um  einen  festen  Punkt  0  der- 
selben dergestalt  bewegen,  dass  ihre  Radien  OA^  und  OA  stets  ein- 
ander gleich  sind  und  sich  mit  constanten  Fläch enge^cb windigkeiten 
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^c„  uml  ^c  um  0  drehen.  Sei  r  der  gemeinschaftliche  Werth  der 
Radien,  und  l^,  und  V  ihre  "Winkelgeschwindigkeiten,  so  ist  (§.  35) 

(ß)  c.^rri:,     und     o  =  rrl'; 

mithin  stehen  auch  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  dem  constanten 
Verhältnisse  der  Flächengeschwindigkeiten,  welches  ^  ^o  :  i  gesetzt 
werde,  und  man  kann  sich  die  Bewegung  des  einen  Körpers  A  aus 
der  des  anderen  A^  dadurch  entstehend  denken,  dass  die  Bahn,  in 
■welcher  A^  fortgeht,  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  um  0  gedreht 
wird,  welche  sich  zu  der  von  A^  wie  i  — k^  zu  A„  verhält. 

Heissen  noch  y^  und  T  die  Kräfte,  durch  welche  die  Bewe- 
gungen von  A^  und  A  erzeugt  werden;  sie  sind  nach  0  gerichtet 
[§,  37),  und  es  ist  (§,  36) 

wegen  («),   und  eben  so  T  =  r" — -^,  folglich 

[Ä]  T—T,  =  —  "   7'^''  ■ 

»Bewegt  sich  demnach  ein  Körper  A,  in  einer  Ebene  um  einen 
festen  Punkt  0  derselben  mit  constanter  FUichengeschiDindigkeit,  und 
wird  aus  dieser  Bewegung  eine  zweite  hergeleitet,  indem  man,  wäh- 
rend A^  in  seiner  Bahn  fortgeht,  die  Bahn  selbst  mit  einer  Winkel- 
geschvnndigkeit,  welche  der  von  A,  proportional  ist,  um  0  sich  drehen 
lässt,  so  ist  von  den  zwei  Kräften,  durch  welche  diese  zwei  Bewegungen 
von  A„  her-vorgebracht  werden,  und  welche  beide  nach  0  gerichtet  sind, 
de}-  Unterschied  dem  Würfel  des  Radius  OA^^  umgekehrt  propor- 
tiotial.a  —  Princ.  philos.  nai.,  lib.  I.  propos.  44. 

b]  Man  sieht  leicht,  dass  sich  mit  Hülfe  der  Relation  {A)  die 
Bewegung  der  Mondsapsiden  gleichfalls  ermitteln  lassen  muse.  Es 
ist  nämlich  bei  der  wirklichen  Mondsbahn,  also  bei  der  sich  dre- 
henden Ellipse  des  §.  126,  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit 

dagegen  ist  hei  der  ruhenden  EEipse 

und  die  zur  Bewegung  in  dieser  Ellipse  nöthige  Kraft  (§,  55) 
&ln^a? 


•1   Eigentlich  c  =  »»?  Y ^-   (§.  ä2\     Der  Factor  "[/^   kann   iiher 
1  weiden,  weil  er  von  der  Einheit  nur  um   i«*  unters  oh  ieden  ist 
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Hieraus  folgt  nach  {Ä}  die  Kraft  bei  der  sich  drehenden  Ellipse,  also 
die  den  Mond  treibende  Kraft, 

oder  wenn,  wie  in  §.  125,    k„  =  i  -^pw   gesetzt  wii'd: 
T  =  -  {i  +  zpio]-^'  +  zpw"^  ■ 
Dieselbe  Kraft  ist  aber  nach  §.  99: 

oder  weil  -qr— =  ^w    ist  (ebendas.): 

T  =  —  K(M+m)(^ -^to]   ■ 

I>ies  giebt  die  Gleichung: 
H         »'<.,■  [,+2y«.(.-?-')]  =  JirjJ./  +  m)(.-^.o)   ■ 

welche   unabhängig  von  einem  bestimmten   Werfche  von  r  bestellen 
muss.    Für  r  ^  a,  wird  sie : 

[b)  n^df  =  Ii:{M  +  m){i  —^w]  , 

wHs  mit  dem  schon  in  §.  102  Bemerkten  übereinstimmt. 

Man  dividire  nun  («)   durch  (5),  so  findet  sich 

,+»;,»(.-"-')  =,+54 -9 
und  hierarrs 

^  '~'^  4af      r  —  ü,    ~  4»? 

oder,  weil  die  Bewegung  nahe  kreisförmig,  und  daher  nahe  r  =  a,  ist: 
p^  —  -,  woraus  das  Üebrige,  wie  in  §.  125,  fliesst. 

Es  ist  dieses  eine  ungefähre  Angabe  des  höchst  sinnreichen  Ver- 
fahrens, durch  welches  Newton  die  Bewegung  der  Apsiden  zu  be- 
stimmen gesucht  hat.    Princ.  philos.  nat.,  Hb,  I,  sect.  IX. 

§.  1  28,  Die  voi'wäitsgehende  Bewegung  der  Mondsapsiden  ist  eine 
schon  seit  den  ältesten  Zeiten  beobachtete  Thatsache.  Allein  merk- 
würdiger Weise  beträgt  die  aus  den  Beobachtungen  folgende  Umlaufs- 
zeit der  Apsiden  nur  8-850  sideiische  Jahre,  ist  also  nahe  nur  halb 
so  gi'oss,   als   diejenige,    welche   sich   uns    im   Vorigen    ergab,    und 
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welche  auch  Newton  und  spüterhin  die  zu  ihrer  Zeit  ausgezeich- 
netsten Geometer  Clairaut,  Euler  und  d'Alembert  fanden,  als 
sie  diesen  Gegenstand  theoretisch  zu  untersuchen  anfingen.  Clai- 
raut, der  erste,  welcher  [im  Jahre  1743)  die  Mondsstörungen  mit 
Hülfe  der  Analysia  zu  entwickeln  nntemahm,  wurde  durch  diesen 
so  auffallenden  Unterschied  zwischen  der  Theorie  und  den  Beobach- 
tungen zu  der  Vermuthung  geleitet,  dass  das  Gesetz  der  Anziehung 
nicht  so  einfach  sei,  als  man  es  seit  Newton  angenommen  habe, 
und  dass  in  seinem  Ausdrucke  dem  Gliede,  welches  dem  Ouadrate 
der  Entfernung  un^ekehrt  proportional  ist,  ein  zweites  hinzugefügt 
werden  müsse,  welches,  nur  fiii-  die  Bewegung  der  Apsiden  von  be- 
trächtlicher Wirkung,  auf  die  übrigen  Ungleichheiten  des  Mondes 
und  auf  die  Bewegungen  der  Planeten  keinen  merkbaren  Einfluss 
habe.  Als  er  aber,  um  dieses  Glied  näher  zu  bestimmen,  alle  Rech- 
nungen mit  noch  grösserer  Schärfe,  als  früher,  von  Neuem  unter- 
nahm, machte  er  die  wichtige  Entdeckung,  dass,  wenn  nur  die 
Entwickelung  weit  genug  fortgesetzt  wird,  und  Grössen  nicht  ver- 
nachlässigt werden,  die  man  wegen  ihrer  Kleinheit  anfangs  fast  für 
einflusslos  zu  halten  geneigt  ist,  die  Apsidenbewegung  des  Mondes 
sich  eben  so  gross  als  in  der  Natur  findet. 

Von  dieser  schärferen  Eechnung  werden  die  folgenden  Para- 
graphen einen  ungefähren  Begriff  zu  geben  suchen. 

§.  129.  Die  durch  die  bisherige  Rechnung  gefundenen  Werthe 
der  Coordinaten  r  und  l  sind  bis  auf  die  ei-ste  Potenz  des  Störungs- 
coefficienten  w,  und  damit  bis  zu  den  Störungsgliedern  der  dritten 
Ordnung  (§.  100),  richtig.  Um  diese  Wcrthc  zu  erhalten,  fingen  wir 
damit  an,  in  den  mit  «y  multiplicirten  Gliedenr  von  T,  und  V^,  oder 
in  P  und  Q,  wenn 

T^=  —  --^  +  2cP    und     V,=wQ 

gesetzt  wird,  für  r,  l,  r',  l',  wovon  P  und  Q  Functionen  sind,  die 
bis  zur  ersten  Ordnung  richtigen  "Werthe  dieser  Coordinaten,  also 
ihre  bis  zur  ersten  Potenz  der  Excentricitäten  e  und  e'  richtigen 
Weiihe  zu  suhstituiren.  Denn  somit  erhielten  T,  und  K,  selbst  eine 
bis  zu  ew  und  e'w,  also  bis  zur  dritten  Potenz  gehende  Genauigkeit- 
So  wie  nun  auf  solche  Weise  aus  den  bloss  bis  zur  ersten  Ord- 
nung richtigen  Werthen  von  ?■  und  /  ihre  bis  zur  dritten  Ordnung 
richtigen  Werthe  gefunden  wurden,  so  wird  man  durch  Wieder- 
holung desselben  Verfahrens  mit  letzteren  Werthen  von  r  und  /,  und 
mit  den   bis   zur  dritten  Ordnung  genauen  Werthen   von   )■'  und  T, 


y  Google 


204  Jlcohanik  des  Himmels.     Dritter  Alisohnitt.  §.   |  29. 

iiiclcm  man  nämlich  dieselben  in  P  und  Q  substitnirt ,  eine  bis  zur 
fünften  Ordnung  gehende  Genauigkeit  erreichen. 

Ehe  man  aber  diese  Substitution  unternimmt,  müssen  P  imd  Q. 
selbst  genauer,  als  in  §.  99  geschehen,  nämlich  bis  zur  dritten  Ord- 
nung genau,  entwickelt  werden.  Zu  den  dort  erhaltenen  Werthen 
von  P  und  Q  muss  deshalb  erstens  ein  aus  der  weiteren  Entwicke- 

lune    von    p    entstehendes,    mit   -^  =  —     multiplicirtes    Glied,    und 

zweitens,  wegen  des  Factors   cos  6'   in    T,    V  und  q   (§.  96),   ein   mit 

i*  =  — -  multiplicii-tes    Glied    hinzukommen;   denn   -7  und  C    sind 

als  Grössen  der  zweiten  Ordnung  zu  betrachten.  Endlich  müssen 
bei  der  Substitution  von  )■,  l,  r' ,  V  in  P  und  Q,  von  den  elliptischen 
Theilen  dieser  Coordinaten,  d.  i.  von  den  nach  den  Potenzen  der 
Excentricitäten  geordneten  Reihen,  welche  )■,  /,  etc.  durch  die  mitt- 
leren Anomalieeii  ausdrücken  (§.  51),  noch  die  Glieder  der  zweiten 
und  dritten  Ordnui^  berücksichtigt  werden. 

Schon  diese  Substitutionen  und  Ent Wickelungen  machen,  wie 
man  sieht,  eine  etwas  lange  Rechnung  nothwendig.  Allein  noch  viel 
weitläufiger  und  verwickelter  ist  die  Rechnung,  welche  erfordert  wird, 
um  aus  den  somit  bis  zur  fünften  Ordnung  genau  bestimmten  Wer- 
then von  wP  und  loQ  die  bis  zu  dei-selben  Ordnung,  also  bis  zur 
zweiten  Potenz  von  ?(i,  genauen  Werthe  von  r  und  l  selbst  herzu- 
leiten. Gleichwohl  kann  eine  ao  weit  und  wohl  noch  weiter  fort- 
gesetzte Rechnung  nicht  abgewiesen  werden,  wenn  das  endliche  Ziel 
derselben,  eine  mit  den  Beobachtungen  gleichen  Schritt  haltende 
Genauigkeit,  ei-reicht  werden  soll. 

Eine  besondere  Schwierigkeit  erwächst  diesen  Rechnungen  noch 
durch  den  Umstand,  daes  zwar  im  Allgemeinen  der  Coefficient  eines 
Störungsgliedes  desto  kleiner  ist,  je  höher  die  Ordnimg  ist,  zu  welcher 
er  seinem  analytischen  Ausdrucke  nach  geholt,  dass  aber  diese  Regel 
nicht  selten  Ausnahmen  erleidet,  und  man  daher  bei  der  Eeiu-thei- 
lung  der  wegen  ihrer  hohen  Ordnung  wegzulassenden  Glieder  mit 
grösster  Vorsicht  zu  Werke  gehen  muss. 

Ein  Beispiel  von  einer  solchen  Ausnahme  giebt  uns  schon  die 
im  Vorigen  entwickelte  Evection.  Denn  der  Coefficient  derselben, 
den  wii' ^  i°ri'i7"  fanden,  gehört  wegen  seines  Factors  ew  zur 
dritten  Ordnung,  ist  aber  nahe  doppelt  so  gross,  als  der  in  §.  106 
erhaltene  Coefficient  der  Variation  =  35' 12",  obschon  letzterer,  weU 
er  bloss  w  zum  Factor  hat,  von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
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§.  130.  Die  ETection,  die  grässte  unter  allen  Stöiungaglcicliun- 
gen,  ist  es  nun  auch,  durch  welche  die  Geschwindigkeit  der  Ap- 
sidenbewegung so  beträchtlich  vermehrt  wird.  In  der  That  sind  die 
Coefficienten  der  Evection  ihrem  Zahlenwerthe  nach  nahe  von  der- 
selben Ordnung  wie  e.    Denn  setzen  wir  diese  Coefficicntcn 

f^ew  ==  Fe    und    g^eto  =  Ge  , 
so  werden 

F  =f.iv  ^  —  ^-^  =  -  o-i62^B  =  — -!-  sehr  nahe  , 
''=  178-72  ^  6-I5 

G^,.«=.+^ZgJi  ^  +  0.37806=  ■ 

und  hiernach  etwa  erst  FF,  GG  und  FG  von  gleicher  Ordnung  mit 
e  =  -g .  Es  lässt  sich  daher  erwarten,  dass  wir  uns  schon  dadurch 
der  wahren  Mondsbewegung  um  ein  Bedeutendes  nähern  und  ins- 
besondere die  Äpsidenbewegung  um  Vieles  richtiger  erhalten  werden, 
wenn  wir  bei  einer  zweiten  Näherungsrechnung,  als  wodurch  die 
Glieder  von  der  Ordnung  10^  gefunden  werden  sollen,  die  in  P  und 
Q  zu  substituirenden  elHptischen  "Werthe  von  r  und  l  durch  keine 
anderen  von  w  abhängigen  Glieder,  als  durch  die  Evection  allein, 
gleichsam  als  durch  eine  zweite  Mittelpunktsgleichung,  verbessern 
und  dann  die  Rechnung  eben  so  fortfuhren ,  als  wollten  wir  nur  die 
Glieder  der  Ordnung  w  ermitteln. 
Wir  setzen  demnach 

-  =  I  —  e  cos  a-\-  Fe  cos  (Ä,  —  «}  , 

^=Z+2esin«+Gesin{;i,  — «)    . 
Hieraus  folgt 

2  [l  -  l')  =  ^,  +  4«  sinß  +  2  (?e  sin(;.,  -  a]  , 
co3  2(^  —  l'}  ^=  cos^,  —  2ecos{A,  ■ —  ß)  +  2ecos(>.,  +  a) 
—  Gecosa  -\-  Gecoä{2X^ — a)  ; 

und  daher,  wenn  wir  von  jetzt  an  bloss  diejen^en  Glieder  beachten, 
deren  j\i-gumcnt  a  ist: 

-  coaz{l  —  l'}  =~{G  —  ^F]ecoaa  , 
lind  eben  so 
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T,  =  — ^4- jw  —  ^-esdcosa— |(G  — ^-fjeiwcosß  , 
V,  ^1{G  — lF)ew sina  . 

"Wir  seilen  hieraus,  dass  wir  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen [2]  und  [6]  in  §.  120,  welche  aus  der  Vergleichung  der  auf 
doppelte  Weise  ausgedrückten  Werthe  von  T,  und  V.^  in  Bezug  auf 
das  Argument  «  entsprangen,  resp. 

—  l^G  —  ^F)w    und     +l{G~^F}w 

hinzufügen  müssen.  Dieselben  Zusätiie  sind  daher  auch  bei  den 
Gleichirngen  [2*]  und  [R*]  in  §.  125  zu  machen.  Letztere  verwandeln 
sich  dadurch  in 

[6~]    -(2P+  r,~i  )»  =  2(G-ij)«  , 
woraus  nach  Elimination  von  /* 

folgt.     Dies  giebt  (§.  125)   eine  Umlaufszeit  der  Apsiden  von 

—  ^^  l-AQd  siderischen  Jahren, 

1-7834 

weiche  von  der  wahren  Umlaufszeit ,  =  8-850  Jahren  (§.  128),  noch 
nicht  um  den  sechsten  Theil  der  letzteren  verschieden  ist. 

§.  131.  Ana  der  so  eben  geführten  Rechnung  geht  wenigstens 
der  mächtige  Einfluss  hervor,  den  die  Evection  auf  die  Vergrösse- 
rung  der  Apsidenbew^ing  ausüben  kann.  Denn  die  Genauigkeit, 
mit  welcher  wir  diese  Bewegung  jetzt  gefunden  haben,  ist  fast  eine 
bloss  zufällige  zu  nennen,  da  wir  nur  den  auf  P  und  Q  statthaben- 
den Einfluss  der  Evection  in  Rechnung  genommen,  dagegen  die  in 
§§.119  und  118  gemachten  Entwickelungen  von  r"  —  rl'^,  ir'l'  -^rl" 
und  die  des  Gliedes  —  «^  :  r^  von  T,  unverändert  beibehalten  haben, 
obschon  auch  in  diesen  Entwickelungen,  bei  Bemcksichtigung  der 
jetzt  als  eine  Ungleichheit  der  ersten  Ordnung  anzusehenden  Evec- 
tion, neue  Glieder  mit  dem  Alimente  «  sich  bilden  müssen.  Wie 
man  bald  sieht,  können  diese  neuen  Glieder  nicht  anders,  als  durch 
Multiplication  der  Evection  mit  der  Variation,  entstehen.  Um  daher 
die  in  den  gedachten  Entwickelungen  wegen  der  Evection  noch  hin- 
zukommenden Glieder  zrr  finden  und  damit  die  Äpsidenbewegung 
noch  genauer  zu  bestimmen,  wird  es  hinreichen. 


y  Google 


§.  131,  Seclistes  K-apiteL     "Vorwärtsgehen  der  Apsiden.  207 

—  ^  I  -\-f^wcosl^  -\-  Fe  cos{l^  —  «)  =  i  -{'  x  , 
l ^  l-\~ g^v)sm.X^  -\-  Ges\a{i.^  —  o) 
zu  setzen.     Hieraus  folgt  zuerst 

ar^  =  ...  -[-  2  Ff ^ewcos{X^  —  ß)  cosA,  ^  ...  -]r  Ff ^eio  cos  a  , 
und  daher 

^=  T  ~2x+ix^  =  ...  +  3Ff,ewcosa  . 
Ferner  wird: 
L.  =  ^kJ^,csinl,—k,Fetim{l,  -  a)  , 

—  =  i  -i-kfffiwcosk^  +^5  Gecos  [l^  —  a)  , 
—  =  —  k^jt/iW^ml, — klGeäin{?^,  — a)  , 
—  =  I  +  2^-,^,  wcosl, -(- 2^g6'ecos(^,  —  «)■ — ■  k^k^G(/,e2vcosa  , 
sS=  •■•  +  (*. -Fy,  +*.«/.+''', S.GS'i)««"!»«  . 


Hienuit,  und  weil  )■"  kein  Glied  mit  dem  Argumente  «  enthält, 
fizidet  sich 

T.  =  — ^  . . .  —  Aeio  cos  a  , 


r,  =  "-'''  +  '-'"  =  ...-Be, 


=  1(1  -/O  /..Fy,  +}  (1  +*,)  i.  G/,  , 


wegen  ^,  —  ^B  ^  I  (§■  '^l)'  Man  hat  demnach  zu  den  Gleichungen 
[2]  und  [6]  in  §.  120,  also  auch  zu  [2*]  und  [6*]  in  §.  125,  mithin 
auch  zu  den  schon  durch  die  Evection,  wiewohl  nur  unvollständig, 
verbesserten    Gleichungen   [2**]   und   [6**]    in    §.    130,    linker    Hand 
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cesp.  —  Ato  und  —  Bw,  rechter  Hand  resp.  ■ — iFf,w  (wegen 
T,  =  —  «')-~^+'-')  ™^^  o  hinzuzufügen.  Tjctztere  Gleichungen 
gehen  dadurch  über  in 

—  2;j—   /;  +  '  — i?=       ^{G—If), 
und  wenn  man  hieraus  h  eliminift,  so  ergioht  sich 

d.  h.  KU  dem  in  §.  130  herechnctcn  Weithe  von  p  muss  noch  die 
Correction 

addu-t  werden.  Mit  den  in  §§.  106,  12]  und  130  erhaltenen  Wertlien 
von 

Aj  =       1-8504  ,        k^  ^       0-8504  , 

f^  :=—  1.2876    ,  i^  =  — 0-1625    , 

ff,=      i-82g7  ,        G  =      0-3781   , 
findet  sich  aber  diese  Correction  =  0-3795  ,  i^^^d  damit 

^  =— 1.78344-0-3795  =— 1.4039  , 
woraus   die   Umlaufszeit  der  Apsiden  =  9-522  Jahren   folgt,   welche 
die    wahi'e    von    8.Ö50   Jahren     nur   um    den    dreizehnten   Theil    der 
letzteren  übertrifft*). 


Siebentes  Kapitel. 

VoE  der  Säculargleichung  des  Mondes. 


§.  132,  Zum  Schlüsse  Dessen,  was  über  die  Ungleichheiten  des 
Radius  Vector  und  der  Länge  des  Mondes  hier  füghch  mitgetheilt 
werden  konnte,   mag  noch  in  Kurzem  die  Theorie   euier  dahin  ge- 


*)    Hansen     setzt    die    jährliehe    Bewegung    der    Apsidenlinie    (für    1800 
146435-lioiii  Sekunden  .   mit  einer  Ünilaufezeit  von  3232-574  Tagen,        A.  d.  H. 
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hörigen  Ungleichheit  gegeben  weiden,  die  zwar  an  sich  eine  der  am 
wenigsten  bemerkbaren  ist,  die  aber  dadiu-ch,  dass  sie,  so  lange  Be- 
obachtungen existiren,  immer  nach  einerlei  Seite  hin  ge^virkt  hat, 
und  dass  die  Goometer  lange  Zeit  sich  vergeblich  bemüht  haben ,  sie 
aus  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere  zu  erklären,  ein  grosses 
Interesse  gewonnen  hat.  Bei  Vergleichung  von  Beobachtungen,  die 
um  mehrere  Jahrhunderte  von  einander  entfernt  Hegen,  hat  man 
nämlich  gefunden,  dass  der  Mond  in  jedem  folgenden  Jahrhunderte 
einen  Bogen  von  etwa  21  Secunden  mehr  beschreibt,  als  in  dem 
vorhej^ehenden.  Der  englische  Astronom  Halley  [geb.  1656,  gest. 
1742)  war  der  Erste,  welcher  auf  diese  Beschleunigung  der  Monds- 
bewegung  aufmerlisam  machte  (im  Jahre  1693).  Allein  erst  den  Be- 
mühungen eines  Laplace  (geb.  1749,  gest.  1S27)  gelang  es  (im 
Jahre  1787),  auch  diese  Erscheinung  auf  das  Gesetz  der  Schwere 
zurückzufuhren  und  ihren  Grund  in  der  durch  die  Einwirkung  der 
Planeten  sich  allmählich  ändernden  Excentricitat  der  Erdbahn  nach- 
zuweisen. 

In  der  That  ist,  sobald  man  noch  die  zweite  Potenz  dieser  Ex- 
centricitat mit  berücksichtigt,    der  Radius  Vectoi  der  Sonne   (§.  51) 

r'  =  ß'  (1  —  e'  cos  a'  -\-  e'^  sin  a'^)  =  a'  {i  -^  x)  , 
folglich 


/3 

:(■+»)■ 

-■  = 

1- 

■3.^ 

:  +  6«' 

1+3«' 

coso' 

— 

3«" 

'  sin  ß'^ 

•  +  6. 

^ 

1  +  3«' 

C08O' 

+ 

!'"■ 

'('  +  : 

3  COS. 

Hiermit  w 

■ird,  wei 

m  ma 

.n  ii 

r,  =  —  =5  +  W-P       und        V,=wQ 

bloss  die  nicht  periodischen  Glieder  von  P  und  Q  in  Betracht  zieht 
(§.99); 

P  =  —  ■  -rj  =  ^  (i  +  I  e^]        und        Q  =  o  . 

Wegen  der  Excentricitat  der  Erdbahn  whd  demnach  der  mittlere 
Werth  der  störenden  Kraft,  welche  den  Mond  von  der  Erde  zu  ent- 
fernen sucht,  um  ^e'^w  vergrössert;  der  mittlere  Werth  der  auf  dem 
Hadius  Vector  in  der  Bahnebene  pei-pendikular  wirkenden  Kraft  bleibt 
aber,  wie  vorher,  Null.  Wenn  folglich  diese  Excentricitat  nicht  con- 
stant  ist,  sondern,  wie  es  bisher  geschehen,  sich  allmählich  vermindert, 
so  wird  auch  die  störende  Kraft,  als  welche  im  Mittel  den  Mond  von 
der  Erde  abzuziehen  strebt,  immer  kleiner  werden,    mitliin  auch  die 
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Entfernung  des  Mondes  %'on  der  Erde  sich  allmählich  veiringern,  seine 
Winkelgeschwindigkeit  aber  zunehmen,  (vergl.  §.  116). 

§.  133.    Der  Werth  von  c'  zu  Anfange  des  Jahres  ISOO  war- 
=  0-01679226  =  G  , 
und  die  Abnalime  von  e    in  je  hundert  Jahren  ist 

=  0-00004299  =  N  ; 
also,  wenn  der  Anfang  von  1800  zur  Epoche   genommen  wird,   und 
t  die  Zahl  der  seitdem  verflossenen  Jahrhunderte  bedeutet: 
e'=  C—Nt  . 
Mit  Vernachlässigung  des   Quadrats  und  der  höheren  Potenzen 
von  iV^  können  wir  alsdann 

-    g'^  =  C^  —  z  cm  =  C"  —  2  C  sin  Nt 
=  C^  4-  2  C  cos  (90"  +  -iV;) 
setzen,  wodurch  [§,  132) 

T^  =  — ^  +  -w(i +iC^)-|-|  (7^^03(90"  4- -A^O,  F",  =0 

wird. 

Ans  der  somit  dem  Ausdrucke  für  T^  gegebenen  Form  lässt  sich 
nun  die  gesuchte  Bewegung  ganz  auf  dieselbe  "Weise  folgern,  als 
me  in  §.  113  aus  dem  Gliede  —  e'to  cos«'  in  T^  —  der  Coefficient 
von  siuß'  in  V^  war  Null  —  die  Gheder  mit  dem  Argumente  et  in 
r  und  l  hergeleitet  wurden.     Es  wird  nämlich 

r  =  a,  [i  +/m?  cos  {90°  +  Nt)'\  , 
/  :=  A  +  yw  sin  (90"  +  Nt)  , 

ist. 

Mit  Wcglassung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  N,  und 
folglich  auch  von  K,  wird  aber 

g  sin  (90°+  A^O  =  9  cos  A'i  =  —  3_^  (1  -]-:^_l  jY^;^j  , 
und  damit 

r=  ß,  [i— |CiV'j(!(]  , 

,        .       3  C?*  %CN       ,   3  ^,.  .„ 
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Infolge  der  ersteren  dieser  Gleichungen  nimmt  r  in  jeder  Zeit- 
einlieit  um  —CNw.a,  ab.  Infolge  der  letzteren  ist  die  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  sich  l  ändert  [§.  10), 

=  n-\-iCNnw.t  , 
nnd  nimmt  folglich  in  jeder  Zeiteinheit  um  ^CNnw  zu.  Die  Ab- 
nahme von  r  ist  für  die  Beobachtungen  nicht  merklich,  wohl  aber 
die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  von  /.  "Weil  die  Zeiteinheit  im 
Gegenwärtigen  ein  Jahrhundert  ist,  und  daher  n  die  mittlere  Be- 
wegung des  Mondes  in  joo  juhanischen  Jahren  oder  36525  Tagen 
bedeutet,  so  ist  {§,  66) 

^60x60x60         ,         „  , 

n  =  - — - — ~ — ^x  30525  öecundeu. 

27-3217 

Mit  diesem  Werthe  von  n  und  mit  den  oben  bemerkten  Werthen 
von  C  und  N  findet  sich  das  hundertjährige  "Wachstlium  der  Monds- 
bewcgimg 

zCNnw=  2i"oo  . 

Zusatz.  Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  schon  durch 
den  Satz  gelangen,  dass,  wenn  die  den  Mond  nach  der  Erde  treibende 
Kraft  in  dem  Verhältnisse  von  i  :  i^^w  ab-  oder  zunimmt,  die 
mittlere  Entfemrmg  und  die  mittlere  Bewegung  in  den  Verhältnissen 
von  i:i+-wünd  1  :  i +iu  sich  ändern  (§.  102,  &).  Denn  da  in  jedem 
Jahrhunderte  e'^  um  2  ON  kleiner,  folglich 

um  -  ONw  grösser,  und  mithin  jene  Ki'aft  in  dem  Verhältnisse  von 
M  1  -^—CNw  grösser  wird,  so  muss  in  jedem  Jahrhunderte  a,  um 
-a,GNw  abnehmen  und  n  um  ^nCNvj  wachsen. 

§,  134.    Das  stets  positive  Glied 

^CNnwt^=  io"50-^^  , 
womit  nach  §.  133  die  mittlere  Länge  des  Mondes  verbessert  werden 
muss,  wird  die  Saculargleiehung  des  Mondes  genannt.  Sie  ist 
am  Ende  des  ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Jahrhunderts  nach  der 
Epoche  und  am  Anfange  des  cbensovieltcn  vor  derselben  gleich  io"5, 
42"o,  i'  34"5,  etc.  Setzt  man  sie  :=  1°,  so  wird  t=  Vf-^  =  18-5  , 
d.  h.  zu  der  mittleren  Länge  des  Mondes,  welche  mit  den  zur  Zeit 
der  Epoche  stattfindenden  Elementen  für  einen  Zeitpunkt  berechnet 
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■worden   ist,    der  18^  Jahrhunderte   vor  oder  nach  der  Epoche  Hegt, 
muss  ein  ganzer  Grad  addir-t  werden. 

Um  sich  die  Wirkung  dieser  Gleichung  zu  noch 
klarerer  Anschauung  zu  bringen,  denke  man  sich  den 
mittleren  Weg  des  Mondes  während  mehrerer  Jahrhun- 
derte in  eine  gerade  Linie  ausgedehnt.  Zur  Zeit  der 
Epoche  sei  der  Mond  in  A  (Fig.  40).  Seien  ferner  A^, 
A^,  A^,...  und  ,A,  ^A,  ^A,...  seine  Oerter,  erstere 
1,  2,  3,.,.  Jahrhunderte  nach  der  Epoche,  letztere  eben 
so  lange  vorher,  wenn  er  stets  dieselbe  Geschwindigkeit, 
wie  in  der  Epoche  selbst,  hätte,  so  dass  die  Theile,  in 
welche  die  Gerade  durch  diese  Punkte  getheilt  wird, 
sämmtlich  von  gleicher  Lange  sind.  Man  mache  nun  in 
der  Richtung  der  Bewegung 

A,B^^  ^A,B  =  a^,  A,B,=^A^B=4X, 
^a-®3  ^  3^3-ß  =  9^T    etc.,     wo    Ä=Io"5, 
so  sind  ...^B,   ^B,   A,  S,,  B^,...   die  Oerter  des  Mondes 
hei    der    durch   die   Säculargleichung  beschleunigten  Be- 
wegung,  und  man  sieht  leicht,   wie  von  den  alsdann  in 
den  einzelnen  Jahrhunderten  durchlaufenen  Wegen 
...^B^B,  ^B,B,   ^BA,   AB,,   B,B^,   B^B,,... 
jeder    folgende    um     za:    grösser     als    der    nächstvorher- 
gehende ist. 

Die  Theorie  der  Planeten  Störungen  lehrt  übrigens, 
dass  die  Excentricität  der  Erdbahn  zwar  mehrere  Jahr- 
hrrnderte  hindureh  als  der  Zeit  proportional  sich  än- 
der-nd  angesehen  werden  kann,  dass  aber  bei  längeren 
Zeiträumen  das  Quadrat  und  noch  höhere  Potenzen  der 
Zeit  mit  in  Rechnung  genommen  werden  müssen,  indem 
die  Excentricität  innerhalb  gewisser  ziemlich  enger  Grenzen 
■>5  in  Perioden,  deren  Dauer  viele  Jahrtausende  beträgt,  ab- 
wechselnd grösser  und  kleiner  ivh'd.  Dasselbe  wird  daher 
auch  von  der  Aenderung  der  mittleren  Mondsbewegung 
gelten,  in  welcher  sich  jene  Aenderung  der  Escentricität 
gleichsam  wie  in  einem  vielfach  vergrössernden  Spiegel 
abbildet,  und  die  jetzige  Beschleunigung  dieser  Bewegung 
wird  einst  in  eine  Verzögerung  übergehen. 
Eig.  40.  Nach  Damoisean   ist   die   Säculargleichung   bis  zur 

dritten   Potenz  der  Zeit  genau   und  für  den  Anfang   des 
Jahres  1801  als  Epoche: 


^ 


,(^i 
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io"8786  .!!^  +  o"oi598i  .f  , 
■wovon  das  zweite  Glied  für  Zeitpunkte,  welche  vor  die  Epoche  fallen, 
seiner  Natur  nach  negativ  ist,  und  dessen  Berücksichtigung  noth- 
wendig  wird,  wenn  man  z.  B,  bis  zu  der  von  den  Chaldäern  720  Jahre 
vor  Chr.  beobachteten  und  von  Ptolemäus  uns  aufbewahrten  Mond- 
finstemiss zurückgehen  will. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,    dass   nach  Laplace's   weiteren 
Forschungen  [Mecan.  cel. ,   Tome  m,  pag.  175)   auch  die  Länge  der 
Apsiden  und  die    der  Knoten    des  Mondes    durch    die  Verminderung 
der  Exccntiicität  der  Erdbahn  säculare  AendcningLn  eifahrea     wo 
durch  die   vorwärtsgehende  Bewegung   dei   Ap&iden    und  die   rück- 
wärtsgehende der  Knoten  verzögert  werden   m  ihiend  die  des  Mondes 
selbst  beschleunigt  wird,  und  dass  die  Säculaitflcichungen  diesei  diei 
Bewegungen  in  den  Verhältnissen  von  3:0/4    i  zu  emmdei  stehen 
Anmerkung  des  Herausgebers.    Die  S&ouliianderuifc  der  m  ttleren 
Länge  des  Jilondes  hat  nicht  allein  vor  hundert  Jihren     soi  dem  a  iGh   m  den 
letzten  Deeennieu  Anlaas  zu  sehr  interessanten  Conüoveritn  i  nter  den  A'stro 
nomen  gegeben.    Hansen  hat  in  seinen  Mondtateln  für  d  eaelbe  den  l\eith 

a  r  nde  gelegt  u  d  geze  "1;  diss  1  e  1  e  de  ohron  1  „  cl  en  S  e  hi  ter 
se  des  \Iterth  ms  ortrefll  cl  d  gestellt  we  ie  A  Un  undDelauua> 
sind  K  den  B,e  It  te  gelaE^t  dass  de  Hanse  ehe  nut  le  Kechnu  gen 
von  Laplace  und  Dan  0  sea  nahe  übe  komn  ende  ~S\e  th  des  Coetfl 
c  enten  von  ('  u  n  i;  6  also  n  he  a  f  1  e  Haltte  au  erkle  ne  n  ie  u  d 
Hansen  selhit  I  t  sieh  überzeugt  da  s  e  ne  eulehe  Reduct  on  m  der  That 
e  trete  Hub  Id  lie  \on  ihn  n  den  Moadtafeln  übe  gange  en  Gl  e der  dr  tter 
O  d  ung  a  s  dem  Element  —  (A  t  98  1er  Da  l  g  J  n  Eeehn  g  gesogen 
■werden  {dai  Ergebn  ss  der  umfan^re  chen  Eeohnung  Hansen  s  hat  der  Her 
ausgebet  zu  Anfang  das  Jahres  I&OS  vo  4  gen  gehabt)  Da  jedoch  de  E  n 
flusB  d  eser  Reduction  wen  gitens  n  Bea  g  uf  d  e  chronoloo  cl  en  Fm  ter 
n  se  Tvelehe  sonst  n  cl  t  bef  ed  gend  dargC'^tellt  ■werden  können  d  reh 
andere  Storungsgbeder  -v,  eder  compens  rt  ne  len  uas  so  ble  bt  de  Frage 
nach  den  Urspr  nge  solcher  StorungBgheder  oifen  Ha  ■se  hat  seil  st  dar 
a  i  hingewiesen     dass  d  e   \nnal  me   e  ner  m      nalen  A  c  a  ger  der  Rot 

t  onsdauer  der  Erde  durch  welche  ie  t  dem  Ze  talter  H  pp  rch  s  b  s  jetzt 
al  0  n  zooo  Jal  e  1  e  Daue  des  ^temtags  m  den  84  gten  Theü  e  nei 
Ze  tsecunde  iu^eno  n  ncn  haT  e  —  1  sre    he    um  d  e  beipr  ebenen  D  fle  e  zen 

I    n   se  ner  Bpiiteren      D     l  ipt  y    de     t]  e      t  seh       B    e  1   u  g    le 
de     Mo  dtaf  l    ange   a  dtet   Sio  11  gen    berechi  et  e 
+  12  557"i'  +  ooi  561  (» 
ebst  den  a  gel  Cr  ge     Sae  lar  1  e  le  n    e  p    f       1  e  Be  e"  ng    Ic     ^i  s  le 
d  Knote  nl  n  e 

—  ß  S./i  -     oßS.ol 
+    ö"e23  t^  -j-  o"oo6ö25  t^ . 
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zu  compensiren  (siehe  den  Aufsatz  „Einige  Bemerkungen  ilher  die  Säcular- 
Underung  der  mittleren  Zange  de»  Mondes"  in  den  SericMen  der  mathem.- 
physiachen  Glosse  der  Sachs.  Geselkehaft  der  Wit,s.  vom  15,  April  ISeii).  Daes 
Einflüsse  esistiren,  welche  in  dem  angedeuteten  Sinne  wirksam  sein  können, 
bt  nicht  in  Abrede  Ku  stellen  und  in  dieser  Beziehung  a.  B.  an  die  Bewegung 
der  Ebbe  und  Fluth,  sowie  einen  etwaigen  Keiljungswiderstand  des  Aethcra 
au  erinnern. 


Achtes  Kapitel. 

Yon  den  Störungen  der  Breite  des  Mondes. 


§.  135.  lu  dem  Bisherigen,  wo  wir  die  liauptsächlichsten  Stö- 
rungen der  Länge  und  des  Radius  Vector  des  Mondes  zu  bestimmen 
suchten,  nahmen  wir  den  Mond  und  die  .Sonne  in  derselben  Ebene 
sich  bewegend  an,  da  bei  der  hier  beabsichtigten  Genauigkeit  die 
kleine  Neigung,  welche  die  Balmebenen  Ton  Sonne  und  Mond  gegen 
einander  haben,  auf  diese  Stöinngen  keinen  Einfluss  hatte.  Die 
Neigung  der  beiden  Bahnen  kann  aber  durchaus  nicht  mehr  unbe- 
rücksichtigt bleiben,  sobald  wir  die  Störungen  in  der  Breite  des 
Mondes  bestimmen  wollen,  als  welche  eben  daher  rühren,  dass  die 
Sonne  bei  ihrem  jährlichen  Umlauf  um  die  Erde  in  dem  einen  Halb- 
jahr über,  in  dem  anderen  unter  der  Ebene  der  Mondsbahn  steht, 
und  wodurch  zu  den  zwei  in  der  Ebene  selbst  wirkenden  Kräften 
T  und  V  eine  dritte  aiif  ihr  perpendikulare  Kraft  W  hinzukommt, 
welche  den  Mond  bald  nach  der  einen,  bald  nach  der  anderen  Seite 
hin  von  der  Ebene  zu  entfernen  strebt. 

Der  Werth  dieser  Kraft,  so  genau,  als  wir  seiner  hier  bedürfen, 
und  nachdem  er  mit  n^a  dividirt  worden,  ist  (§.  100) 

W\  =  3w  cos  {l  —  V)  sin  b'  , 
worin  b'  die  Breite  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Mondsbahn  bedeutet. 
Da  cos  (^ — l')  von  l — l' =^  go°  bis  270",  also  vom  ersten  bis  zum 
letzten  Viertel,  negativ  ist,  so  hat  während  dieser  Zeit  W^  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  von  5',  d.  h.  der  Mond  wird  in  der  von  der 
Sonne  entfernteren  Hälfte  seiner  Bahn  nach  derjenigen  Seite  seiner 
Bahnebene  getrieben,  airf  welcher  die  Sonne  nicht  steht.  Vom  letzten 
bis  zum  ersten  Viertel  dagegen,  wo  er  sich  in  der  der  Sonne  näheren 
Bahnhälfte  bewegt,  treibt  ihn  die  Kraft  W  nach  der  Seite  der 
Sonne  hin. 
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Um  den  Gnind  hiervon  unmittelbar  einzusehen,  denke  man  sich 
die  Bahnehenc  horizontal  und  die  Sonne  über  derselben  stehend. 
Von  den  nach  ^erticalen  Richtungen  geschätzten  Kräften,  womit 
irgend  zwei  in  der  Ebene  befindliche  Körper  A  und  B  von  der  Sonne 
S  angezogen  werden,  wird  alsdann  die  Kraft  für  den  der  Sonne 
näheren  Korper,  welcher  A  sei,  die  grössere  sein,  und  dieses  nicht 
allein  deswegen,  weil  A  mit  einer  grösseren  Kraft,  als  B,  nach  S 
direct  gezogen  wird,  sondern  auch,  weil  von  den  Richtungen  AS 
und  BS  die  erstere  einen  kleineren  Winkel,  als  die  letztere,  mit  der 
Verticalen  macht.  Da  nun  vom  ersten  bis  letzten  Viertel  die  Erde, 
und  vom  letzten  bis  ersten  der  Mond  der  Sonne  näher  steht,  so 
wird  im  ersteren  Zeiträume  die  Erde,  im  letzteren  der  Mond  stärker 
nach  oben  getrieben.  Die  störende  Kiaft  JV  ist  aber  der  Unterschied 
dieser  zwei  verticalen  Kräfte  (vgl.  §,  103),  und  treibt  folglich  den 
Mond  nur  im  letzteren  Zeiträume  nach  oben, 
nach  unten*]. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auch  leicht  ^ 
aus  dem  in  §,  103  gefundenen  Resul- 
tate, dass  die  ganze  den  Mond  L  stö- 
rende Kraft  LN{Fig.  37)  in  der  Ebene 
TLS  wirkt  und  den  Mond  von  sei- 
nem Radius  TL  nach  der  Seite  zu, 
auf  welcher  die  Sonne  S  steht,  oder 
nach  der  entgegengesetzten,  zu  ent- 
fernen sucht,  je  nachdem  T  oder  L 
der  von  S  entferntere  Körper  ist. 
Denn  denken  wir  uns  noch  durch 
TL  die  Ebene  der  Mondsbahn  gelegt,       ^'  ' 

so  wird  L  im  ersteren  Falle  von  die-  Fig.  37  und 

ser  Ebene  weg   nach  derjenigen  Seite 
zu  getrieben,  auf  welcher  sieh  S  befindet,  folglich  u.  s. 


")   Analytisch  werden   diese   Schlüsse   durch   den 
Ausdruck 


i   §.  95   für   W  erhaltenen 


<1         t  Ut  1     m  t  1       d    t  g      gp      1     Ab  t    d  d      S 

lEl         dMdhhnpddEtt  gd'Md  ddEl 


g     h  t  t      K    ft       nd    mit  d  d     M    d       d  d     E  d 

gwd         TlldUthdd         Kfthtl 
ZI  1      d  t  t  t     j  11  kl  d 
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§.  136.  Ehe  wir  zu  den  von  der  Kraft  TF' erzeugten  Wirkungen 
übeigohen,  müssen  wir  dem  analytischen  Ausdrucke  von  W  eine  zu 
diesem  Zwecke  dienlichere  Gestalt  zu  geben  suchen. 

Heisst,  wie  im  Früheren,  i  die  gegenseitige  Neigung  der  Bahn- 
ehenen  von  Sonne  und  Mond,  und  5-'  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Sonnenbahn  auf  der  Mondsbahn,  so  ist 

sin  b'  =  sin  i  sin  {l'  —  ■&') 
(§.  47)  und  damit 

Wf  =  3  w  sin  (  cos  {l  —  /')  sin  {V  —  >')  . 

Da  aber  tw  von  der  dritten  Ordnung  ist,  und  hier  über  Grössen 
der  dritten  Ordnur^  hinaus  nicht  gegangen  werden  soll,  so  können 
wir-  in  dieser  Formel  (  statt  sin  t,  und  statt  l  und  l'  ihre  mittleren 
Werthe  ?.  und  k'  setzen.     Hierdurch  wird 

TT.  =  3  tw  cos  {l  —  k')  sin  ß'  —  &') 
=  |tw  (sin^,— sin^J   , 
wo  der  Kürze  willen  ^^  und  ^^   für  ).  —  &'   und  l  —  2  Ä'  +  ■&'  ge- 
schrieben worden. 

Durch  die  Kraft  W  wnd  nun  der  Mond  von  der  Ebene,  in 
welcher  er  in  jedem  Augenblicke  fortgehen  will,  und  deren  Lage 
durch  die  Richtung  seiner  jedesmaligen  Geschwindigkeit  und  den 
Ort  der  Erde  bestimmt  wird,  bald  auf  die  eine,  bald  auf  die  andere 
Seite  getrieben  und  damit  die  Lage  der  Ebene  selbst  fortwährend 
geändert.  Unter  allen  den  verschiedenen  Ebenen,  in  welche  die 
Mondsbahn  auf  solche  Weise  nach  und  nach  gebracht  wird,  wird  es 
aber  eine  gewisse  mittlere  geben,  die,  wie  es  wenigstens  für  den  An- 
fang scheint,  unverändert  bleibt,  und  von  welcher  sich  der  Mond 
um  periodisch  ab-  und  zunehmende  Grössen  entfernt,  die  nui-  von 
der  Ordnung  tw  sind,  so  dass  sowohl  seine  auf  diese  Ebene  bezogene 
Breite,  welche  mau  ö  nenne,  als  der  Winkel,  den  mit  ihr  seine 
jedesmalige  Bahnebene  macht,  und  welcher  I  heisse,  iw  zum  Factor 
haben.  Um  daher  die  Wirkung  der  Kraft  IF  zu  ermitteln,  wollen 
wir  die  Bewegung  des  Mondes  auf  diese  mittlere  Ebene  als  Grund- 
ebene beziehen,  und  seine  rücksichtlich  derselben  stattfindende  Breite 
h  zu  bestimmen  suchen. 

Die  Kraft,  welche  diese  Breite  erzeugt,  ist  perpendikular  auf 
der  Grundebene  und  werde  mit  U  bezeichuet.  Weil  die  ganze  auf 
den  Mond  wirkende  Kraft  aus  T,  V,  W  zusammengesetat  ist,  so 
ist  TJ  gleich  der  Summe  der  Projectionen  von  T,  V,  W  auf  ein  auf 
die  Grundebene  gesetztes  Perpendikel,  d.  i.  gleich  der  Summe  von 
T,  V,  W,  nachdem  jede  dieser  Kräfte  mit  dem  Sinus  des  Winkels 
multiplicirt  worden,  den  ihre  Eichtung  mit  der  Grundebene  macht, 
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Für  die  in  der  Richtung  des  Radius  wirkende  Kraft  T  ist  dieser 
Winkel  =  h.  Für  die  Kraft  V  sei  er  =  /';  er  ist  kleiner  als  /,  weil 
die  Richtung  von  V  in  der  Ebene  der  Mondsbahn  liegt,  und  der 
grösste  Winkel,  den  eine  Linie  dieser  Ebene  mit  der  Grundebene 
machen  kann,  gleich  7  ist.  Die  Kraft  W  endlich  ist  auf  der  Ebene 
der  Mondsbahn  perpendikular  und  macht  daher  mit  der  Giundebene 
einen  Winkel  =  qo"  +  /.     Hiernach  wird 

V=  2'sin&-!-Fsin/'+  TFcos/  , 

folglich  auch,  wenn  man 

V 


U,  =  r,  sin  5  +  F,  sin  /'  +  W,  cos  /  . 
Es  ist  aber  (§.  118) 

T^  =  —  ß*  r~^  +  ...!=—  I  —  2  e  cos  (t  +  , . .  , 

Da  ferner  e  von  der  ersten,  V^  von  der  zweiten,  TF",  aber,  so  wie 
ö,  I  und  /',  von  der  dritten  Ordnung  sind,  und  alle  Grössen  von 
der  vierten  Ordnung  an  vernachlässigt  werden  sollen,  so  zieht  sieh 
die  Formel  zusammen  in 

f/^  =  _  5  +  TT,  , 

wo  also  das  zu  W^  noch  hinzugefügte  Glied  —  h  von  der  den  Mond 
anziehenden  und  damit  nach  der  Grundebene  zurücktreibenden  Kraft 
der  Erde  herrühi-t.  SubstiUiirt  man  dai-in  für  W^  seinen  obigen 
Werth,  so  kömmt : 

CT,  =  —  5  +  |-tw  {sin  ^,  —  sm  ^,)  ,  (1) 

worin  man  jetat  unter  dem  Winkel  i  und  dem  Bogen  ■5'',  von  welchem 
^,  und  -^5  Functionen  sind,  die  Neigung  und  die  Knotenlänge  der 
Sonnenbahn  in  Bezug  auf  die  Grundebene  oder  die  mittlere  Monds- 
bahn verstehe,  indem  davon  dieselben  auf  die  wirkliche  Bahn  be- 
zogenen Elemente ,  oder  i  und  &'  in  ihrer  anfangs  festgesetzten  Be- 
deutung, ersichthch  nur  um  Grössen  von  der  Ordnung  iw  abweichen 
können. 

§.  137.  Zufolge  des  letzterhaltenen  Ausdi-ucks  füi-  J7^  und 
nach  Schlüssen,  ganz  denen  ähnlich,  durch  welche  aus  den  Aus- 
drücken für  T,  und  V^  die  Störungen  im  Radius  Vector  und  in  der 
Länge  gefunden  wurden,  wird  der  Ausdnick  für  die  durch  die  Kraft 
?7  erzeugte  Bewegung,  mithin  auch  die  Breite  b,  aus  Gliedern  be- 
stehen, welche  ud^  und  A^  zu  Argumenten  und  iw  zum  Factor  haben. 
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Wir  setzen  daher: 

(2)  J  ^  j4,  (wsin^i -|-Äj(wsin^5  . 
Hiermit  wird  einerseits 

(3)  17^  =  (-— /?J  iiüsin^i  —  (^  +  /;j(wsinv^j  . 

Andererseits  folgt  daraus  für  den  Abstand  des  Mondes  von  der 
Grundebene 

rsiub  =  ai  =  a^ifwain^,  +  ah^iw^in.^^  , 
und  hieraus  nach   §.  38   die   auf   der  Ebene   perpendikulare   Kraft, 
welche  die  dadurch  ausgedrückte  Bewegung  hervorbringt: 
U^  —  n^qlah^lw sin ^^  —n^qlak^i.w&in^^  , 

wo  wj,  und   Mjj  die  G-eschwindigkeiten  bezeichnen,   mit  denen  sich 
die  Argumente  ^,  und  ^^  ändern;  folglich 

(4)  P,  =  —  q^^h,iwsin^^  —  qlh^i.wsin^^  . 

Durch  Vei^leichung  dieses  Ausdruckes  für  77^  mit  dem  obigen  (3) 
ergiebt  sich  aber 

(5)  |~Äi  =  —  q^,h,    , 

(6)  l  +  K=  +  f^K, 

woraus  nun  h^  und  Ji^  zu  bestimmen  sind. 

§.  138.  Unter  der  Hypothese,  dass  die  zur  Grundebene  ge- 
nommene mittlere  Lage  der  Mondsbahn  ungeändert  bleibt,  und  weil 
die  Ebene  der  Sonnenbahn,  oder  vielmehr  der  Erdbahn,  ihre  Lage 
nur  äusserst  langsam  ändert,  sind  die  Knoten  der  Sonnenbahn  auf 
der  Grundebene  gleichfalls  als  fest,  und  daher  der  Bogen  &'  als 
constant  zu  betrachten.  Hiernach  sind  die  Geschwindigkeiten  von 
X  —  d''  und  X  —  zX' +■0'' ,  oder  von  A^  und  -^i^,  gleich  n  und 
11 — 2m';  mithin  (§.  100) 

q^  =  1     und     q^^  i  —         =  0-85040  . 

Es  ist  daher,  der  Gleichung  (6)  zufolge: 

7i   = _-3 — ^=;_5.ii85  , 

2(1  — 5l)  ^'^     ^   ' 

und  weil  nach  den  Beobachtungen  der  mittlere  Werth  der  Neigung 
(  ^  5''8'48"  =  18526",  und  w  =  0-005595  ist: 

k^llO  := 562"  =  —  9'2  2"  , 
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folgKch  das  zweite  Glied  im  Ausdrucke   (2)  für  h: 
— - 9' 22"  sin  (J,^  2^4-^'!    ■ 
Dagegen  wird  mit  j,  =  i  die  Gleichung  (5): 


was  einen  Widersprucli  enthält,  der,  "de  wir  schon  ahnen  können, 
eine  Folge  der  naturwidrigen,  aber  hier  zu  Grunde  gelegten  Hypo- 
these ist,  dass  die  mittlere  Lage  der  Mondsbahn  ungeändert  bleibt. 
Denn  im  Gegentheile  haben  schon  die  alten  Chaldäer  die  Beobach- 
tung gemacht,  dasa,  während  die  Neigung  der  Mondsbahn  gegen  die 
Sonnenbahn  durchschnittlich  sich  nicht  ändert,  die  Knoten  der 
ersteren  Bahn  auf  der  letzteren  eine  rückgängige  Bewegung  haben, 
mit  welcher  sie  beiläufig  aller  19  Jahre  einen  Umlauf  vollenden. 

Sei  daher,  um  diese 
Bewegung  jetzt  mit  in 
Bechnung  zu  nehmen, 
KE  (Fig.  41)  die  Ekhp- 
tik ,  Kfj  Lfj  die  mittlere 
Lage   der  Mondsbahn  in  ''^'  *^' 

der  Epoche,  KL  ihre  mittlere  Lage  in  einem  späteren  von  der  Epoche 
um  die  Zeit  t  entfernten  Zeitpunkte.    Hiernach  ist 

L^K^E=  LKE^t 
und  Kf^K  die  (in  der  Figur  rechtläufig  angenommene)  Bewegung 
des  Mondsknotens  in  der  Ekliptik  während  der  Zeit  t.  Die  Ge- 
schwindigkeit dieser  Bewegung  setzen  wir,  da  letztere  von  der  Stö- 
i-ung  durch  die  Sonne  herrührt  und  mithin  vom  Coefficienten  w  ab- 
hängen muss,  gleich  Qnw ,  folglich 

K^K=  Qnwt  . 

Werde  nun  die  mittlere  Lage  der  Moudsbahn  in  der  Epoche  zur 
Grundebene  gewählt,  und  werde  der  Zeitraum  t,  der  über  alle 
Grenzen  wachsen  kann,  vor  der  Hand  nur  so  gross  genommen,  dass 
Qntw  oder  K^K  von  gleicher  Ordnung  mit  w  bleibt.  Abgesehen 
von  allen  periodischen  Störungen  der  Breite  wird  sich  der  Mond  am 
Ende  von  t  in  einem  Punkte  L  der  dann  statthabenden  mittleren 
Lage  KL  seiner  Bahn  befinden.  Man  en-ichte  daselbst  auf  KL  ein 
sphärisches  Perpendikel  LE,  das  wegen  der  Kleinheit  von  ^„Ä'sehr 
nahe  auch^„i„  in  i^  rechtwinklig  schneiden  wird.  Alsdann  ist  bis 
auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  genau 

L„E=  isinK^K  , 
LE  =  imiKE  =:  isi-a.{K^E  —  K^K)  , 
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folglich   wird    die    von    periodischen    Stomngeii    freie    Breite    L^L, 
welche  in  der  Knotentewegung  ihren  Ursprung  hat, 

oder,   weil  hierin  statt  K^E  auch   der    davon    nm   eine  Grosse   der 
zweiten  Ordnung  verschiedene  Bogen 

K^L^  =l  —  &'  =  yj^ 
gesetzt  werden  kann: 

L^L  ^  (sin^i  —  (sin  [yi,  —  Qntw)   , 
und  damit 

[2*1  Ö  ^  h^lwsm^^  -\-  isi^l^^  —  tsinl^^,  —  Qntw) 

^h^lwsm.yi^  + QnttWCos^^    , 

wenn  das   Glied   mit   dem  Argumente  ^^  jetzt  ausser  Betracht  ge- 
lassen wird. 

Mit  diesem  Wertho  für  b  kann  nun  in  der  That  der  Gleichung 
(1)  vollkommen  Genüge  geleistet  werden.  Denn  erstens  wird  damit 
die  Gleichung  selbst: 

(3*)  U,  =  {^^h,}twsinyl,  —  Qntiwcos^,   . 

Da  ferner  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich 
die  Eugen  ^^  und  ^,  —  Qntw  ändern, 

n^     und     (k  —  Q^^^«)*  =  ?s^  (i — 2Qw)  , 

sind,    so   ist  die    aus  (2*)   unmittelbar    folgende  Kraft,   nachdem  sie 
mit  re^«  dividirt  worden: 


(4*)  C/,  =  — [2a  +  /*,)(wsin^,  —  Qraj^tJücos^^   . 

Dieser  Werth   von    U^    wird   aber    mit   dem  vorhergehenden   (3*) 
identisch,  sobald  wir  noch 

—  2Q  =  l,     also     a  =  —  ^ 

2  4 

setzen  und  damit  den  Mondeknoten  eine  Geschwindigkeit  gleich  —  -nw 
beilegen.  Es  ist  diese  Geschwindigkeit  ihrem  absoluten  Werthe  nach 
eben  so  gross  als  diejenige,  welche  wir  anfänglich  {§.  125)  für  die 
Apsiden  gefunden  hatten.  Die  Umlaufszeit  der  Knoten  beträgt  hier- 
nach 1 7-825  siderische  Jahre  (ebendas.),  was  von  dem  ans  den  Be- 
obachtungen   sich    ergebenden    Umlaufe    von    6793-3911    Tagen  oder 
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i8'5gg  siderischen  Jahren  nicht  beträchtlich  abweicht*).  Endlich  ist 
wegen  dea  negativen  Zeichens  der  Geschwindigkeit  die  Bewegung 
der  Knoten  rückläufig,  was  ebenfalls  mit  der  Natur  übereinstimmt. 
Was  noch  den  Coefficienten  h^  anlangt,  so  bleibt  dieser  bei  der 
Vergleichung  Yon  (4*)  mit  (3*)  unbestimmt.  Auch  hätten  wir  dieses 
schon  voraussehen  können,  da  das  Glied  h^iWSYa.A^  seiner  Natur 
nach  für  keine  Störung  zu  achten  ist.  Wäre  nämlich  dasselbe  allein 
vorhanden,  also 

so  würde  sich  der  Mond  in  einem  grössten  Kreise  bewegen,  welcher 
mit  dem  durch  die  Knoten  gelegten  Kreise,  auf  welchen  seine  Be- 
wegung bezogen  wird ,  einen  Winkel  gleich  A,  iw  macht,  sodass,  weil 
t  der  Winkel  der  Sonnenbahn  mit  dem  letzteren  Kreise  ist,  nunmehr 
i  —  Äjtwi  den  die  Neigung  zu  nennenden  und  schlechthin  mit  i  zu 
bezeichnenden  Winkel  ausdrücken  würde.  Wir  können  daher  h^ 
geradezu  gleich  Null  setzen, 

Zusatz.  Die  mit  der  Epoche  anfangende  Zeit  t  darf  nach  dem 
Vorigen  nur  so  lange  wachsen,  als  die  Grösse  Qnwt  von  einerlei 
Ordnung  mit  w  bleibt,  —  also  etwa  einen  Monat  lang.  Denn  für 
^  =^  I  Monat  ist  n  t  oder  der  während  t  vom  Monde  durchlaufene 
mittlere  scheinbare  Weg  einem  ganzen  Kreise  gleich,  also  m(  =  3-14, 
und  daher 

Qnvjl  =:  —  -.3-14.10  =  —  2-36w  . 

Diese  kurze  Dauer  von  (  kann  aber  dem  vorhin  gemachten  Schlüsse 
auf  eine  ununterbrochen  imd  gleichfönnig  dauernde  Knotenbewegung 
keinen  Eintrag  thun.  Um  nämlich  den  Lauf  des  Mondes  länger  als 
einen  Monat  zu  verfolgen,  dürfen  wir  nur  den  Anfang  des  folgenden 
Monats  zu  einer  neuen  Epoche,  den  Anfang  des  darauf  folgenden 
dritten  Monats  abermals  zu  einer  neuen  Epoche  u.  s.  w.  nehmen. 
So  wie  nun  von  der  ersten  bis  zur  zweiten  Epoche,  oder  wäbi'end 
des  ersten  Monats,  die  Geschwuidigkeit  der  Knoten  gleich  —  -nw 
gefunden  ■wurde,  so  wird  sie  auch  während  des  zweiten,  dritten,  etc. 
Monats  von  derselben  Grösse  sein. 

§.139.  Dem  Ausdrucke  (1)  für  ü,  geschieht  demnach  voll- 
kommen Genüge,  wenn  man  den  sphärischen  Abstand  des  Mondes 
von  der  Giijndebene  zur  Zeit  t  nach  der  Epoche,  oder  seine  Breite, 

*)  Hansen  setzt  far  die  Epoche  ISOÜ  die  jährliehe  Knotcnbeivegnng 
=  —  egi'jg'öigt   Secunden,  mit  einer  Umlaufszeit  von  ej93'43Ö  Tagen.     A.  d.  H, 
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=  Qntiwcos{7.  —  &')  +  ?i^i,waiQ.{l  —  2l'- 


setzt,  "worin 


*  ^n'[n  —  n')  8{m  — w') 

Das  erste  Glied  hiervon,  zn  dessen  Berechnung  die  Epoche  etwa 
aller  Monate  erneuert  werden  muss ,  ist  von  dem  Stande  des  Mondes 
gegen  die  Sonne  unabhängig,  und  dinickt  ein  bei  unveränderter  Nei- 
gung gleichförmiges  Rückwärtsgehen  der  mittleren  Mondsbahn  an 
der  Sonnenbahn  aus. 

Das  zweite  Glied,  welches  rein  periodischer  Natur  ist,  kann  als 
die  Breite  des  Mondes  in  Bezug  auf  die  Lage,  welche  die  mittlere 
Bahn  zur  Zeit  t  hat,  angesehen  werden.  Das  darin  vorkommende  5'' 
ist  nach  dem  Obigen  die  Knotenlängc  der  Sonnenbahn  auf  der  mitt- 
leren Mondsbahn  in  der  Epoche.  Da  aber  die  Rechnung  offenbar 
desto  genauer  wird,  je  öfter  man  die  Epoche  erneuert,  so  wird  man 
unter  &'  noch  besser  die  Knotenlänge  der  Zeit  t  selbst  zu  verstehen 
haben. 

Zusätze,  a)  Man  verlängere  (Fig.  41,  S.  219)  die  Bögen  Ä;i„ 
und  KL  zu  beiden  Seiten  bis  zu  ihren  gegenseitigen  Durchschnitten 
M  und  iV|  so  ist  der  Winkel 

Jf /r„  K=i  =  MKE  =  K,  KN  , 
folglich  auch 

MKK^=^NK„K  . 

Die  sphärischen  Dreiecke   K^^KM   und   Zf^^A' sind   daher  einander 
gleich,  folglich 

K^M=NK    und    EM=  NK,  , 
ferner 

K,M+  KM=  NK->r  KM=  iSo"  . 

Ist  fo^lich  Kf,K  sehr  klein,  und  sind  daher  die  Bögen  ^„il/und 
KM  nahe  einander  gleich,  so  ist  jeder  von  ihnen  nahe  gleich  go". 
Die  Punkte,  in  denen  sich  zwei  nächstfolgende  Lagen  der  mittleren 
Mondsbahn  schneiden,  sind  daher  von  den  Knoten  um  90"  entfernt. 
b)  Eällt  man  von  K  auf  K^L^,  das  Perpendikel  KO,  so  ist 
0K=  K.Ksini  =  i .  Qnitv  , 


md  es  verhält  sich 

OK:  L,L  = 

=  sin 

OM:sinL,M  = 

=  1 

:  cosj 

L,L  = 

0K< 

cosK,L,=  Qn, 

Uwcos^^ 

,vie  vorhin  auf  andere 

:  Wei 

se  gefo^ert  wu 

rde. 
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§.  140.  Der  aufsteigende  Knoten  Ä"  der  Soanenbahn  auf  der 
Mondsbahn  und  der  aufeteigende  Knoten  der  Mondsbahn  auf  der 
Sonnenbahn  sind  offenbar  zwei  um  180"  von  einander  entfernte 
Punkte.    Setzt  man  daher  die  Länge  des  letzteren  Knotens  gleich  ■S', 

so  ist 

>'  =  ^+  180"  , 

und  die  in  §.  138  gefundene  periodische  Ungleichheit  in  der  Breite 
wird 

=  -hg' 2  2"8mll-~2?.' +  &)   . 

Auch  kann  man  diese  Ungleichheit,  wegen  der  Kleinheit  von  i, 
statt  auf  die  Mondsbahn,  auf  die  Sonnenbahn  selbst  beziehen,  d.  h. 
man  kann  um  eben  so  viel  den  sphärischen  Abstand  von  der  Ekliptik, 
welchen  der  Mond  bei  der  gleichförmigen  Bewegimg  seiner  Knoten 
haben  würde,  geändert  ansehen. 

Bedeuten  demnach  S-^^  und  ■5'  die  in  der  Ekliptik  gezählten  mitt- 
leren Längen  des  aufsteigenden  Mondsknotens  in  der  Epoche  und 
zur  Zeit  t,  und  sind  für  letztere  Zeit  und  in  Bezug  auf  die  Ekhptik 
ß  die  Breite  des  Mondes,  wenn  er  sich  in  seiner  mittleren  Bahn  be- 
wegte, h  die  wahre  oder  gestörte  Breite,  l  die  wahre  Länge  des 
Mondes  in  seiner  Bahn  (§.  47),  so  hat  man 

■!>- =  &^  +  Qnw  .  i  ,  (1) 

wo   der  Zeitraum   t  von  jeder  beliebigen  Länge   sein  kann,  und  wo, 
wenn  er  in  Tagen  ausgedrückt  ist, 

360°  .     " 

Qnw  =  —  -r- =:.—  3   10  744 

6793-3911 
ist;  ferner 

sin/i  =  sintsin(^ — &)  ,  (2) 

wofür  auch  mit  einer  hier  hinreichenden  Genauigkeit 

ß  =  tsin{l  — ■!)-)  =  5°8'48"sin[^— ^) 

geschrieben  worden  kann*),  und  damit  nach  Damoiseau 

*)  Eb  folgt  nämlich  aus  (2]  bia  zum 'Würfel  von  t  genau,  und  wenn  t  und  ß 
in  Seounden  ausgedrückt  sind: 

^  =  «  ein  {i-*l—^tM8ini")Msin  (;-*)  + sin3(i  —  *i] 
=  S'>8'4i"7sin{i  -  &]  ~  6"2  smi{l—&]  . 
Eben  so  ist,  wenn  Z  die  Länge  des  Mondes  in  der  EliliptJk  bedeutet, 
tang  ß  =  tang  (  sin  (i  —  *)  , 
ß  =  tsiii(i  ~a-l  +  tV'^sin  i")^  [sinli  -»)  +  8in3(X  -  *)] 
=  s<'9'o"3ain(i  — *)  +  i3"4 eins  (£  —  ■&:■ 
folgt. 
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(3)  h  =  ß  +  8'^l"8sin{l~2l'  +  &]    , 

mit  Weglasaung  der  Gleichungen,  welche  zur  vierton  und  höheren 
Ordnungen  gehören,  und  deren  grösete  nur  bis  26"  steigt.  Die  hier 
entwickelte  Gleichung,  welche  den  doppelten  Abstand,  des  Mondes 
von  der  Sonne,  weniger  dem  Abstände  des  Mondes  von  seinem  auf- 
steigenden Knoten,  zum  Argumente  hat,  ist  daher  unter  allen  Glei- 
chui^en  der  Breite  bei  weitem  die  grösste;  sie  ist  eben  so,  M'ic  die 
Variation  und  die  jährliche  Gleichung,  von  Tycho  de  Brahe  ent- 
deckt worden. 

§.  141.  Da  sich  die  mittlere  Mondsbahn  bei  unveränderter  Nei- 
gung gegen  die  Sonnenbahn  an  letzterer  gleichfoi-mig  fortbewegt,  so 
scheint  es,  dass  sich  die  Theorie  dieser  Bewegung,  wenn  auch  nicht 
die  der  periodischen  Breit en Störungen ,  etwas  einfacher  entwickchi 
lassen  werde,  wenn  man  die  unbewegliche  Ebene  der  Sonnenbahn 
selbst  zur  Grundebene  wählt. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  zu  den  ursprünglich  auf  den  Mond 
wirkenden  Kräften  zurückgehen.  Diese  sind  (§.  94)  erstens  eine  ihn 
nach  der  Erde  treibende  Kraft  =  K{M-\-  m):  r^ ,  zweitens  eine  ihn 
nach  der  Sonne  treibende  Kräfte  Km'  :  $° ,  und  drittens  eine  Kraft 
^  Km' :  r''^ ,  deren  Richtui^  parallel  mit  der  E-ichtung  von  der 
Sonne  nach  der  Erde  ist.  Jede  dieser  Kräfte  zerlegen  wir  in  zwei, 
von  denen  die  eine  parallel  mit  der  Ebene  der  EkKptik,  die  andere 
zu  dieser  Ebene  perpendikular  ist  und  daher  hier  allein  in  Betracht 
kommt.  Sei  nun  die  Entfernung  des  Mondes  von  dieser  Ebene 
gleich  2,  und  zwar  positiv,  wenn  er  nördlich  von  der  Ebene  absteht, 
so  sind  jene  drei  Kräfte,  nach  einer  auf  derselben  perpendikularen 
Richtung  geschätzt  und  positiv  genommen,  wenn  sie  den  Mond 
nach  Norden  treiben: 

_^I^^+M.£,  -^--.i,     und    o. 

r"  r  f      s 

Bezeichnen  wir  daher  die  Totalkraft,  welche  auf  den  Mond  nach 
derselben  Richtung  wirkt,  mit  Z,  so  wird 

Z  =  —  K(M  +  m)-,^  Km'  -,  , 

oder,  weil  m'  ^=t.{M-^  m]  —^w ,    und  weü   der  Unterschied  zwischen 

dem  Quotienten  a'  :  q^  und  der  Einheit  nur  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist  [§.  99); 

(4  z  =  _jr(M+»i)(i  +  i»)  , 
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woraus  die  Bewegung  des  Mondes  in  Breite  sich  eben  so  genau,  wie 
vorhin,  ermitteln  lassen  muss. 
Es  ist  aber  {§.  118) 
)■  =  o  ( I  —  ^  w)  +  einem  Aggregat  von  periodischen  Gliedern. 

Da  aus  diesen  letzteren  keine  anderen  Glieder,  als  ebenfalls  perio- 
dische, in  dem  für  die  Breite  gesuchten  Ausdrucke  hervorgehen 
können,  so  ist,  weil  wii-  die  periodischen  E reitenstör ungen  jetat  un- 
beinicksichtigt  lassen  wollen,  schlechthin 


zu  setzen,  woraus 

Z  =  -K{M^m){i+iü]^^  {a) 

folgt. 

Gesetzt  nun,  dass  der  Mond,  in  der  Entfernung  a,  von  der 
Erde,  gar  nicht  gestört  würde,  und  dass  daher  lo  =  o  wäre,  so 
würde  seine  gegen  die  Ekliptik  geneigte  Bahnebene  unge ändert 
bleiben,  und  folgUch  die  Periode  P  seiner  auf  der  Ekliptik  perpcn- 
dikularen,  durch  Z  erzeugten  Bewegung,  seiner  Umlaufszeit  U  in 
der  Bahnebene,  oder  auch  entlang  der  EkHptili:,  gleich  sein,  und 
man  würde  für    Ü  und  P  die  Gleichung  haben  [§.  65): 

mM+n,)=n'al  =  %^  =  '-^.        (1) 

Wirkt  demnach  auf  den  in  der  Entfernung  a,  von  der  Erde  be- 
findlichen Mond  eine  ihn  perpendikulai-  gegen  die  Ekliptik  treibende 
Kraft 

Z  =  —  K{M+m)  4-'  W 

so  hat  seine  in  derselben  ßichtung  geschätzte  Bewegung  eine  durch 
die  Gleichung  (1)  bestimmte  Periode  P.  —  Auch  kann  dieses  unmittel- 
bar aus  der  in  §.  25  gegebenen  Theorie  der  schwingenden  Bewegung 
gefolgert  werden. 

Die  Kraft  Z  in  {a)  ist  aber  in  dem  Verhältnisse  von  i-\-v>:  i 
grösser  als  die  Kraft  Z  in  [h],  und  die  Sonne  wirkt  daher  in  dieser  Be- 
ziehung eben  so,  als  wenn  die  Summe  der  sich  anziehenden  Massen 
M  und  m  sich  in  demselben  Verhältnisse  vergrössert  hätte.  Mithin 
wird  für  die  Periode  P  bei  der  durch  die  Sonne  gestörten  Bewegung 
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Von  der  anderen  Seite  ist  für  die  Umlaufszeit  U  bei  der  nach 
der  Ekliptik  selbst  geschätzten  rmd  durch  die  Sonne  gestörten  Be- 
wegung [§.  102) 

/>r(Jf  +  m]  (I  ~Uo)  =  nUf  =  i^'  ■ 

Beim  Hinzutritt  der  Soiiiienstör-ung  findet  demnach  zwischen  JJ 
und  P  die  l'roportion  statt: 


U:P  = 


3« 


d.  h.  die  Penode  P  oder  die  XJmlaufszeit  des  Mondes  in  "Bezug  auf 

die  Knoten  ist  in  dem  Verhältnisse  von  i  — -wi ;  i   kleiner  als  seine 

4 
Uralaufszeit  iu   Bezug   auf   einen   festen   Punkt    der   Ekliptik.     Die 
Kjioten  müssen   fo^lich   eine   der  Bewegung  des  Mondes  entgegen- 
kommende Bewegung  haben,   deren  Geschwindigkeit  sich  zu  der  des 
Mondes  wie  ~ic  zu  i  verhält. 

Ohne  Rechnung  dürfte  sich  das  Rückwärtsgehen  der  Knoten 
auf  folgende  Weise,  der  die  eben  gemachten  Schlüsse  gleichfalls  zum 
Grunde  Hegen,  am  einfachsten  erklären  lassen:  Die  nahe  ki'eis- 
förmige  Bewegung  des  Mondes  in  einer  gegen  die  Ekliptik  geneigten 
Ebene  ist,  wenn  sie  nach  einer  auf  der  Ebene  der  Ekliptik  perpen- 
dikularen  Eichtirng  geschätzt  wird,  Pendelschwingungen  vergleich- 
bai',  deren  Dauer,  so  lange  die  Lage  der  Bahnebene  unverändert 
bleibt,  einer  halben  siderischen  Umlaufszeit  des  Mondes  gleich  ist. 
Diese  Schwingungen  werden  durch  die,  nach  derselben  perpendiku- 
larejj  Richtung  geschätzte,  anziehende  Kraft  der  Erde  ei-zeugt.  Durch 
die  Anziehungskraft  der  Sonne,  die,  wenn  sie  gleichfalls  nach  dieser 
Richtung  geschätzt  wird,  den  Mond  stets  nach  der  Ebene  der  Eklip- 
tik hintreibt,  wird  aber  jene  Kraft  vergrössert  und  folglich  die 
Schwingungsdauer  vermindert,  eben  so  wie  die  Schwingungen  eines 
Pendels  bei  zunehmender  Schwerkraft  schneller  werden.  Der  Mond 
muss  folglich  eher  wieder  zu  demselben  Knoten,  als  zu  demselben 
Sterne  zurückkehren;  folglich  u.  s.  w. 

Aamerkung.  Um  vermittelst  der  Gleicliung  [A)  die  periodiseten  Stö- 
rungen dei  Breite  zu  finden,  hat  man,  wie  scton  erinnert  worden,  die  perio- 
discten  in  »■  enthaltenen  Glieder  au  berttoksichtigen.  Die  hierzu  erforderliche 
Eeelmung  ist  aber  ungleich  grösser,  als  bei  der  au  demselben  Zwecke  in 
§.  137  angewendeten  Methode.  Ohne  hier  nifher  darauf  eingehen  zu  wollen, 
bemerke  ich  nur,  dass  die  periodiaohe  Störung,  deren  Argument 
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ist,    aus   der  Vaiiation   oder   derjenigen  Störung   der   Länge   und   des  Radius 
Vector  entspringt,  welche  2[X  —  ü'}  zum  Argumente  hat. 

§.  142.  Die  Neigung  t  und  die  Knotenlänge  •&  sind  dasselte  iu 
Bezug  auf  die  Breite,  was  die  Exceatricität  e  und  die  Länge  dea  Peri- 
gäums hiusiclitKch  der  Länge  waren.  Denn  so  wio  die  mittlere 
Länge  l  wegen  der  Excentricität  durch  die  Mittelpunktsgleichung 

^  2  e  sin  (i  ■ —  w) 
verhesseit  werden  musste,    so   erhält  der  Ort  des  Mondes,   der  ohne 
Neigung  der  Bahn  stets  in  die  Eldiptik  fallen  würde,  eine  Breite 

=  (sin  (1  —  S-)  . 
Auf  gleiche  Art  sind  rücksichtlich  der  Länge  und  der  Breite  das 
Vorwärtsgehen  der  Apsiden  und  das  Rückwärtsgehen  der  Knoten 
einander  entsprechende  Bewegungen;  denn  beide  sind  von  dem  Stande 
des  Mondes  gegen  die  Sonne  unabhängig  und  geschehen  gleichförmig. 
Gleicher  Weise  ist  endlich  die  vorhin  gefundene  Gleichung  der  Breite 
dasselbe  für  die  Breite,  was  die  Evection  fm-  die  Länge  war.  Denn 
das  Argument  der  ersteren  Gleichung  ist 

2  {l  —  l')  —  (Ä  —  ^)   , 
das  der  letzteren 

und  tw  Factor  der  ersteren,  ew  der  letzteren  Gleichung.  So  wie 
nun  die  letztere  auch  durch  eine  fortdauernde  Aenderung  der  Ex- 
centricität  und  der  Lage  der  Apsidenlinie,  oder  kura  durch  eine 
Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Ellipse,  dargestellt  werden  konnte 
(§§.  12ä  u.  124),  so  wird  durch  äbnhche  Mittel  auch  die  erstere 
Gleichung  durch  eine  Aenderung  der  Neigung  und  der  Knotenlänge, 
und  somit  durch  eine  Bewegung  der  Ebene  der  Mondsbahn  sich  er- 
klären lassen. 

In  der  That  ist  die  dui'ch  erstere  Gleichung  gestörte  Breite 
(§-  HO] 

5  =  isin{l  —  ^}  +  h^nüain{l—2l'+^)  . 

Sie  wird,  wenn  man 

(  cos  > -j- 7*2 (W  cos  [zV  —  {>)  ^  J cos  ©  , 

t  sin  >  -H  /^  itc  sin  (2 ;.'  —  »]  =  J  am  0  '"' 


Man  wird  daher  die  gestörte  Breite  geradezu  finden,  wenn  man 
sie  wie  die  ungestörte,  aber  nicht  mit  den  Elementen  i  und  S; 
sondern   mit  /  und  ©    berechnet,    und   man  kann   sich   mithin   die 
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Störung  in  der  Breite  auch  dadurch  erzeugt  vorstellen,  dass  die 
Neigung  J  und  die  Knotenlänge  0  nach  dem  durch  («]  ausgedi-ückten 
Gesetze  veränderlich  sind. 

Um  uns  dieses  Gesetz  zur  Anschauung  zu  bringen,  wollen  wu- 
die  nach  ihm  bewirkte  Äenderung  der  Lage  der  Mondsbahn,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Äenderung  der  Lage  ihrer  Pole, 
zu  erforschen  suchen.  Sei  bei  der 
Projection  auf  die  Kugelfläche  der 
Kreis  OKF  (Fig.  42)  die  Ekliptik, 
0  der  Anfangspunkt  derselben,  E  ihr 
Nordpol,  p  der  Nordpol  der  mittleren 
Mondsbahn ,  KGK'  die  nördHche 
Hälfte  dieser  Bahn,  also  K  der  auf- 
steigende Knoten  derselben.  Durch 
die  Mittelpunlite  F  und  G  der  Halb- 
kreise KFK'  und  KGK'  lege  man 
einen  gi-össten  Kreis  FGH\  dieser 
wird  mit  seinem  Bogen  FG  den 
Winkel  FKG  oder  die  Ne^ung  * 
;ehen ,   so  dass  FE  ==  Gp  =  go",  mit- 

Ep  =  FG  =  i  , 
und  der  nach  hnks  gerechnete  "Winkel 

OEp  =  0K+  KF+FICH  ==  ^  +  270" 
ist. 

renn  P  den  Pol    der  gestörten  oder  wahren 

und        OEP=  270" -i-0   . 


L  und  durch  E  und 
hin  auch 


Mondsbahn  bezeichnet: 
EP=J 

Nun  ist  das  sphärische  Dreieck  EpP  so  klein,  dass  es  hier  als 
eben  betrachtet  werden  kann.  Macht  man  daher  noch  den  "Winkel 
OES.  =  270",  wodurch 

XEp  =  &      und       XEP  =  0 
wird,  und  projicirt  jenes  Dreieck  rechtwinklig  das  eine  Mal  auf  EX, 
das  andere  Mal  auf  EO,  so  kommt: 

(  cos  &  -\-pP  cos  EX'-pP  =  /  cos  ö  , 
t.  sin  &  -\-pP  sin  EX'-pP  =  /  sin  0  . 
Die  Vergleichung  dieser  Pormeln  mit  (a)  giebt  aber: 
_  5"8'48" 


pP  =  h^iw  =  8'48" 
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Ep''-pP  =  HpP  =  2{1'  —  -1>)  =  2KS  , 
wenn  S  der  mittlere  Ort  der  Sonne  in  der  Ekliptik  ist. 

Es  heschreibt  demnach  der  wahre  Pol  P  der  Mondshahn  um  den 
mittleren p  einen  Kreis  mit  einem  Halbmesser,  welcher  der  3$-ste  Tlml 
der  Entfernung  des  mittleren  Poles  p  vom  Pole  E  der  Ekliptik  ist, 
und  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Knotenlinie, 
welche  doppelt  so  gross  als  die  der  Sonne  in  Bezug  auf  dieselbe  Linie 
ist.  Die  auf  diese  Linie  lezogene  Umlaufsxeit  von  P  um  p  beträgt 
daher  173-31  Tage,  als  die  halbe  Umlaufszeit  der  Sonne  rücksicMlich 
der  Knoten.  Dabei  liegt  P  von  p  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von 
derjenigen,  auf  welcher  E  liegt,  also  nach  H  hin,  wenn  die  Sonne 
durch   den  einen  oder  den  anderen  Knoten  geht. 

Denn  für  KS  =  o  oder  =  180°  wird  SpP  =  o.    In  diesen  Zeit- 
pnnkten  hat  die  wahre  Neigung  BP  ersichtlich  ihren  grössten  Werth 
=  5°  8'4S"  4- 8'48"  =  5°i7'36"- 

Ehen  so  erhellet,  dass,  wenn  die  Sonne  zwischen  den  beiden 
Knoten  in  der  Mitte,  also  in  F  oder  in  H  ist,  die  wahre  Neigung 
am  kleinsten 

3=  5°  8'48"  —  8'48"  =  5"  o'  o" 
ist. 

In  beiden  Fallen  ist  der  Winkel  pEP  =  o,  und  es  coincidirt 
daher  dei  wahre  Knoten  mit  dem  mittleren.  Dagegen  erreicht  dieser 
Winkel  seinen  grössten  Weith 

„       P^       —  8*48"  _    ^      ,     „ 

~  Bp  sin  i"  ~  5°  S'48".  sin  j"  "  ^    37  5       1 

und  CS  ist  folglieh  der  wahre  Knoten  dem  mittleren  am  weitesten, 
um  1^38',  voraus  (hinter  ihm  zui-ück),  wenn  die  Sonne  dem  einen 
oder  dem  anderen  Knoten  um  45"  vorausgeeilt  [hinter  ihm  um  45° 
zurück}  ist.  In  diesen  letzteren  Fällen  hat  die  Neigung  ihren  mitt- 
leren Werth. 

Zusatz.     Aus   den  Gleichungen  («)   folgt,   wenn  man  sie  ähn- 
licher Weise,  wie  die  Gleichungen  (1) , . .  (4)  in  §.  32  behandelt ; 
t  +  Ä2iWC0S2(r~^)  =  Jcos  [©  — ^)   , 
h^  iw  sin  2  (?.'  —-#)=/  sin  {&  —  &]  . 
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Weil  nach  der  ersten  dieser  Gleichungen  J  mit  i,  und  nach  der 
zweiten   /sin  [©  —  ff)  mit  iw,    folglich    Q  —  &  mit  w,  von   einerlei 
Ordnung  ist,  so  kann  man  statt  derselben  auch  schreiben : 
/_  t  =  Ä,  (w  cos  2  iX'  —  &)  , 
0  — ^  =  Ä5,wsm2(;.'  — 5)  . 

Hiernach  ändern  sich  die  Neigung  und  die  Knotenlänge  der- 
gestalt, dass  die  Ungleichheit  der  ersteren  dem  Cosinus,  die  der 
letzteren  dem  Sinus  des  doppelten  Abstandes  der  Sonne  vom  auf- 
steigenden Knoten  proportional  ist,  und  dass  die  erstere  Ungleichheit 
bis  8'48",  die  letztere  bis  i''37'58"  anwachsen  kann. 

Dasselbe  üiesst  auch  leicht  aus  der  obigen  Construction.  Denn 
fallt  man  von  P  auf  Ep  das  Pei^pendikel  PQ,  so  ist  die  Ungleich- 
heit der  Neigung  gleich 

EP  —  Ep  =pQ=pP  COS.  HpP  , 

und    die    Ungleichheit  in    der  Bewegung    der    Knotenlinie    oder    der 
darauf  perpendikularen  EP  gleich 

Z.  HEP=  QP:EQ 
d.  i.  sehr  nahe  =  QP:Ep  =  p P  sin  IIp P :  Ep  . 

Es  war  aber  B.pP=  2  ES,  folglich  u,  s.  w. 


Neuntes  Kapitel. 

Von  der  Bestimmung  der  Elemente  der 
Mondsbewegnng. 


§.  143.  Im  Bisherigen  haben  wir  die  Befriedigung  gehabt  zu 
sehen,  wie  mit  zu  Grunde  Legung  des  Neivton'schen  Attractionsge- 
setzea,  und  wenn  wir  von  dem  Störungecoefficienteii  w  auch  nur  die 
erste  Potenz  beibehielten,  doch  alle  schon  vor  Newton  aus  Beob- 
achtungen erkannten  Monds  Störungen  mit  ziemlicher  Genauigkeit  sich 
entwickeln  Hessen.  Wir  nahmen  hierbei  die  elliptischen  Elemente 
des  Monds-  und  des  Sonnenlaufes  als  historisch  gegeben  an,  und 
substituirten  sie  in  den  dua'oh  die  Theorie  erhaltenen  Ausdi^ücken 
für  die  Coordinaten  des  Mondes. 
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Wie  die  Elemente  einer  i'ein  elliptischen  Bewegung  aus  Beob- 
achtungen gefunden  werden  können ,  ist  in  §.  53  geze^  worden. 
Offenbar  aber  kann  jene  Methode  nicht  ohne  Weiteres  auch  auf  den 
Mond,  eben  seiner  beträchthchen  Störungen  wegen,  angewendet 
werden.  Um  daher  Nichts  übrig  zu  lassen,  was  nicht  unmittelbar, 
sei  es  aus  der  Theorie,  oder  aus  Beobachtungen,  geschöpft  werden 
könnte,  und  somit  eine  mögHchst  vollständige  Einsicht  in  die 
Berechnung  der  Mondsbewegung  zu  erlangen,  haben  wir  noch  zu 
lernen,  wie  die  elHptischen  Elemente  der  infolge  der  Störimgen  nicht 
mehr  genau  elliptischen  Bewegung  des  Mondes  durch  Beobach- 
tungen sich  eiTnitteln  lassen.  Ehe  dieses  aber  geschieht,  wird  es 
gut  sein,  die  Gründe  übersichtlich  zusammenzustellen,  auf  denen 
unsere  Ueberzeugung  Yon  der  Richtigkeit  der  analytischen  Formeln 
beruht,  die  wir,  von  dem  Newton'schen  Gesetz  ausgehend,  für  den 
gestörten  Mondslauf  gefunden  haben. 


§.  144.  Wenn  bei  einem  sich  bewegenden  Körper  das  Gesetz 
gegeben  ist,  nach  welchem  die  ihn  treibenden  Kräfte  von  seinem 
jedesmaligen  Orte,  oder  von  der  Zeit,  oder  von  beiden  zugleich  ab- 
hängen, und  wenn  nächstdem  sein  Ort  und  die  Grösse  und  Rich- 
tung seiner  Geschmndigkeit  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  gegeben 
sind,  so  ist  damit  sein  Ort  für  jeden  Zeitpunkt  vollkommen  be- 
stimmt (g.  25).  Sind  daher  die  Bewegung  der  Sonne  um  die 
Erde  und  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  der  Ort  und  die  Geschwin- 
digkeit des  Mondes,  und  überdies  die  Verhältnisse  zwischen  den 
Massen  von  Sonne,  Mond  und  Erde  gegeben,  so  ist  damit,  und 
unter  der  Voraussetzung  der  Richtigkeit  des  Newton'schen  Gesetj;es, 
die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  vollliommen  bestimmt,  und 
es  müssen  sich  die  drei  Coordinaten  des  Mondes  als  Functionen 
der  Zeit,  und  dieses  nur  auf  Eine  Weise,  dai-stellen  lassen.  Sind 
folglich  umgekehrt  di-ei  Functionen  der  Zeit,  als  die  Coordinaten  des 
Mondes,  gegeben,  und  besitzen  diese  erstens  die  Eigenschaft,  dass 
die  aus  ihnen  nach  bekannter  Weise  herzuleitenden  Ki'äfte  einerlei 
sind  mit  denen,  welche  dem  Newton'schen  Gesetze  zufolge  statt- 
finden müssen;  lassen  sich  aber  auch  zweitens  den  in  den  Functio- 
nen vorkommenden  Constanten  solche  numerische  Werthe  beilegen, 
dass  die  damit  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  gemachte  Bestimmung 
des  Orts  und  der  Geschwindigkeit  des  Mondes  mit  deijenigen, 
welche  für  denselben  Zeitpunkt  die  Beobachtung  unmittelbar  giebt, 
zusammenfällt:  so  kann  man  versichert  sein,  dass  diese  Functionen, 
und  keine  anderen ,  die  richtigen  Coordinaten  des  Mondes  sind. 
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Beiden  Forderungen  wird  nun  durch  dio  im  Vorigen  entwickel- 
ten Werthe  der  Coordinaten  r,  l  und  J,  und  unter  der  postulirten 
Beschränkung  auf  die  ersten  Potenzen  von  w,  e,  e'  und  (,  Genüge 
geleistet.  Daas  die  ei-ste  Forderung  ei-füUt  ist,  geht  aus  der  Verglei- 
chung  hervor,  welche  bei  jenen  Rechnungen,  um  die  Coefficienten 
in  den  angenommenen  Formen  der  Coordinaten  zu  bestimmen, 
zwischen  den  Werthen  der  Kräfte,  welche  aus  diesen  Formen 
geradezu  folgen,  und  denen,  welche  das  Newton'sche  Gesetz  giebt, 
jederzeit  angestellt  wurde.  Die  Erfüllbarkeit  der  zweiten  Fordei-nng 
erhellet  daraus,  dass,  wenn  man  in  den  Coordinaten  die  StÖmngs- 
glieder  weglässt,  die  Constanten  in  den  übrig  bleibenden,  eine  rein 
elliptische  Bewegung  dai-s  teilen  den  Ghedem  numeiisch  immer  so 
bestimmt  werden  können,  dass  der  Ort  und  die  Geschwindigkeit 
des  Mondes,  welche  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  aus  den  Coordi- 
naten durch  Rechnung  fliessen,  einerlei  sind  mit  denen,  welche 
den  Beobachtungen  zufolge  in  demselben  Zeitpunkte  stattfinden.  Es 
wird  daher  auch  mit  Berücksichtigung  der  Störungsglieder,  als 
■welche  die  nämlichen  Constanten  enthalten,  eine  solche  Üeberein- 
stimmung  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  durch  Annahme 
etwas  veränderter  Werthe  der  Constanten,  oder  der  Monds  demente, 
immer  zu  Stande  gebracht  werden  können. 

§.  145.  "Was  nun  die  Methode  selbst  anlangt,  durch  welche 
die  Elemente  der  gestörten  Mondsbewegung  zu  bestimmen  sind,  so 
geht  aus  dem  eben  Gesagten  hervor,  dass  hierzu  eben  so,  wie  bei 
der  rein  elliptischen  Bewegung,  die  für  einen  gewissen  Zeitpunkt 
Tg  durch  Beobachtung  gefundenen  Werthe  der  drei  Coordinaten  *-, 
/,  h  und  die  Werthe  der  Geschwindigkeiten  /,  V ,  b' ,  mit  denen 
sie  sich  zu  dieser  Zeit  ändern,  hini'eichen.  Man  hat  alsdann  sechs 
Gleichungen  von  der  Form: 

r^It  -^Sn,  l  =L  +ÖL,  b  =  B  +dB, 
r'  =  n'  +  6R',  l'  =  L'  +  dL',  b'=B'-\-öB', 
wo  li,  i,  S,  R' ,  i',  B'  die  für  die  Zeit  T^  mit  den  Elementen 
des  Mondes  zu  berechnenden  elliptischen  Theile  von  r,  l,  ...  h' \ 
öR,  ÖL,  ...  ÖB'  aber  die  Aj^-egate  der  hinzukommenden  Störungen, 
und  daher  duixh  die  Theorie  bekannte  Functionen  von  der  seit  der 
Epoche  bis  T^  verflossenen  Zeit,  von  den  Mondselementen  und  von  den 
als  bekannt  vorauszusetzenden  Elementen  der  Sonnenbewegung  sind. 

Man  berechne  nim  zuerst  mit  r,  l,  ...  h',  wie  bei  einer  rein 
elliptischen  Bewegung,  nach  der  Methode  in  §.  53  die  sechs  Ele- 
mente des  Mondes.     Da  man  hierzu  die  Grössen  R,  L.  ...  £'  hätte 


y  Google 


§.   I'16.  Neuntes  K.apitel.     Bestimmung  der  Moiidflelemente.  233 

nehmen  sollen,  und  diese  von  r,  l,  ...  b'  um  öR,  ÖL,  ...  öB' 
unterschieden  sind,  so  werden  die  gefundenen  Elemente  kleine  Fehler 
von  der  Ordnung  w  enthalten.    Mit  diesen  Elementen  berechne  man 

die   Störungen   dS,   ÖL, Die  somit  sich   ergehenden  Werthe, 

welche  öSi,  i^i,,,  ..  .  heissen  mögen,  werden  bis  auf  die  erste 
Potenz  von  w  incl.  richtig  sein,  und  wenn  man  daher  mit  r  —  ä.R^, 
l—dL,,  ...,  statt  mit  r  —  dR,  l—SL,  ...  oder  B,  L,  ...,  die 
Elemente  nach  der  gedachten  Methode  von  Neuem  berechnet,  so 
werden  die  Fehler  derselben  nur  noch  von  der  Ordnung  w^  sein. 
Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  und  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  ÖR,  ÖL,  ...  selbst  bis  zur  Ordnung  vf  genau  ent- 
wickelt sind,  wird  man  hierauf  die  Elemente  nur  noch  mit  Fehlern 
von  der  Ordnung  vß  behaftet  finden.  Eine  abermalige  Wieder- 
holung der  Rechnung  giebt  die  Elemente  bis  auf  Abweichungen  von 
der  Ordnung  w'  genau ,  u.  s.  w. 

§.  146.  Zu  diesem  Verfahren,  die  Elemente  des  Mondslaufes  zu 
bestimmen,  ist  es  aber  nöthig  noch  folgende  Bemerkungen  hinzuzu- 
fügen. 

I)  Bei  der  in  §.  53  erklärten  und  hier  zu  Grunde  gelegten 
Methode,  die  Elemente  eines  Planeten  zu  bestimmen,  wurde  die 
Foimel  Jc^  =  «^ra*  mit  angewendet,  worin  k^  eine  von  einem  Pla- 
neten zum  anderen  so  gut  als  constante  Zahl  bezeichnet.  Es  ist 
nämlich  (§§.  62  und  65) 

wo  K  eine  füi'  jedes  Paar  sich  anziehender  Körper  gleich  grosse 
Zahl ,  und  M  und  m  die  Massen  dieser  zwei  Körper  im  Vergleich 
zur  Sonnenmasse  bedeuten,  wenn  letztere  als  Einheit  der  Masse  bei 
Bestimmung  der  Zahl  K  zum  Grunde  gelegt  worden  ist.  In  §.  53 
ist  daher  M-^m  eine  die  Einheit  äusserst  wenig  übertreifende  Zahl. 
Im  Gegenwäi'tigen  aber  sind  M  und  vi  die  Massen  von  Erde  und 
Mond,  und  es  muss  daher  ausser  den  drei  Coordinaten  und  ihren 
Geschwindigkeiten  noch  ein  siebentes  Stück,  nämlich  die  Summe 
der  Massen  von  Erde  und  Mond  im  Vergleich  zur  Sonnenmasse, 
gegeben  sein.  Statt  auf  die  Ermittelung  dieser  Massensumme  aue- 
zugehen, wird  es  aber  einfacher  sein,  beim  Gebrauch  der  Methode 
des  §.  53  die  Formel 

ganz  zu  beseitigen  und  dafür  den  Werth  von  n  geradezu  durch 
Beobachtungen  zu  bestimmen  zu  suchen ,  was  mit  einem  vorläufig  hin- 
reichenden Grade  von  Genauigkeit  schon  dadurch  geschehen  kann, 
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dass  man  zwei  der  Zeit  nach  sehr  weit,  um  ein  Jahrzehnt  oder 
Jahrhundert,  von  einander  entfernte  Beobachtungen  der  wahren 
Länge  des  Mondes  mit  einander  vergleicht,  und  den  ganzen  während 
dessen  durchlaufenen  Weg  durch  die  Zwischenzeit  dividirt.  Mit  der 
so  bestimmten  mittleren  Bewegung  n  findet  sich  hierauf  a  durch  Auf- 
lösung der  cubisehen  Gleichung; 


2)  Die  bei  diesen  Eechnungen  sich  ergebenden  Werthe  der  mit 
der  Zeit  proportional  sich  ändernden  Elemente  w  und  -d-  gehören 
dem  Zeitpunkte  T^  an.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  diese 
Aenderungen  vor  sich  gehen,  sind  gegebene  Functionen  des  Ver- 
hältnisses n'  :  n,  imd  man  wird  somit  die  zwei  wahren  Längen,  die 
man  zur  Bestimmung  von.  n  angewendet  hat ,  in  mittlere ,  die  man 
statt  der  wahren  hätte  brauchen  sollen,  näherungs weise  verwandeln 
und  damit  einen  genaueren  "Werth  von  n  finden  können.  Ueber- 
haupt  sieht  man  hieraus,  wie  mit  der  allmählichen  Verbesserung  der 
sechs  Elemente  a,  e,  ...  ^  gleichzeitig  auch  die  als  siebentes  Ele- 
ment zu  betrachtende  Grösse  n  sich  berichtigen  lässt. 

Wenn  übr^ens  das  jetzt  zur  Elementenbestimmung  angewendete 
Verfahren  für  die  Praxis  auch  nicht  das  geeignetste  ist,  und  man 
insbesondere  wegen  der  kleinen  Fehler,  womit  alle  Beobachtungen 
behaftet  sind,  ausser  der  hier  vorausgesetzten  Beobachtung  zur  Zeit 
T^  und  den  zwei  Beobachtungen,  welche  zur  Bestimmung  von  n 
dienen  sollen,  noch  eine  möglichst  grosse  Anzahl  zu  anderen  Zeit- 
punkten gehöriger  Beobachtungen  benutzen  wird,  so  wird  das  Ge- 
sagte doch  hinreichen,  um  von  der  Möglichkeit  solcher  Eechnungen 
und  ihrer  BeschaiFeidieit  im  Allgemeinen  einen  Begriff  zu  verschaffen. 

§.  147.  Ganz  besonders  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nach 
den  für  die  drei  Coordinaten  des  Mondes  hier  entwickelten  Aus- 
drücken, und  selbst  nach  den  viel  weiter  gehenden  Entwickelungen 
von  Laplace  und  Anderen,  bloss  die  Länge  des  Perihels  und  die 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Zeit  proportionalen  Aende- 
rungen unteiTvorfen  sind,  während  die  übrigen  Elemente  constant 
bleiben,  —  abgesehen  von  den  kleinen  Variationen,  welche  durch 
die  Aenderung  der  Excentrieität  der  Erdbahn  in  der  mittleren  Be- 
wegung des  Mondes  und  seiner  davon  abhängenden  mittleren  Ent- 
fernung, sowie  in  der  gleichförmigen  Bewegung  seiner  Apsiden  und 
Knoten,  hervorgebracht  werden  (§.  134).  —  Namentlich  ist  daher 
die  Neigung   der  Mondsbahn  gegen   die  Erdbahn  vollkommen    con- 
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staut,  obgleich  man  vennuthcn  möchte,  dass  diese  Neigung  wegen 
der  nicht  ganz  constanten  Lage  der  Erdbahn  gleichfalls  kleine  Aen- 
deningen  erlitte;  allein,  wie  Laplace  durch  die  Theorie,  überein- 
stimmend mit  den  Beobaclitungcn  aller  Zeiten,  gezeigt  hat,  wird 
bei  sich  ändernder  Lage  der  Erdbahn  die  Mondsbahn  durch  die 
Wirkung  der  Sonne  unaufhörlich  zu  derselben  Neigung  gegen  die 
Erdbahn  zurückgebracht. 

§.  148.  Es  ist  schon  in  §.  129  auf  die  Schwierigkeiten  auf- 
meiksam  gemacht  worden,  welche  mit  einer  den  Jieobachtungen 
genügenden  theoretischen  Entwickelung  der  Coefficienten  für  die  ein- 
zebieu  Störungsgleichungen  verbunden  sind.  Als  man  daher  nach  den 
ersten  von  Clairaut,  Euler  und  d'Älembert  angestellten  Ver- 
suchen, die  Ungleichheiten  des  Mondslaufes  bloss  dm-ch  die  Theorie 
zu  bestimmen,  die  Erfahrung  gemacht  hatte,  dass  die  hiernach  be- 
rechneten Tafeln  von  den  Beobachtungen  zu  Zeiten  noch  bedeutend 
abwichen,  so  begnügte  man  sich,  die  Theorie  mehr  ziu  Entwickelung 
der  Ai-gumente  der  Gleichungen  zu  benutzen,  die  Coefficienten 
aber  durch  Vergleichung  der  somit  bloss  ihrer  Form  nach  bekannten 
Gleichungen  mit  so  viel  als  möglich  Beobachtungen  zu  bestimmen. 
Auf  solche  Weise  entstanden  die  vortrefflichen  Mondstafeln  von 
Tobias  Mayer,*)  Mason,  Bürg  und  Burckhardt,  von  denen  die 
des  letzteren  noch  gegenwärt^**)  zur  Voraußberechnung  des  Monds- 
laufes in  den  Berliner  astronomischen  Jahrhüohern  und  in  der  Con- 
naissance  des  Temps  des  Pariser  Längenbureau  gebraucht  werden. 

Ungeachtet  der  grossen  Vollkommenheit  dieser  Tafeln  musste  aber 
die  Theorie  des  Mondes  so  lange  noch  unvollkommen  erscheinen, 
als  man  der  Beobachtungen  zu  etwas  Weiterem  als  den  sechs  oder 
sieben  Elementen  der  Bewegung  benÖthigt  war.  Die  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Paris  setzte  dalier  im  Jahre  1820  einen  Preis  auf 
eine  Mondstheorie,  bei  welcher  nur  jene  Elemente  aus  den  Beobach- 
tungen, alles  Üebrige  aber  aus  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere 
hergeleitet  wäre.  Zwei  Theorieen  erhielten  den  Preis:  die  eine 
von  Plana  und  Carlini,  die  andere  von  Damoiseau.  Letztere 
hat  ihr  Verfasser  mit   den  hier  zu   Gi'unde  gelegten  Tafeln***)  be- 

*)  nach  dem  Tode  des  Verfassers  vom  engliseheii  Parlamente  mit  einem 
Preise  von  3000  i&  gekrönt.  A.  d.  H. 

**)  d,  h.  bis  Kum  Erscheineö  der  Hansen'sohen  Mondstafehi  im  Jahre  1857, 

A  d.  H. 
***)  [Plana,    TMone  du  tnouvemmt  de  la  IJune,   3  Tomes,   Turin  1832.     Da- 
moiseau, Memoire  sur  la  tMorie  de  la  Zone,  in  den  Mimoires  des  Savans  itran- 
gera,  Bd.  1.   1327.]     Tahks  de   la  Lane,  form^es  par   la  seuk  tMorie   de   Vattrae- 
tion,...  pai  Damoiseau,  ...  Paris  1828. 
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gleitet,  die  zu  ihrer  gänzlichen  Vollendung  nur  wenig  zu  wünschen 
übrig  lassen. 

Noch  eine  Mondstheorie  ist  im  Jahre  1838  von  Hansen  er- 
schienen :  Fundamenla  nova  investigationis  orhitae  verae ,  quam  luna 
perlusfrat,  etc.  Ihr  Verfasser  hat  sich  darin  höchst  scharfsinniger 
und  von  den  früheren  ganz  verschiedener  Methoden  bedient,  um 
die  so  mühevolle  Rechnung  zn  vereinfachen.  Aach  hat  er  nach 
diesen  Methoden  berechnete  Tafeln  versprochen,  die  aber  bis  jetzt 
noch  erwartet  werden.*) 

Eine  nähere  Ajigabe  der  Eigen thümlichkeiten  dieser  verschie- 
denen Methoden  würde  hier  nicht  am  Orte  sein,  da  sie  auf  Kunst- 
griffen der  höheren  Analysis  beruhen,  die  ich  bei  meinen  Lesern 
nicht  habe  voraussetzen  wollen.  Statt  dessen  will  ich  zum  Schlüsse 
dieses  Abschnittes  die  Elemente,  nach  denen  Damoiseau  seine 
Mondstafeln  berechnet  hat,  und  die  vorzüglicheren  Gleichungen 
der  Länge ,  der  Horizontalparallase  unter  dem  Aec[uator  und  der 
Breite  nach  denselben  Tafeln  hier  noch  zusammenstellen. 

§.  149.  Bezeichnet,  wie  im  Obigen,  X  die  mittlere  Länge  des 
Mondes,  a  seine  mittlere  Anomalie  und  &  die  Länge  seines  aufstei- 
genden Knotens,  und  wild  jede  Länge  vom  mittleren  Frühlings äqui- 
noctialpunkte  an  gerechnet,  so  ist  nach  Damoiseau's  Tafeln  für 
die  mittlere  Pariser  Mitternacht,  welche  den  31.  December  vom 
I.Januar  ISOl   trennt,   als  Epoche: 

l  =  iii''36'42"8  , 
ß  =  205  29  58-4  , 
^=     13  54  54-2   ■ 
In   100  julianischen  Jahren,   d.  i.  in  36525  Tagen,    beträgt  das 
Wachsthum 

von  l  ...  1336  Umkreise -|-307''52'4i"6  , 
von  a  ...    132g  Umkreise  -{-  198  49  55-0  ; 
■9-  aber  nimmt  ab,  oder  die  Knoten  gehen  rückwärts,  um 
5  Umkreise  4- 134°  9'57"5  ■ 

*)  Tahha  Hl  la  lai  e  cons,tiuUi.i  d'apres  le  principe  Netetoniett  äe  la  gravi- 
tätion  utmerselle  pat  P  A  Saneen  {imptimies  aux  JraiB  du  gmvernem^it  Sri- 
tanttique]  Loadiea  1857  Darlegung  der  theoretischen  Bereclmung  der  in  den 
Mondiafeln  angm^andUn  Sibiungen  von  P  K.  Hansen.  Zwei  Abhandlungen  in 
den  Sehnß^  der  K  Siehe  GeseUseJiaß  dm  Wiss.  Leipzig  1862  u.  1864.  Eine 
■weitere  umfangreiolie  Mondtheorie  rilhit  von  Delaunay  her,  welcher  in  den 
Memotren  dei  Panset  JUdemte  T  28  u  2*1,  1860  u.  1867,  seine  TMorie  du 
Mmtiemenf  de  in  Lu  te  hat  eischeinen  linsen.  Leider  ist  die  Vollendung  des 
^^  erkei  duth  den  Tod  dei  \eilisieiH  vereitelt  worden.  A.  ü.  H. 


y  Google 


§.  IM. 


Neuntes  Kapitel.     Bestimmung  der  Monds elemente. 


237 


Hierzu  kommen  nocb  die  Säculai^leichungen 

voiiA...   ro"8786  .i^ +  o"oi598i  .  jf'  , 
von«...   50-0592  ■  *^  +  0'073539- *"  . 
von 5-  ...     6-6690  .  t*  +  0-009797  .  f  , 
wo  f  die  Anzahl  der  seit   der  Epoche  verfloasenen  Jahrhunderte  ist. 
Endlich  sind,  wenn  l'  irnd  a'  die  mittlere  Länge  und  die  mitt- 
lere Anomalie  der  Sonne  bedeuten,  zur  Zeit  der  Epoche: 
l'  =  280"   9'32"o  , 
"'  =       o  39     7-0  , 
und  es  beträgt  das  hundertjährige  Wachsthum 

von  i'   ...  IOC  "Umkreise  +      o''45'53"o  < 
von  «'  ...     99  Umkreise -H  359     z  43-0  . 
Hiermit  kann  man  die  "Werthe  von  ?.,  a,  ^,  l'  und  a'  für  jeden 
gegebenen  Zeitpunkt  berechnen.    Die  wahre  in  der  Ekliptik  gezählte 
Länge  des  Mondes  ist  alsdann,  wenir  man  der  Kiü'ze  willen 

l~X'  =  ä     und     1  —  &='C 
setzt: 

^  +  6''i7'  i9"7sino; 
+      12  48-8  sin  2a 
-j-  36-1  sin  3« 

4-1    16  28' 


3   12 
i26 

2  45 


sin  [26  —  a] 
sm(4ä-2<,) 

1  sin  d 

7  sin  2  (J 
■  0  sin  a' 
■8  sin  2  ^ 

9sin[2«-2<5) 

2  sin  [zd  -\-  a) 

7  sin(2(J  —  c'  —  a) 
Ssm{2Ö—a') 

■osin{a  —  a') 

■4sin(a-Ha') 
sin  {2^  +  «) 

■4  sin [2 5—«) 

5  sin  (2  ^  — '  zö) 
5sin(45— a) 
■osin(2(S  +  "'  —  «) 

6  sin  [2  5  +  «')  , 
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WOZU  noch  65  andere  Gleichungen  kommen,  nämlich  6,  deren  Cocf- 
ficienten  zwischen  20"  und  10"  fallen,  und  59,  deren  Coefficienten 
kleiner  ala  10"  sind.  Die  hier  mitgetheilten  21  Gleichungen  reichen 
daher  nur  hin ,  um  die  wahre  Länge  bis  auf  etwa  eine  halbe  Minute 
genau  zu  finden.  Die  drei  ersten  derselben  machen  die  Mittelpunkts- 
gleichung aus,  die  vierte  und  fünfte  die  Evcction;  die  sechste  ist 
die  parallaktische  Gleichung  (§.  111],  die  siebente  die  Variation, 
die  achte  die  jährliche  Gleichung.  Die  neunte  Gleichung  ist  die 
vorzüglichste  unter  denen,  durch  welche  die  Länge  des  Mondes  in 
seiner  Bahn  auf  die  Ekliptik  redncirt  wii-d  [§.  48,  Anm.) . 
Die  Horizontalpai-allaxe  ist  nach  denselben  Tafeln; 

57'o"9  +  3'   &"5  cosß 

-{-     io-2coa2a  (Mittelpnnktsgleichung) 

+      34-4  cos  (2  Ä  —  a) 

+       3.1  cos(2ii  +  ß)  [§.  121) 

l-OCOS^ 

+     28-5COS2.3  (§.  111) 
+       i-9cos(2(J  — «■)  (§.  114) 
+        1-4  cos  {zd  —  ci'  —  a) 
-1-         1-2  COS  f«  —  « ' ) 
+  noch  13  anderen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  <  i". 
Bezeichnet  man    endlich  mit   A,  J,  Z  die  Werthe  von  a,  ij,  c, 
nachdem  man  zu  jedem  der  letzteren   die  Summe  der  Gleichungen 
der  Länge  hinzugefügt  hat,  so  ist  die  Breite  des  Mondes 
5°8'59"8smZ 
+      8  47.8sin(2z/  — Z;  (§.  140) 
-H         25'8sin(2^  — ;?) 
+         22 -o  sin  (2  i/  —  7.  —  «') 


23-8 


<  / 


+  13   Gleichungen,  deren  Cottfinenten  <  20 

i    m     1       g  L  t       den  wegen    ihrci    Klcinhi-it    hiei   \icf,gela3si.ncn 

il     1    nfe           d  b  d       zwei  merkwürdig,  welche  von  der  ih geplatteten 

3       Itd     Ed    h  h       (§.  71,  zu  Ende)     Die  eine,  -nelehe  die  L&nge  be 

:   fft      t  gl     h  7  3  I  plioirt  in  den  ?mii^  der  Linge  des  aufsteigtnden. 

\.     X          d          d  Gle  chu  g  der  Breite      st  gleich  —  8  6    multiplicirt 

d       Sa       d      w  hr       LHnge  des  Mondes      Die  Coeffteienten  die^ei  Glei 

h  ng            1    wai  j  d  n  ihi  en  far  %  oh    können,  wenn  sie  geiadezu  aus 

iJblt              bt  tecie        etEti  ttelu  g    dei     \bplattung   dienen 
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Bürg  fand  aus  einer  grossen  AnBahl  von  Beobachtungen  die  Coefficienten  ^  6"S 

uud  ^  —  8"o,  woraus  Laplace  die  Abplattung  resp.  ^ und   = r 

folgerte,  zwei  Resultate,   die  nicht  nu       h    nahe    nte         h  d    n        1 

mit   der  aus  Gradmesaungen   geschlo      Ji  n   \bpl  tt  b  t  D 

moiseau,   welohei'  seine  Coeffioient  n  tl        t     h  b    t    nt  Ja      m        1 
nach  eine  grösaere  Abplattung,  =  —     w         1  □  n  0    f       nten 

nach  den  Formeln  in  der  Mic.  cM.  T         UI    i  1  ii  il      z     G       d 

gelegt  haben. 

Anmerkung  des  Herausgeb  D  n  Ha        n     1   n  M     dt  f  In 

entnehmen  wir   die  fönenden  numer     h       ^1    rth  1  h     t       J   00  J         )  0 

mitü.  Zeit  Greenwich,   d.  h.  für  den  Mittag  des  31.  Decbi.  liWO  gelten. 
^  =  33S''43'26"70  +  (i3X36o°  +  477644"i96i|  ioo(+  i3"3<"S^  +  o"oi3473i'  , 
ß=  iio''i9'33"64  +  ('3X36o"  +  33iis8"3;i5)  iooi  +  49"435t= +o"osoo73i;=, 
S'^  33°  i6'3i"i5  —  69629"396i  X  ioo(-}-  8"i89(^  +  o"oo7i59i^ , 
r  =  279°  54'  4.9"65  +  (360°  +  z7"663o]  looi  +  i-'iogSi'  , 
«'=o°24'28"22  +  |36o°  — 33"92i8)i(»*~o"56i2i=  . 

Zur  Reduotion  auf  die  Epoche  der  Damoiseau'solien  Tafeln  iat  fo^liot 

t  z=  3  5-4935   gjj  aubstituiren.     Für  Exoentricität  und  Neigung  des  Mondes 

36525 
setzt  Hansen 

6  =  0.05490807  ,  J=  s°S'  39"96  , 

für  die  in  den  obigen  Längen  enthaltene  allgemeine  Präcession ; 

+  SO"2230X  ioot+  l"l2It^  . 

Um  die  gestörten  Werthe  der  Mondcoordinaten  bei  Hansen  und  Da- 
moiseau  bequem  Tergleiclien  au  können"),  bedienen  wir  uns  des  in  den  .Be- 
ricldeti  der  Sachs.  Gesellsohaß  der  Wissensc/iaßen  vom  12,  Deobr.  1863 
(Hansen,  Analyse  der  eeUpiiscken  Tafeln,  S.  144  flg.)  enthaltenen  Ausdruekea 
für  die  gestörte  LHnge  /  in  der  Bahn,  in  welchem  alle  Glieder  <  2",  nebst 
den  Ungleichheiten  sehr  langer  Periode,  weggelassen  worden  sind: 

+  22639   sine 


.11(2« -!-«■) 
n  («  +  «') 


*)  Hansen  hat  selbst   eine  derartige  Vergleichung  in  §.  10  sei 
legimi/«  ■ 
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,ii(aJ— an  +  o') 


+     ai2  s 

in(aif— Zß) 

+   4583  H 

in(2rf  — (() 

+   Z393  8 

\azS 

+     195   s 

in(2<)'+ß) 

+       15   a 

inlaJ'+a«) 

+         9  s 

in(2j— 2K— ß'l 

-}-      206   s 

m(2il— «  — 0'} 

+      167   s 

111(211—«') 

+    15  s 

m(2d'+ !!  —  «■) 

+         1  s 

in(2(f— ß  — 2ß') 

+          S   e 

in(2(C— 2«') 

+        31    s 

m.;4cr-2«) 

+        39   s 

111(4^—«) 

.(4^- 

■«—«') 

.[<r+, 

*') 

(j-, 

') 

<f 

!<r+, 

^) 

\zs- 

-«) 

l(2t- 

■R) 

.  (2?~ 

.2<f+n'; 

2rf) 

(2f  — 

i(2f- 

■2d'+«) 

L(2C- 

.2<r-B') 

Die  in  der  Ekliptlli  gezählte  wahre  Länge  £  des  Mondes  ergiebt  sich  bler- 
s  durch  die  Gleichung 


+        3   dii(atf-«) 
-       3  9in{2rf+«) 


yGoosle 
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^  45"  < 


-«) 


n|«+«) 

-  4  sm(3{+2.) 
+    26   sin(2f  — 2cf) 

+     9  sin|2C-2it+o) 

-  9  sin[2;  +  2rf— B) 

-  6  »n(2{+2*) 

die  aogenaiinte  Reduetion  auf  die  Ekliptik  bezeichnet. 

liie  Breite  S  des  Mondes  erhält  Hansen  mittelst  der  Formel 
sin  .B  =  sin  Jain  1?—  *)  +  s 
und  bestimmt  die  Störungen  s  durch  [Mo>idtafeln  S.  12,  Barhyunc/  Art.  14t): 
.--      8"8sin(!— 10"9') 
n  (£_„  +  „■! 
.n  B+  .') 
uK  +  i  +  c') 
nK-3«) 


.n({-.4 
nit  — «') 
.n(f+«- 


— 

23 

6e 

ii(f-arf) 

+ 

44 

03 

c(^_2,f  +  „) 

-f- 

5 

5S 

in(f  — 2<r-|-zc) 

— 

I 

6s 

n(;-2rf-«  + 

— 

2S 

Se 

n(f  — 2rf-J-«') 

+ 

I 

Ss 

in(f  — 2tf+c  + 

— 

0 

Ss 

n(f-arf+2«') 

+ 

0 

8s 

n(3f-2tf| 

— 

3 

SS 

n!f-4rf) 

— 

6 

OS 

n(f— 4'f+ß) 

+ 

0 

5s 

nlf-J-«} 

„ 

0 

Ss 

n(f-<r) 

— 

0 

8b 

in(f  — <f+«) 

+ 

0 

6s 

Ulf +  (?-«)  , 

die  Glieder  <  0-5 

ver 

naehlässigt  werden . 
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;   Aequatoreal-Horizontiilparallaxe   des  Mondes   endlieli  wird   {Berichte 

TT  =    H-  3422"3 


2  cos  (arf —  a 

IC09(2rf-3. 

3eos(3rf-S( 
3eoa[2rf— «1 


während  die  Sonnenparalla 


=  S"9+c 


gegeben  ist. 

Die  beiden  Glieder  +8"  sin*  in  der  Länge  und  — 8"8  siafi— lo^g')  in 
der  Breite,  welche  von  der  Abplattung  der  Erde  abhSugen ,  finden  sich  in  den 
§g.  11  und  21  der  iDarkgung".  ausführlich  behandelt  (wozu  Art  14  und  15  zu 

vergleichen  sind):  sie  entsprechen  nach  Hansen  einer  Abplattung  von  — -  ■ 
Vergl.  Helmert,  Üeodäsü  Bd.  II,  Cap.  6,  g§.  6  und  7.  Eine  neuere  Arbeit 
von  G.  "W.  Hill  über  die  in  Rede  stehenden  Ungleichheiten  führt  den  Titel; 
DeterminaMon  of  the  inequaUties  of  (ke  Maon's  moUon  which  are  produeed  by 
the  ßgwe  of  the  eartk;  a  sappletnent  fo  Delaunay'a  lunar  fheory,  Washington 
1884  (Astronom.  Papers  IH,  2).  A.  d.  H. 
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Vierter  Abschnitt. 


Ton  den  gegenseitigen  Störungen  der 
Planeten. 


y  Google 


y  Google 


Erstes  Kapitel. 

Von  den  Störungen,  welche  yon  den  Excentrici- 
täten  nnd  der  Keignng  unabhängig  sind. 


§.  150.  Fast  keine  Aufgabe  hat  den  Astronomen  grössere 
Schwierigkeiten  entgegengestellt,  als  die  Entwickelung  der  Störun- 
gen, welche  der  Mond  durch  die  Sonne  erleidet.  Der  Grund  hiervon 
ist  hauptsächlich  die  Grösse  der  störenden  Kraft,  die  bis  zum  89-sten 
Theile  der  Hauptkraft,  welche  den  Mond  nach  der  Erde  zieht,  an- 
wachsen kann  (§.  103).  Ungleich  geringer  sind  die  störenden  Kräfte, 
welche  die  Planeten  auf  einander  ausüben,  im  Vergleich  zu  den 
Kräften,  welche  sie  um  die  Sonne  zu  kreisen  nöthigen.  Obgleich 
daher  das  im  Vorigen  angewendete  Verfakren,  nm  die  Mondsstö- 
rnngen  zu  berechnen,  für  die  wirkliche  Ausführung,  wo  eine  die 
Beobachtungen  befriedigende  Genauigkeit  erzielt  werden  soll,  keines- 
wegs das  geeignetste  ist  nnd  nur  deshalb  befolgt  wurde,  weil  es  am 
leichtesten  verständlich  war,  so  wird  doch  dasselbe  Verfahren  bei 
den  Störungen  der  Planeten,  wenigstens  der  älteren,  deren  Excen- 
tricitäten  und  Neigungen  durchschnittlich  nur  gering  sind,  fast  voll- 
kommen Genüge  leisten  und  uns  alle  ^vahrnehmbaren  kleinen  Ab- 
weichungen von  der  elliptischen  Bewegung  leicht  finden  lassen,  — 
mit  Ausnahme  einiger  weniger,  zu  deren  Erforschung  eine  tiefer 
gehende  Rechnung  nöth%  ist. 

§.  151.  Auch  bei  der  Theorie  der  Planeten  werden  uns  die  drei 
für  das  Problem  dar  drei  Körper  in  §,  95  gefundenen  Grundformeln 

V^Km' .  Q  ,  W=Km'  .R 

als  Ausgangspunkt   dienen.     In   ihnen  bedeuten  jetzt  M,  m  und  m' 
die  Massen   der  Sonne,   des   gestörten  Planeten   und   des  störenden; 
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P,  Q  lind  B,  sind  Glossen,  die  auf  eine  aus  §.  95  zu  ersehende 
Weise  von  den  Radien  Vectoren  r,  r'  der  Planeten  m,  m' ,  ihren 
heliocentri sehen  Längen  l,  V ,  beide  in  der  Bahn  von  m  gerechnet, 
und  der  heliocentrischen  Breite  V  von  m'  in  Bezvig  auf  dieselbe 
Bahn  abhängen;  T,  V  und  W  endlich  sind  die  di'ei  auf  m  nach 
den  ebendaselbst  angegebenen  Richtungen  wirkenden  Kräfte,  Die  in 
ihren  Ausdinicken  mit  m'  multiplicirten  Glieder  sind  die  störenden 
Kräfte,  und  das  Glied  von  T,  welches  M-\-  m  zum  Factor  hat,  ist 
die  den  Planeten  m  nach  der  Sonne  treibende  Kraft.  Der  Grund, 
aus  welchem  die  ersteren  gegen  diese  letztere  jetzt  sehr  gering  sind, 
ist  die  ausserordentliche  Kleinheit  von  m'  gegen  M,  während  bei 
der  Stömng  des  Mondes  durch  die  Sonne  die,  im  Verhältnisse  zur 
Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde,  sehr-  grosse  gegenseitige  Ent^ 
fernung  beider  Köi-per  die  Ursache  war,  weshalb  die  slärende  Kraft 
gegen  die  Ilanptkraft,  welche  die  Bewegung  des  Mondes  regulirte, 
so  gering  ausfiel. 

§.  152.  Bezeichne  n  die  mittlere  Bewegung  von  m,  und  zwar 
zur  Zeit  der  Epoche,  dafem  sich  diese  Bewegung  nicht  vöUig  con- 
stant  finden  sollte.  Die  zu  ti  nach  der  elliptischen  Theorie  gehörige 
mittlere  Entfernung  des  Planeten  m  von  der  Sonne  sei  «,  also 

Die  Substitution  des  hieraus  folgenden  Wertlies  von  K  in  die 
Gleichungen  für  T,   V,   TP'giebt; 


Fälle  ausgenommen,  ihrProduct,  so  wie  die  zweite  und  die  höheren 
Potenzen   immer    veraachlässigt    werden   können.      Setzt    man    daher 

noch  die  Masse  der  Sonne  M  =^  i,  so  kann  man  für  -r^ schlecht- 

hin  m'  schreiben,   und   die  Fonneln  werden,    wenn   mau  sie  noch, 
wie  in  §.  99,  mit  n'^a  dividirt  und 
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setzt,  d.  h.  diejenige  Kraft  (=  }t^a)  zur  Einheit  nimmt,  welche  einen 
in  der  Entfeinnng  a  Yon  der  Sonne  befindlichen  Körper  um  letztere 
einen  Kreis  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  zu  beschreiben  nöthigt; 

r,  =  — ^  +  «i'fl^P,         y,^m'a^Q,         W.^m'a^R  . 

§,  153.  Zunächst  sind  nun  in  diesen  Formeln  für  P,  Q,  R  ihre 
durch  die  Coordinaten  r,  /,  r' ,  V ,  1/  ausgedrückten  Werthe  zu  setzen. 
Es  besteht  aber  jede  dieser  Coordinaten  aus  zwei  Theilen ,  von  denen 
der  eine  rein  elliptisch  ist,  der  andere  die  Störungen  enthält  und 
daher  m'  zum  Factor  hat.  Da  nun  von  m'  bloss  die  erste  Potenz 
beibehalten  werden  soll,  so  reicht  es  hin,  in  /*,  Q,  R  bloss  die  el- 
liptischen Theile  der  Coordinaten  zu  substituiren. 

Wir  wollen  aber  für's  Erste  auch  noch  the  Excentricitäten  der 
beiden  Bahnen  unberücksichtigt  lassen,  also  annehmen,  dasa  m'  sich 
in  einem  Kieise  um  die  Sonne  bewege,  und  dass  die  Bahn  von  m, 
wenn  keine  Störung  stattfände,  gleichfalls  kreisförmig  wäre.  Wir 
wollen  ferner  wegen  der  Kleinheit  der  gegenseitigen  Neigung  beider 
Bahnen  die  zweite  und  die  höheren  Potenzen  der  Neigui^  unbe- 
achtet lassen.  Alsdann  ist,  wenn  die  mittlere  Entfernung  des  Pla- 
neten m'  von  der  Sonne  gleich«',  und  die  mittleren  Längen  von  m 
und  m'  gleich  X  und  l'  gesetzt  werden: 

r=a,  l  =  X,  r'  ^u' ,  V  =  V   , 

und  es  kommt,  wenn  man  noch  der  Kürze  halber  u  statt  %  —  V 
schreibt : 


ist  (§.  %). 

Letzterer  Ausdi'uck  ist  nun,  um  ihn  für  die  folgenden  Rech- 
nungen brauchbar  zu  machen,  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  deren 
Glieder  die  Vielfachen  von  u  zu  Argumenten  haben. 

Bei  der  Mondstheoiic ,  wo  — ;  ein  sehr  kleiner  Bruch  =^  —  war, 
convergirte  diese  Heike  so  schnell,  dass  für  unseren  Zweck  die  zwei 
ersten  Gheder  derselben  vollkommen  hinreichten.    Anders  verhält  es 
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sich  gegenwärtig,  wo  je  nach  deii  beiden  Planeten,  die  zugleich  in 
Betracht  kommen,  und  nach  den  damit  bald  grösseren,  bald  gerin- 
geren Abweichungen  des  Verhältnisses  a  :  a  von  der  Einheit,  die 
Eeihe  bald  ebenfalls  ziemlich  schnell,  bald  aber  so  langsam  conver- 
girt,  dass  man,  um  ein  sattsam  genaues  Resultat  zu  erhalten,  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  von  Gliedern  entwickeln  muss.  Diese  Ent- 
wickelung  ist  nun  allerdings  einer  der  mühsamsten,  zugleich  aber 
auch,  wegen  der  merkivüidigen  dabei  vorkommenden  Relationen, 
einer  der  interessantesten  Theile  der  Stoiomgsrechnungen.  —  Fol- 
gendes wii'd  uns  die  nöthigen  Begriffe  davon  verschaffen. 

§.  154.     Werde 

(^  —  2ßß'cosw-t-  «'*  =  U 
gesetat  und  zuerst  ganz  allgemein  die  Entwickelung  der  Function  U~^ 
verlangt. 

Mau  setze  a  ^  a'  h  und  damit 

(7=m'^(i~2&cosm-4-6')  , 
und  denke  sich  nun  das  Trinomium  i  —  aöcosM  +  Ir  nach  b  in  die 
zwei  Factoren  i  — hx  und  i  — hy  aufgelöst,  so  dass 

I  —  zb  cos« -(-  5'  =:  I  —  b(x  -\-y)-{-  J/xy  . 
Dies  giebt 

(«}        X  -\-y  :=  2  cosw     und     xy  =  i  ,     also     j(  =  -  , 
und  es  wird 

IT-^  =  a--'\i--bx)'''{i-by)-'  . 
Es  ist  aber 

(i  — i3-)"*=  i  +  c!bx-]-ßb^x'-  +  yb'x^  +  ...  , 
wo 

^      '  i.2'  '  I.2-3 

und  eben  so 

folglich 

(5)  a'^^U'^  =  I  +a=i=  +  ^'i*  +  /6«-l-... 

+  iaJ  +  o/!6"+(S).6'  +  ...)(z  +  i| 
+  (yj.  +  ..jt. +    ■)  +  ,.,    , 
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Nun  ist  nach  («;■ 


und  mithLn 

X^  -\ j=:(a:-j J    — 2=4C0S!(^  —  2  =  2eOS2 


=  4  cos  2«;  cos  i«  —  2  eos«  =^  z  cos  3«  , 

^'  +  ^  =  k  +  y(»'  +  j!-»^'-ji 

=  4(;os3?(cosM —  cos2W  ^  2  COS4W  , 
u.  s.  w.     Denkt  man  sich  daher  in  (5)   für  a,  §,  y,  ■..  ihre  durch  *■ 
ausgedrückten  Werthe  substitukt  und  selat  dann 

5^  +  ...]=9(,,  , 


l±-^7,^-J 


1       1.2.3 

u.  s,  w,,  so  wird: 

4r,=-%  +  %  cos M  +  %  cos 2  !<  +  3(,  cos 3?i  +  . ..  , 
oder,  wenn  man  noch  annimmt,  dass 

-,==...+  '-%_,cos(—  2U)  +  l^_,c<3s{-u) 

+  ^9(„-|-^a[,C0eM  +  ^M3COS2M  +  ...    , 

also  mit  Anwendung  des  Summenzeichens  j^ : 

worin   für  i  nach   und    nach    alle    positiven    und   negativen    ganzen 
Zahlen,  Null  nicht  angeschlossen,  zu  setzen  sind. 

§,  155.     Um   in    dem    Folgenden   mit   Leichtigkeit    operiren  zu 
können,  wird  es  gut  sein,  einige  gonio metrische  Foi-meln  und  dahin 
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gehörige  Sätze,  welche  Summen  von  der  eben  erhaltenen  Form  be- 
treffen, hier  einzuschalten. 

I.  Sind  Ai,  5,.,  ...  beliebige  Functionen  von  i,  und  bezeichnen 
l,  m,  ...  beliebte  constante  Zahlen ,  k  eine  constante  ganze  Zahl,  so 
ist,  ■wenn  für  i  nach  und  nach  aJle  Zahlen  der  Reihe  ...  — 2,  — i, 
o,    !,  2,   3,  ...  gesetzt  werden: 

Denn  jeder  der  beiden  Ausdrücke  stellt  eine  naeh  beiden  Seiten  un- 
endlich fortgesetzte  Beihe  vor,  von  welcher  AlB„^...  ein  Glied  ist, 
und  wo  jedes  folgende  Glied  aus  dem  vorhergehenden  dadurch  er- 
halten wird ,   dass  man  die  Indices  von  A,  B,  ...    um  i  vcrgrössert. 

II.  Ist  Ff  eine  ungerade  Function  von  *',  wie  z.  B.  ai-{-bi^,  so 
ist 

F_i  =  —  F^ ,     lind  daher  ^  F^  =  o  , 
mithin  auch  z.  R. 

^  FjCositi  =  o  , 
weil  coaiic  eine  gerade  Function  von  i  ist. 


Von  jetzt  an  sollen  unter  A^,  B^,   0^,  ...    ohne  weiteren  Zusatz 

nur  gerade  Functionen  von  *  verstanden  werden,  so  dass 

A^,  =  Ai,        B_i^Bi  ,         etc. 

Alsdann  sind 

z.  B.   iAi  und  A^  sin«*  ungerade  Functionen  von  i,  und 

daher 

2JiAi  =  0     und     ^Ai  sin  iu  =  0   . 

III.    Mm 

L  hat 

cos  ;«(-!-!?)  =cosiMCOSW  —  sinjzfsinu  , 

mithin  auch 

und 

UiAi<iO%{iu  +  v)  =  coüv 2^iAiCmiu  —  smi>2JiAiBmiu  . 

Es  ist  aber  nach  II, 

folglich 

2jAi^i-n.iu  =  0  und  ^!^;Cossw  =  0  , 

(a) 

C0SÜ-2,^;COSZ«  =^  ■2'^;C0S(2M-|-!JJ     , 

(&) 

smc ^iAi&uiiii  —  —  2JiAi<it:)S.(iu  +  v)  . 
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Auf  gleiche  Weise  findet  sich  durch  Entwicklung  von  sin  {iu  +  n): 
aina^  AiCosiu  :=  ^  Ajaia{iu-\-v)   .  (e) 

cosv^iAisiaiti  =  ^iAfam.{iu  +  v]   .  [cl] 

IV.     Ist  u   eine    veränderliche,    und   Af  für    einen    bestimmten 
Werth  von  i  eine  constante  Grösse ,  und  findet  sich 

^  Af  cos  it(  =  o  , 
so  hat  man  daraus  zii  sehliessen: 

^(  =  o  ,  A,^  =  o  ,  A^  :^  o  ,  A,  =^  o  ,  etc. 

Ans 

-Ä*  2-4;  sin  ja  =  o 
aber  folgt 

^1  =  o  ,  A^  ^  o  ,     etc.,  nicht  auch  A^  =  o  . 

Unter  denselben  Voraussetzungen,   und  wenn  k  eine   constantc 
Zahl  bedeutet,  hat  man  aus 


zu  folgern: 

^X. 

.(COS 

iw  =  0 

A  =  o, 

^i 

*,+A-. 

=  o 

,     ^t^.. 

,  +  A-^, 

= 

und  überhaupt 

Ah-, 

+  A-i  = 

o, 

oder  was 

dasselbe 

ist; 

Denn  die  durch  ^ Ai;+iCO&iti  ausgedrückte  Reihe  ist: 

'ijc+  {A:  +  ,  -\-  A,,^^)cosu+  [A!^  +  .,-^A,^_^)  coszu-i-  ...   . 
Dasselbe  folgt  auch  aus 

^iAi^^iSiaiu  =  o  , 
ausgenommen,  dass  nicht  nothwendig  auch  ^ij.  =  o  ist. 

Aus  ^  ^fc+ 8  sin«!(  =  o  sowohl,  als  aus  ji  «^ft+;  cos  iu  =  o,   folgt 

für  jeden  Werth  von  i. 

Aus  ,^.i4;CossM  =  jÄi?j  +  (C084M  folgt: 

2A,^B,^i  +  Bi_i; 
aU8  ^i.4;8inu(  ^=  .^.Bj^.jsin/M  folgt: 

2iA:=B:^,  —  B:_l\ 
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§.   156.    Wir  wollen  jetzt  zu  der  in  §.  104    eatwickelten  Formel 

(1)  U-'  =^2J%cositt  , 


ist,  zurückkehl' en  und  daa  Gesetz  zu  bestimmen  suchen,  nach  wel- 
chem die  Coefficienten  31  derselben  von  einander  abhängen.  Zu  dem 
Ende  werde,  wenn  s  in  s -{- j  übergeht,  ©;  statt  9t,-  gesetzt,  so  dass 

[3)  U-'-'  =i^'39,cos«(  . 

Es  folgt  hieraus 

-^^StjCosm  =  -  U^i&iCosiu 

=  ^{a^  -\-  a'^  —  2aa'  costi)  2^ &^cosiu  . 
Nun  ist  nach  §.  155,  HL  [a] 

cos w  .^ ©; cos iu  =^  ^  ©,.  cos  [i-\-  i)u 

nach  I.,  und  dalier 
folglich  nach  IV. 

Man  bat  ferner  durch  Differentiation 

(5)  d.  U-'  =  —  sdZr.U-'-'   , 

und  wenn  man  (1)  und   [2)   nach  u  diffcrentiirt : 

d.U^'  ,   y...    .    .  du 

-, — -  ==  — --^  ^a.,■sln^■«  ,  ^—=  2aa  smw  ; 

du  z  '  äti 

folglich 

-jl/iMj  sin  iu  =  saa'  sin  Uji/^^  oosiu  , 
oder  wegen  III.  (c)   und  I. 

^  J^m^siniu^  saa'  ^^iSinii  +  j)u  ^  saa'  2^^i_^siniu  ; 
folglich  nach  IV. : 

(6)  i^i=^saa'{S8i^^—?8i^,)   . 

Durch  Elimination  von  31;  aus   (4)  und  (6)  erhält  man  nun  eine 
Gleichung  zwischen  den  Coefficienten  SS  allein: 

(7)  {i  +  s)aa'^i_,  +  {i—s)aa'S8,^^  =^  iia'  +  a-')^^  , 


yGoosle 


§.  156.      Erstes  Kapitel.  Von  Excentticitäten  u.  Neigung  unabh..  Störungen.      253 

und  weil  31^  auf  dieselbe  Weise  von  «,  «',  *'  und  s  abliängt,  wie  SB; 
von  «,  «',  i  und  s+  i; 

(i  +  ,_,j„„'g,^,+  (i_,+  ,]«„'Sli^,  =  .•(».  + „■■)«(.        (S) 
welches  die  gesuchte  Relation  zwischen  den  Coefficienten  'ä  ist. 

Zusätze.  «)  Eben  so,  wie  in  (4)  und  (6)  die  Coefficienten  31 
durch  die  Coefficienten  iB ,  so  können  auch  umgekehrt  letztere  durch 
erstere  ausgedrückt  werden.  Denn  aus  (6)  und  (4)  in  Verbindung 
folgt: 

(,— s)  si;^— 5  {ß^  +  ß'=)a3i  +  2Ä««'©i_,  ,  (10) 

oder,  wenn  man  in  (10)  «'+  i  statt  i  setzt: 

und  nach  Elimination  von  S^+i    aus  (9)  und  (11): 

(*  +  s)(«^  +  «'^)M,--(*  — s  +  i)2a«'3(,v,=sK'-«?^i  >    (12) 
oder,  wenn  man  i  in  — *  verwandelt,  nach  §.  155,  11.: 
-  (*-s)(«^  +  0  St; +  (*■  +  *- i)2««'9£i-,=sK=-«T®i-     (13) 
6)  Diiferentiirt  man  (1)  und  (2)  noch  partiell  nach  a,  so  kommt: 

und  die  Gleichung  (5)  wird; 

—  ^  -T-^  COS  SM=  — ■  s  [a  —  a  cos  u]  ^  Jo,.  cos  i  u 

=  —  sa2!^iCnsiu-\'Sa'Xsd._^^  cos  iu  ; 
folglich  nach  IV-: 

-^  =  — 2S«©,-  +  .S«'(iö;_,  +  i9,.^,)    .  (14) 

Es  folgt  hieraus,  das  eine  Mal  in  Verbindung  mit  (6): 

— ^  +-r-^  =  2Ä«'S,-_,  —  2««©;   ,  (15) 

und  das  andere  Mal  in  Verbindung  mit  (4)  : 

also  wenn  man  in  letzterer  Formel  für  S^  seinen  Werth  aus  (13)  setj;t: 
<.(«'•--«■)  ^  =  2  {'  +  «-0««'5l,-i -[(>■-»»)<>• +  •■«'■]>»,.     (16) 
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c)  Aiif  gleiche  Art,  wie  (14),  findet  sicli,  wenn  man  (i)  und  (2) 
nach  ß'  düferentiirt : 

(17)  15"  =  -"°'®'+"''®'-  +  *'+''- 

Aus  (14)  und  (17)  aber  folgt  mit  Berücksichtigung  von  (4): 

<-)  ^^^-^—-.^ 

eine  Gleichung,  die  auch  schon  aus  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  homogenen  Functionen  fliesst,  indem,  zufolge  der  Gleichungen 
(1)  und  (2),  91;  eine  homogene  Function  der  Grössen  a  und  «'  von 
der  Dimension  —  2  s  ist. 

§.  157.  Man  setze  jetzt  s  =  -  und  achreibe  für  diesen  speciellen 
Werth  von  s,  A  nnd  B  statt  der  vorigen  %  und  iS.  Die  Gleichungen 
(7),  (8),  (12)  und  (13)  des  vorigen  Pai'agraphen  gehen  damit  über  in: 

[1]         (2i+.).o'B,_,  +  (2i-,)t.»-B,.^,  =  2t(«-  +  <.")Bj  , 
[2]  (2.--i)oo'A,_,  +  (2>+i)<.o'Aj^.  =  2.-(o'  +  a")Aj  , 

[3]         (2i  +  .)  [(<.•  +  »")  A,-2oa'A,,,]    _(«■•-=•)■£,, 
[4]         (2.--.)[2o<.'A,_,-(<.'+o-)A,]     =(«■•-«■)•«,, 
Ferner  folgt  aus  §.  154  für  s^  —  : 

'^.=?[-+(i)>+(^:)'»'+(^Titi)' »•+■■■] . 

Beide  Reihen  sind  convergent,  also  summirbar,  wenn  ö  =  —  ein 
achter  Bi"uch  ist.  Man  lasse  daher  bei  Summirung  dieset  Reihen  a 
die  mittlere  Entfernung  des  der  Sonne  näheren,  a'  die  des  entfern- 
teren der  beiden  Planeten  m  und  m'  bedeuten. 

Hat  man  somit  die  Werthe  von  A^  und  A,  berechnet,  so  finden 
sich  die  von  A^ ,  A, , . . .  ohne  Schwierigkeit  durch  [2].  Denn  setzt 
man  darin  i  ^=  i ,  2  so  kommt 


Hiermit  kann  man  weiter  durch  Anwendung  der  Formel  [3]  oder 
[4]  die  Coefficienten  B  berechnen,  und  man  hat  nach  diesem  Allen: 
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-    =   V~'^  =-ji  A;  COsiu  =  ^  A„  +  Aj  COS?(  -{-  A.^C09,2U-\~  ..., 

ij  =  U^^  =-  JJ'Qi  cos  iu  ==  -  B„  +  B,  cos  M  +  B,  cos  2  (<  +  . . .  . 

Dass  aiicli  dio  Reihe  A„,  A,,  A^,...  convergict,  erhellet  leicht 
aus  der  in  §.  154  fiir  U~^  gegebenen  Entwickelniig.  Langsamer,  als 
diese,  convergirt  die  ßeihe  B^,,  B,,,  B^,...,  und  jode  der  beiden 
ßeihen  desto  langsamer,  je  weniger  der  Bruch  b  von  der  Einheit 
übertroffen  wird. 

Man  findet  diese  Reihen  bereits  berechnet  in  Laplace  Mecan. 
cel.,  Tome  III,  pag.  Ö6 — 85*;.  Hiernach  sind  z.  B.  für  Venus  und 
Erde,  als  für  welche  zwei  Planeten  der  Bruch 

h  =  0-723 

der  Einheit  am  nächsten  kommt,   die  mit  der  mittleren  Entfernung 

der  Erde  von  der  Sonne  multiplicirten  Werthe  von  A„ ,  A, ,  A, , . . . 

=  2.386;     0-942;     o>528;     0-323;     0-207; 

0-136;     O'Ogo;      o-o6i;     0-042;     etc. 

Dagegen  sind  für  Merkur  und  Satui-n,  wo 

b  =  0-041 
ist,    die   in   die   Entfernung    des  Saturn    multiplicirten  Werthe   von 
A„,  A,,  A, 

=  2-ooi;     0-041;     o-ooi   . 

Zusatz,  In  dem  Folgenden  haben  wir  noch  die  Werthe  der 
Differentiaiquotienten  -^  j  -—^    und  ^'  zu  wissen  nöthig.    Unter 

der  Voraussetzung,  daas  die  Werthe  von  A;  und  B^.  gefunden  worden, 
ergeben  sich  die  beiden  ersteren,  wenn  man  in  (14),  [15)  oder  (16), 
und  in  (18)   des  §.156    s  =  -  setzt,  nämlich 

!*,)  .  [5] 

;  [6] 

['] 


*|  Vecgl.  Leverrter,  Reckerches  astronomiques ,  Chap.  VIII,  im.  2.  Bande 
der  Annahs  de  PObsei'vafoire  de  Paris,  p.  67 — 86  (1856),  sowie  die  New  Tables  ... 
by  John  J),  Runltle  in  den  S'mitMonian  Conti'ihuiions  to  knowledye,  1855  (nebst 
Supplement  für  die  kleinen  Planeten).  A.  d.  H. 


—  «B, 

+ 

-i«  (ü, 

ih. 

= 

<i'Bj_, 

JA, 

i\  _ 
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Ferner  kommt,  wenn  man  in  (jß)   s  =  —  und  damit  3(  =  B  setzt; 

Hiernach  kann  man  ~~-~  dadurch  finden,  dass  man  [5]  noch 
einmal  nach  a  diflerentiirt,  und  für  die  dadurch  entstehenden  Diffe- 
rentialquotienten  von  B  nach  a  ihre  Werthe  aus  [8]  eubstituirt. 

So  wird  fiir  i  =  o 

folglich 

— ^  —  —  B  —     ^»  +  „■  ^  . 

Nach  [8]  ist  aber 

«(.■•-«■)^  =  3.«'B.+  (««'^OB,   . 
Hiermit  findet  sich 

und  folglich 

[10]  ^  =  2B.-|^B,  . 

Für  *  =  1   wird  ferner 

oder  weil  nach  [1] 

[1*]  ao'Bä  =  2  [«^  +  «"')B^  — 3<m'B, 

ist: 

"6^  =  «-^'-'^^"  ' 
und  daher 

=  3  l'  B„  -  2  J  B, 
nach  [9],  welches  sich  mit  [1*]  auf 

rediicirt. 
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Die  numerischen  Wertlie   dieser  und  noch  höherer  Differential- 
quotienten sind  a.  a.  0.  der  Mecan.  cel.  gleichfalls  i 


§.  158.  Wir  nehmen  jetzt  den  in  §.  153  verlassenen  Faden 
unserer  Untersuchung,  die  "von  den  Excentricitäten  unabhängigen 
Störungen  betreffend,  wieder  auf  und  substituiren ,  um  zunächst  die 
Störungen  des  Radius  Vector  und  der  Länge  zu  erhalten,  in  den 
dortigen  Ausdrücken  für  P  und  Q  die  in  §,  157  für  q^^  gefundene 
Reihe.     Dies  giebt: 

P  =  —  (a'  cos  u  —  a)  ^  Ej  cos  iu  —  — ,j  cos  u 

=  — .^(«  B,'_,  —  «BJ  co&iu ,^  cos  w  , 

Q  =  —~  a!  sin  u  X^i  cos  iu  +  \  sin  u 

= ^  a  B_-_  j  sin  iu  H ,^  sin  it  , 

(veigl.  §.  156),  und  mit  Anwendung  der  Formel  [6]; 
r     v  ii\       öA^i  .    __  j_ 

Q  =  —  i2J  {aB^-\-*-^  +  ^-^]  sin  iu  +  Aisin  u  ; 
oder,  weil 

^ !  A;  cos  iu ,      2t  B;  sin  iu    und     2^  ^-^  sin  iu 
Null  sind   (§,  155,11); 

Pt=l~^  ~— '  cos  lu  —-7^  cos  l'.  , 

Q  =  — ~^*-:^'8in»"M  +  4iSinM  , 

d.  i. 

„       iflA„    ,    ,ÖA,         1  >  ,   ÖA, 

z~ärt    "^  '"öa  ~«^'  "<*^  "  +  "j^  "^08  2^+  ...  , 

,A,        I   1    .            2A„    .                3A,    . 
Q  =  —  (— ' ^1  sm  M  ~  — ^  sjn  2  u  — ^  sm  3  m  -[-  . . . 

Man   setze   daher,    um  diese  Ausdi'ücke   noch   etwas    mehr  zu 
vereinfachen : 

A„  =  -4„,     A,  —  -^  ==  ^  I ,     A3  =  ^2 ,     Aj  =  ^3  ,  etc. , 
also  auch 

ÖA.        ö^.  ÖA,         1  d^, 


yGoosle 


258  Mechanik  des  Himmels.    Vierter  Abschnitt.  §.  158. 

Denn  hiermit  wiid 

„      I    yiA.        .                       I  yiAf    .    . 
P  =  —  ^  -— i  cos  iw  ,       Q= ^ — -nvo-iu  , 

und  man  hat  zuletzt  (§.  152); 

F",  = m'  a^  iA^  sin  iu  , 

oder,  wenn   von  jetzt  an  für  i  bloss  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
1,  2,  3,-.-  genommen  werden; 


f2:\ 


■i'a2JiA^s 


Ans  diesen  Ausdrücken  fiir  die  Kräfte,  welche  auf  den  Planeten 
m  in  der  Ebene  seiner  Bahn  wirken,  lassen  sich  aber  seine  Coordi- 
naten  r  und  l  unmittelbar  durch  die  bereite  in  §.  112  eutwickelten 
allgemeinen  Formeln  ableiten,  nach  denen  bei  einer  sehr  nahe  kreis- 
und  gleichförmigen,  durch  die  Kräfte 

J",  =  —  ^  +  ^  w  +  OT  J^Fi  cos  A,. 
und 

F,  ^w  JJGi  sin  l^ 
erzeugten  Bewegung  die  Cooidinaten 

und 

l  =^  X  -'r  V}  ^  ffl  sin  X^ 
sind,  wo 

ist. 

Denn  vergleichen  wir  die  letzteren  Ausdrücke  von  7",  und  F", 
mit  den  vorhergehenden,  so  sind  die  in  denselben  vorkommenden 
Factoren 

^=^«   __,  uF,  =  ma   —, 

wGi  =  ^m'aiAi,  l^  =  iu  . 

Heisst  ferner  n'  die  mittlere  Bewegung  von  m'  und  Avird 
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gesetzt,  90  ist  von  X  —  l'  oder  u  die  Geschwindigkeit  =:  w  — w'  ^=  kn, 
also  die  von  iu  =  ikn,  und  folglich,  weil  in  §,  112  von  /;  die  Ge- 
schwindigkeit =  kjU  gesetzt  wurde,  das  dortige 

Endlieh  werde  statt  der  dortigen  w/;  rrnd  w^j  hier 

m'C'i     und     m' F^ 
geschrieben. 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  von  w,  wF^,  wG^,  A;,  kj,  tüf^ 
und  wg^  in  den  dortigen  Ausdrücken  für  r  und  /,  erhält  man  als 
endliches  Resultat  für  die  von  der  Excentiicität  unabhängigen  Stö- 
rungen des  Radius  Vector  und  der  Länge : 

-  ^  I  —  -rma^  -^  4-  »i  >ii  t/f  cos  lu  , 

1=.  l-^m' 2 Fi%\n  in, 
wo 

2aAi+  ka^-^ 


UU' +3)  aAi  + 2ka' 


,,  },Ai 


ist;  oder,  wenn  für  *  wieder  sowohl  alle  negativen,  als  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  genommen  werden: 

-  =1  +iffi'^C;COS»M 

und 

l=.l^^m'2^FiS^initi  , 

mit  der  Erinnerung,   dass  C^  nicht  aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
für  Cf  zu  bestimmen,  sondern  dass 

'-'--3'   u- 

ZU  setzen  ist. 

Des  Folgenden  halber  werde  noch  bemerkt,  dass  die  Formel  in 

§■  il2 

-~2kJi  —  k\g^=  Gi  , 

in  die  jetzigen  Zeichen  übersetzt,  die  Relation 

2kCi  +  ik^Fi  =  aA-, 
giebt. 
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Zweites  Kapitel. 

Entwickelung  der  von  den  Excentricitäten  und 
der  Neigimg  abhängigen  Störungen. 

§.  159.  Die  Entwickelung  der  Störungen,  welchem'  aufm  aus- 
übt, fängt  nach  der  in  §,  153  gemachten  Bemerkung  damit  an,  dass 
in  den  Formeln,  welche  in  §.  152  für  die  Kräfte  T, ,  V^,  W^  auf- 
gestellt wurden,  die  Grössen  P,  Q,  S,  welche  Functionen  der  Coor- 
dinateu  von  m  und  m'  sind,  duich  die  elliptischen  Werthe  dieser 
Coordinaten  ausgedrückt  werden.  Statt  dieser  elliptischen  Werthe 
wurden  im  vorigen  Kapitel  die  mittleren  Werthe  a,  1,  a,V  der 
Coordinaten  r,  l,  r',  V  angewendet  und  damit 

gefunden,  worin  A^   eine  Function  von  «,  a'  und  der  Stellenzahl  t, 
und  u  ^  ?:.  —  l'  gesetzt  worden  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  Grössen  P  und  Q ,  wenn  sie  Functionen 
der  elHptiachen  Coordinaten  sind,  durch  (P)  und  (Q)  und  gebraucht 
P  und  0  selbst  in  der  ihnen  durch  die  Gleichungen  (1)  angewiesenen 
Bedeiitung,  so  ist  zuerst  klar,  dass  (P)  und  [Q)  in  P  und  Q  über- 
gehen, wenn  man  in  ersteren  statt  der  elliptischen  Coordinaten  ihre 
mittleren  Werthe  setzt.  Da  aber  die  Coordinaten  r,  /,  /,  l'  von 
einander  unabhängig  sind,  so  wird  man  auch  umgekehrt  die  jetzt  zu 
wissen  nöthigen  (P)  und  (Q}  aus  P  und  Q  erhalten,  wenn  man  in 
letzteren  die  mittleren  Werthe  der  Coordinaten  in  ihre  eUiptischen 
verwandelt.  Die  deshalb  nöthige  Rechnung  lässt  sich  folgendei^estalt 
am  einfachsten  ausführen. 

Heissen  e  und  e'  die  Excentricitäten  und  (u  und  m'  die  Längen 
der  Perihehen  von  m  und  m',  und  setzt  man 

'/.  —  M  =  a     und     l'  ~iü  =  a'   , 

so  sind  bis  auf  die  ersten  Potenzen  von  e  und  e'  genau  die  elliptischen 
Werthe  der  Coordinaten 
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oder  wenn  man 


r  =  a  +  x,      l  =  X  +  y,     r' =  «' +  a/ ,     V  ^-V +y'   . 
Hiernach  wird  man  (P)  und  (Ö)  finden,  wenn  mau  in  den  durch 
(1}  bestimmten  P  und  Q  die  mittleren  Werthe  a,  l,  a\  l'  resp.  um 
^1  Vi  ^' 1  y'  wachsen  lässt.     Dies  giebt: 


(P]~P  + 

+^^+^ 

,äP   ,      .äP 

(Q)=ö  + 

+^l!+' 

Aus  (1) 

Mg 

t  aber 

iP 

=  i-^— ,' 

cos  «( 

bp 

^_i2;fj±, 

SP 

^  coa 

>p 

Mitliin 

ist  (§.  156,  III) 

ip 

:-'- 

cos(ia  +  o)  , 

äP 

eJ,' 

#»"<- 

'  +  «1  , 

<.- 

,— i 

Joäo 

''-,  cos  [2M  +  «') 

,i>P 

:-«■ 

^^^™ 

,(•■«  +  «')    . 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

(«■+. 

,)^r 

«;■ 

und 

—  2 

'A- 

»i-, , 

woraus 
und 

^i 

folgt,  so  wii-d 

(P)  =  -2,  {-^  eoa  sif  +  e  -T-^  cos  («m  +  «)  +e'  -  ■  '  -^  cos  (»m  +  « )}  ■ 
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Auf  ähnliche  Weise  wird  man   mit  Hülfe  der  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  von  Q 

■r—  ^  -^  i  (~ r-^  I  sm  ! M  ,     u.  s.  w. 

erhalten : 

(Q)  =  — -i-^i{^jsin«M  +  e-MiSiM(«i  +  ß)  +  e'A';_,  sin(;M  +  B')}. 
Um  des  Folgenden  willen  setze  man  noch 

u  +  a'  =(l—  '/.')  ^{l'  —  m')  =  1^(x,'  =  ß  . 

Das  Glied  -  ^e'  —r^ — '  cos  {tv.  +  a']  in  [P]  wird  dadurch 


^-.^  c' -r-'  cos  \iu-Arß)  , 
und  eben  so  das  entsprechende  Glied  in  (Q) 

= 2J {i  +  i)  e' Ni%i-a.  [tu  +  ß)  . 

Man  erhält  somit  zuletzt: 

(3)  y,-=-^4-m'«M-P) 

«^  ,    I     ,  ,  y.bAi        .     ,      hMi 
= ^-{-  -m  cr^{-j-—  cos«M  +  ^"\~    ^'^^  ' 

(4)  V,  =  m  «ä  (a)  =  —  ^ m'a2J{iAi  sin  V?(  +  eiMi  sin  (*m  +  a)  + 

+  e'{i+i}NiSin(iu+ß)}  . 

§.  160.  Den  jetzt  gefundenen  Werthen  von  T^  und  F^  gemäss 
können  wir  die  gestörten  eUiptisehen  Werthe  des  Radius  Vector 
und  der  Länge  von  m  setzen  (vergl.  §.  158  und  §.  118); 

nebst 

z  =  —  e  COSU  +  m'  ^  {-  C\ccs  iu  +  eD^  cos  [iu  H-  o)  + 
+  «•£,.  cos  (.«  +  (?))  , 
/  =  i  +  2  c  sin  o  +  ib'  Jl"  ( J  F,  sin  i«  +  e  G,  sin  [iu  +  o)  + 
+  e'Hi,a[iu  +  t>))  , 
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■WO   C;,   D^,   El,  F^,   Gj,   Hl  zu  bestimmende  Functionen  von  a,  a' 
und  der  Stellenzahl  i  sind. 
Zunächst  folgt  hieraus 

2=  =  __  m'  e  cos  tt^  Ci  cos  iu  =  —  m' e  J^  C,-  cos  [m  +  a)  , 
also 

-^  ^i  — 22  +  3  3^^  I  +2e  cos  « 

—  m  2.'{Ci  cos  iu  +  e  (3  C;  +  2  Di)  cos  («"«  +  a)  +  2  e'  £,  cos  {iu  +  /J)}  , 
und  damit 

+  e  (~  «^  ^  +  3  0,.  +  2  _D,)  cos  [iu  +  a)+  (3*) 

Sodann  kommt  durch  Differentiation  von  *■  und  l,  wenn  wir  die 

Geschwindigkeiten  -j-  j      -j-  '     -r-5  >     ts  ■  ^vic  früher,  mit  r',  l',  r",  l" 
"  dt       dt       dr       dr  ' 

bezeichnen  und,  wie  in  §.  158, 

n-^n'  ^  hn      und  überdies       ik  -|-  i  =  y 
setaen,  wodurch 

diu . 

~dt   ~^^^^ 
da        dß 
„nd,  wegen  ^=^^=«, 

d{;lu^u)_d(iu^ß)_ 
dt  dt  ^ 

wird : 

—  ^  c  sin  (( ■ —  m'  Xi^  [-  ik  Cj  sin  iu  +  ^?  J9;  sin  [iu  +  a)  + 


—  :^  I  +26  cos  «4-^'-^  [-ikF^coti  ii(-{-egGj CO»  (iu-\~a)  -\- 
+  eVJii  cos  (tM-h,?)}, 
-^  ^  I  +  4ecos(i  -|-  jw'  .^  {4Ä:i'''jCOS4M+  2e(«ij?j-|-^<Tj)cos(iw-|-< 

4-  2  e'gJii  COS  (jM  +  ß]}  , 
—  ^- —  2esma  —  m'.^  {-i^k^F^  sin  !m  +  eg^ Gi  sin  («'m  +  «)  -f- 
+  .yBi  sin  (.■«  +  ,«)); 
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-^— =  e  cos«  —  m' ^  {-f^Ä^Cj  cosjm  + 

+  eg"  Z);  cos  [iu  +  «)+  e' f  E^  cos  (iw  +  ,V)}  , 
^-=  I  +  3ecosK  +  m'^((^C;  +  iÄJ^i)co8(w  + 

+  e(2C,+Z)i  +  *Äi^i  +  2yGJco8[«M+ß)-|-e'(£,  +  2^/Z-;]cos(»V  +  ;?)}, 
-5-=:  —  2  6  sin«  —  m' ^  {-i'^k^FfSiaiu-\~ 

-^  =  e  sin  «  —  m'  ji  {-  ik  C;  sin  !?*  -f- 

+  e  [ik  C'i  +  gDi  ~  UkFi)  sin  (iw  +  «)  +  «V-^^^-  sin  (sm  +  ß)}  . 

Die  Kräfte,  wie  sie  aus  den  für  r  und  l  angenommenen  Formen 
folgen,  sind  hiernach   (vergl.  §.  119): 

T^='''  ~~J^''  =  —1—2  ecoäa  —  m'  2J[^ifk^  +  i]Oi  +  ikFr\coäiu 

~  m'eJ^[2  Ci  +  {/'  +  I)  I)i  +  ikFi  +  20  G-i]  cos  [iu  +  a) 
-  m'e'J^licf  +  i)E,  +  2g H,]  cos  (iu  +  ß)  , 
F.  =        ^^'^^  ^  —  m'  Z^[a  (?i  +i  s^Ä^Fi]  sin  iu 

~m'e^[{2ik-\-i)Ci+2gl\^ikC-ik->ri)Fi  +  g'Gi]%Mi^  +  ^) 

-^m!e'l\2gEi-\-g^Hi)  siri[iu  +  ß)  . 

§.  161.  Vergleichen  wir  nun  diese  Weithe  von  T,  und  V^  mit 
denen  in  (3*)  und  (4),  so  werden  sich  erstens  aus  den  von  e  und  e' 
unabhängigen  Gliedern  die  zur  Bestimmung  von  Cj  und  F^  nöthigen 
Gleichungen  finden,  wobei  wir  uns  aber  nicht  aufhalten,  da  diese  Coef- 
ficienten  bereite  in  §.  158  entwickelt  worden  sind.  Zur  Bestimmung 
der  Coefficienten  i>j ,  E^,  G,- ,  H^ ,  welche  die  in  e  und  e'  multipli eilten 
GHeder  von  r  und  l  enthalten,  ergeben  sich  folgende  vier  Gleichungen: 


[1] 

ä"  Tß" 

[2] 

-  iaM^ 

[3] 
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Um  hieraus  zueist  die  mit  e  multipKcirteu  Coefflciciiten  Z>;  und 
<?j  zu  finden,  setze  man  in  [1]  und  [2]  die  als  bekannt  anzusehen- 
den Grössen 

'"  (») 

i iaM,  —  {2ik  +  i)  C,  +  ik (jii  +  i)  J?,  =  i  , 
und  es  werden  jene  Gleichungen 

L  =  2glh  +  fa,,  [2«] 

wo 

y  =  a  +  i    . 

Es  ist  aber,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (2)  und  (2*)  in 
§.  159  statt  a  -r— ^  seinen  aus  der  Gleichung  für  6',-  in  §.  158  lliessen- 


den  Werth 

setzt: 

3/,-"'"V*A-  +  *-*'-' 

6',.  , 

a«             ha     '                a^              ' 

JM, 

Ferner  ist  nach  §.  158  zu  Ende; 

il'Fi  =  itA,  —  zkC,  . 

Hiermit 

werden  die  Gleichungen  (ff) : 

K= 

=  -HpffA-(«'-;-3)c;~ 

L 

=  i±i  o^,+  ^(i'i  — .  — 6)C,  , 

und  man  hat  alsdann  zufolge  der  Gleichungen  [1 

•1  und  [2*1 

[{ik  +  1)^  -  ll  7);  =  -  Jf-  ^.y— -  I. 

(a+i)Gi  =  *-^  aA.i+^[{{ik~i)  —  b]  Q  — 2Ö;  ;  II. 

wodurch  D-^  und  &',■  bestimmt  sind. 

Was  noch  die  Bestimmung  der  Coefficienten  E^  und  H^  anlangt, 
ao  folgt  aus  den  Gleichungen  [3]  und  [4j : 

i+i„^r._i„,^. 

k+l 


[(it  +,)._,]«,„_  ^,jiL^  »iv-,  _  ;„' 
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E8  war  aber  (§.  159,  (2)) 

und  nach  §.  157,  [7] 

Auch  ist,  wenn  man  vorübergehend  ^  ^  91  setzt,   wodurch 

J,  =  A,  —  a 
wird  (6.158): 

Mithin  ist  auch  für  jeden  Weith  von  i  (ebendas.) 


»1  =  - 

-{zi+  I 

l^'^  +  o-i-? 

und 

■  ÖA-+ 

'-  + 

"^■- 

Hiermit  aber  findet  sich 

iil.           [(;*+.)•-.]  £i  = 

(i+ 

■)("■+■) 

.■■*_ 

I    j  lAf, 

"- 

■  „■  ''^•■* 

+  U  + 

■»  °       Jo- 

und  n 

ach  der 

Gleichung 

[4]  wird 

IV. 

P  + 

i)H,  =  -- 

(•■+.)« 
iM  +  il 

[{- 

+  i)-li*,- 

.*4'«i-»K. 


Mit  diesen  Formeln  I , ...  IV  lassen  sich  die  Werthe  von  -Z); , . . .  Hj 

für  4=1,  2,  3,...  und  «'==  —  i,  — 2,  —  3,...  berechnen,  und  man 
hat  alsdann  die  von  den  Excentricitäten  abhängigen  Störungen  des 
Radius  Vector 

=  m'  e  [D,  cos  {m  +  «)  +  Z>,  cos  (2 w  +  «)+.-  ■ 

+  Z)_,  cos  [u^a)  +D_^  cos  (2M  — «)+...] 
+  m'e'  [E^  cos  lu-^ß)  -I-...4-  i'_,  cos  [^i— /?)  +-■■] 
und  die  Störungen  der  Länge 

=  m-e[G,  sin  («  +  «)+ G,sin{2M  +  «)+... 

—  G_,  sin {m  — «)  —  (?_,  sin  (2«  —  «)—,..] 
+  m'e'^S',  sin  (■«  +  ,?)+...—  .&_,  sin(M  — ^)— ...]  . 
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Die  Bestimmung  der  Glieder,  für  welche  {  =  o  ist,  macht  eine 
besondere  j  dem  folgenden  Kapitel  vorbehaltene  Untersuchung  nöthig, 
da  nach  den  Fonneln  I,...IV  die  Coefficienten  Z),-,...S^  durch 
Brüche  ausgedrückt  werden,  deren  Nenner,  gleich  [ik  -{-  i)^  —  i , 
fiir  !  ^  o  ebenfalls  Null  werden. 

§.  162.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  die  "Wirkung  der  Kraft  W 
zu  bestimmen,  welche  eine  auf  der  Bahnebene  von  m  pei-pendikulare 
Richtung  hat  und  daher  rührt,  dass  m  und  m'  sich  nicht  in  der- 
selben Ebene  um  die  Sonne  bewegen.  Die  Wirkung  dieser  Kraft 
besteht  im  Allgemeinen  darin,  dass  die  Bahnebene  von  m  in  eine 
schwankende  Bewegung  gesetzt  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass 
der  Planet  von  einer  gewissen  mittleren  durch  die  Sonne  gehenden 
Ebene  sich  bald  auf  die  eine ,  bald  auf  die  andere  Seite  entfernt.  In- 
dem wir  nun  ahnhchei  Weise,  'wie  beim  Monde  in  §.  136,  die  letz- 
tere Ebene  zur  Grundebene  wählen,  setzen  wir  in  Bezug  auf  sie  die 
Neigung  und  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  von  m'  gleich  ( 
und  9:  Seien  femer  die  auf  dieselbe  Ebene  bezogenen  Breiten  von  ■ 
m  und  m'  gleicht  und  b' ,  von  denen  erstere,  weil  sie  sowohl  für 
m'  =0,  als  für  t  ^=  o  verschwindet,  von  der  Ordnung  m't  sein 
muss.     Für  die  Breite  b'  hat  man 

sin  b'  =  sin  t  sin  [l'  —  ■&)  , 

lind  wenn  man  mit  m'  multiplicirt  und  Grössen  nicht  mehr  beach- 
tet,  die  über  die  Ordnung  von  m't  hinaiisliegen : 
m'  sin  b'  =  m'i  sin  {X'  —  >)  , 

worin  unter  b'  auch  die  auf  die  wirkliche  Bahnebene  von  m  bezo- 
gene Breite  verstanden  werden  kann,  weil  der  Unterschied  zwischen 
letzterer  und  der  auf  die  Grundebene  bezogenen  Breite  von  m' 
offenbar  von  der  Ordnung  m't  ist. 

Man  setze  jetzt  noch,  wie  hei  der  Mondstheorie  in  §.  136,  die 
perpendikular  zur  Grundebene  auf  m  wirkende  Kraft ,  nachdem  sie 
mit  «'ff  dividirt  worden,  gleich  )7, ,  so  ist  nach  den  ebendaselbst 
gemachten  Schlüssen  und  nach  §.  152 

jj^=  —  b-\-W,  =  —  b  +  m'a^Ii  , 
also  (§.  153) 

U,  =  —  b  +  maH-.  —  ~\a'smb' 

=  —  ö  _|_  ^'  (ftS  ffl'  (i-  2JBi  cosiu  —  -,  J  sin{A'  —  ■!)■) 
{§.  157;,  oder  wenn  man 
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^immsls.     Vierter  Absclmitt 

'-B.  — 4i  =  '-B., 

B,  =  £,  ,         B,  =  B, 

setzt  [vergl.  §.  158): 

C.  =  — S  +  1« 

,'.o'o'.ii,a'-.»)2^_s,co 

Es  ist  aber 

sin{l.'  —  »)2!l!,cosi. 

ii=Z'i;,sm(<ii  +  i'  — » 

setzt;  folglich 

n,=-l,  +  '-m'u 

Man  ersieht  hieraus,  dass  ö  ^ 

rotr  der  Form 

anzunelimen  ist.    Dadurch  wird  das  voiige 

L\  ^  in- L  2^  {^  a'' a- Bi  ^,— Ki)  sin  {iu  +  y]   . 

Geradezu    aber  folgt  aus   dieser  Foiin  für   5   die  Kraft,  welche 
den   Planeten,    in    perpendikularer   Richtung    auf   der   Grirndebeiie, 

imd  damit 


dt- 


=  —  m' i^  \^h-\-\fK^ä\si[m'\-y]  . 


Die  Vergleichnng  beider  Ausdrücke  ergiebt 

\a^a'  Bi^,  —  K^=  —  [i'k  ^  ifKi  , 
folglich 

V.  [(,7,  +  ,)._,]irj  =  -i„.o'_s,^,  , 

und  es  ist,  nachdem  man  damit  die  Werthe  von  ^;  für  *'  ^  i,  2,  3,  , , . 
und  — I,  — 2,  — 3,  ...  berechnet  hat; 

—  K_ ,  sin  (m  —  y]  —  K_  ^  sin  (2  w  —  y)  —  . . .]   . 
Für   i  =  o  wird   Kf    nach   V.    unendlich    gross,    welches    nicht 
sein  kann.     Die  Untei-suchung  der  Modification,  welche  deshalb  die 
für   b   angenommene   Form   erleiden    muss,    bleibt  für  das    folgende 
Kapitel  aufgespart, 

§.  163.  Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  die  Störungen  zu 
berechnen  gelernt,  welche  ein  einzelne!'  Planet  im  Laufe  eines  an- 
deren hervorbringt,  während  doch  in  der  Natur  jeder  Planet  von  je- 
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dem  der  übrigen  zugleich  gestört  ivird.  Indessen  haben  wir  des- 
halb keine  neuen  Formeln  zu  entwickeln  nöthig,  so  lange  wir  uns, 
wie  im  Bisherigen,  nur  auf  die  erste  Potenz  der  störenden  Massen 
beschränken.  Denn  so  wie  man,  um  den  durch  m'  gestörten  Lauf 
von  m  zu  berechnen,  die  elliptische  Bewegung  von  m  zu  Gmnde 
legt  und  die  mit  m'  multiplicirten  Glieder  zu  bestimmen  sucht,  die 
wegen  der  Störung  durch  m'  zu  den  elliptischen  Cooidinaten  von  m 
hinzuzufügen  sind,  so  wird  man,  um  die  durch  m'  und  m"  gleich- 
zeitig gestörte  Bewegung  von  m  zu  finden,  statt  der  elliptischen, 
die  durch  m'  gestörte  Bewegur^  von  m  als  Basis  nehmen  und  die 
wegen  der  Störung  durch  m"  hinzuzufügenden  und  daher  mit  m" 
multiplicirten  Glieder  zu  berechnen  suchen.  Vernachlässigt  man 
nun  dabei  die  höheren  Potenzen  von  m'  und  m" ,  und  damit  auch 
das  Product  m'tn" ,  so  können  diese  letzteren  Glieder  keine  anderen 
sein,  als  welche  sich  aus  der  Störung  der  elliptischen  Bewegung 
von  m  durch  m"  allein  ergeben.  Dasselbe  gilt  auch  bei  jeder 
grösseren  Anzahl  störender  Massen. 

Ueberhaupt  also  wird  man,  um  den  gestörten  La\if  eines  Pla- 
neten zu  berechnen,  die  Stönangen,  welche  jeder  der  übrigen  Pla- 
neten für  sich  hervorbringt,  nach  den  vorhin  entwickelten  Formeln 
zu  bestimmen  und  die  Summe  aller  dieser  Störungen  zu  dem  ellip- 
tischen Orte  des  ersteren  hinzuzufügen  haben. 


Drittes  Kapitel. 

Tlieorie  der  Säcularstörungen. 


§.  164.  Die  Schwierigkeiten,  auf  welche  wir  im  vorigen  Ka- 
pitel stiessen,  als  bei  Bestimmung  der  Ungleichheiten  des  Radius 
Vector,  der  Länge  und  der  Breite  die  Coefficienten  derjenigen  Glieder, 
für  welche  «^  o  ist,  und  deren  Argumente  daher  a,  ß  (§.  161)  und 
/  (§.  162)  sind,  sich  unendlich  gross  fanden,  welches  doch  nicht  sein 
kann,  —  diese  Schwierigkeiten  sind  denen  ganz  ähnlich,  welchen  wir 
in  der  Mondstheorie  in  §.  125  und  §.  138  begegneten,  indem  wir  dort 
gleichfalls  die  Coefficienten  der  StÖiungsglieder ,  welche  die  vom 
Perigäum  und  die  vom  Knoten  an  gerechnete  Länge  des  Mondes 
zu  Argiimenten  haben,  nicht  ohne  Weiteres  zu  bestimmen  vermochten. 
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Wir  wollen  daher  versuchen,  ob  wir  die  jetzigen  Schwieligkeiten 
auf  ähnliche  Weise,  wie  beim  Monde,  also  dadurch  werden  besei- 
tigen können,  dass  wir  die  Apsiden  und  die  Knoten  nicht  mehr, 
wie  bisher,  ruhend,  sondern  mit  constanten  Geschwindigkeiten  sich 
bewegend  annehmen.  Wir  wollen  mit  der  Bewegung  der  Apsiden 
den  Anfang  machen,  und  zuerst  die  zu  dieser  Bewegung  nöthigeii. 
Kräfte  zu  bestimmen  suchen. 
Werde  zu  dem  Ende 

(1)  ecosw=y    und     esiii(u=^ 

gesetzt.  Hierdurch  werden  bei  der  rein  elliptischen  Bewegung,  — 
denn  v/h  abstrahiren  jetzt  von  allen  übrigen  Störungen,  —  die  Co- 
ordinaten; 

—  =  I  —  e  cos(^.  —  w)  =  I  — fcos  k  —  (/sin/.  , 
l  =  k  4-2esin(A  —  iii)  =  J.  -{-2ffiia.X —  2gcoaX  , 
worin  jetzt  nicht  mehr  /  allein,  sondern,  wegen  der  Apsidenbewe- 
gung, auch  noch  y  und  g  veränderlich  zu  nehmen  sind.  Die  Ge- 
schwindigkeiten letzterer  Äenderungen  werden ,  weil  sie  sowohl  für 
m'^o,  als  für  e  =  o  verschwinden,  die  kleinen  Grössen  m'  und 
e  zu  Pactoren  haben,  also  von  der  Ordnung  m'e  sein. 

Indem  wir  nun  diese  Geschwindigkeiten,  nachdem  sie  mit  n 
dividirt  worden ,  oder  -~-  und  —,-,  ,  resp.  gleich  f,  und  .7,  setzen, 
erhalten  wir  durch  Düferentiation  von  r  und  l: 

dr 
r,  =  ( /■ —  9< )  sin  X  —  Iq  -ir-  f.)  cos  '/.  , 

^t  =  i  +  2(/  — S'Jcos;t-!-2(i7+/,;.sinA  . 
Weil  ff  und  g^  von  der  Ordnung  m'e  sind,  so  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten ihrer  Äenderungen ,  oder  -~j  und  -1—  ,  da  diese 
Äenderungen  ebenfalls  nur  durch  m'  bewirkt  werden  können,  von 
der  Ordnung  m'^'e  und  folglich  hier  zu  vernachlässigen  sein.  Es 
kommt  daher,  wenn  man  letztere  Gleichungen  abermals  düferentürt : 

__l_^(y_2^jcos;.-|-(^-h2/,]sin?,  , 

n^df 

Hieraus  folgt,  wenn  bloss  die  von  der  Störung  herrührenden, 
also  mit  f^  und  g^  multiplicirten ,  Glieder  berücksichtigt  und  Pro- 
d,uete,  wie  fg^  etc,  als  von  der  Ordnung  e^m',  weggelassen  werden; 


-^i/—2gi)sin}.-\-2{g+2f)mäl  . 
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—  rdl^  +  d^r_ 

ti^adf 
2drdl  +  rdH 


,  cosA- — ■  2f^  sin?.  , 


'  n^adf 

Dies  sind  also  die  Grössen,  die  man,  wegen  der  Veiänderlich- 
keit  von  f  und  g,  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (5)  in  §.  160 
noch  hinzuzufügen  hat.  Hierdurch  werden  jene  Gleichungen,  wenn 
man  von  ihnen  hloss  die  Glieder,  in  denen  4  =;  o  [mithin  das  dor- 
tige ^  =  i)  ist,  als  die  hier  allein  in  üetracht  kommenden,  bei- 
behält : 

T^  =  — 2Wi'e(C'„  +  iJ„  -t-  G„)cosß  —2m'e'[E„  -j-lf„)cos/J 

-|- 2y,  cosü  —  a/isinA  , 

V,=  —  m'e  (C„  +  2X1,-1-  G,)s\na  —  m'e'  (lE^  -j-  E,\  siuf? 

-\- 2g^ai■a.X-\- zf^cosX  . 

Die  damit  zu  vergleichenden  Werthe  von  T^    und   V^,   (3*)  in 

§.  160  und  (4)  in  §.  159,  reduciren  sich  ähnlicher  Weise  auf 

T^  =m'e(ift^^  +  3C,-|-2_D„)cos«  +  m'e'(^o^^  +  2£„)cos/?  , 
V^^ m'e'ßiVuSin/?  . 

Die  Gleichsetzung  dieser  doppelten  Ausdrücke  für  T^  und  V^,  — 
denn  alle  übrigen  hier  weggelassenen  Glieder  sind  bereits  aus- 
geglichen worden,  —  giebt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

-D  =  ^ß*^"  +  5  C.  +  4A  +  2  (?„  , 
I       ÖiV 

G  =.  C„  "4-  2  Z>„  -j-  (?,  , 
H=  —  ^aN^  +  2E^  +  H, 
setzt  und  für  a  und  ß  ihre  Wei-the  J.  —  w  und  ).  —  «i'  schreibt : 
m'eDcos(i  —  oi)  +  w'e'£cos{i —  »')  =  2g ^  cosA  —  2/jSinA  , 
m'eGain[i.  —  (o) +?M'e'Ssin(Z — w'}  =  2^, sinA-i- 2^^,  cosJ.  . 
Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann  auf  die  Form 
A  cos  X  =  B  ai-al 
gebracht  werden,    worin   A   und   B  Functionen    der   Elemente    der 
Bahnen   von  m   und  m'   sind.     Da   hiernach   A   und   B,  wenigstens 
während   Eines  Umlaufs    von   m,    also    während   X    von  o    bis   360° 
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§.  165. 


wächst,  als  constant  angesehen  werden  können,  so  muss  die,  Glei- 
chung Acos).  =  Bsini.  unabhängig  von  l  bestehen,  und  es  müssen 
daher  A  nnd  £  einzeln  Null  sein.  Jede  der  beiden  Gleichungen 
zerfällt  daher  in  zwei,  die  mau  erhält,  wenn  man  das  eine  Mal  /  =  o, 
das  andere  Mal  ?.  =  90"  sein  lässt.  Somit  ergeben  sich,  wenn  man 
noch  /  und  ff  statt  ecosw  \uiA  esinw,  unA  eben  so 
(1*)  e'co8w'=_/'  und  e' sintu' ^=;  ^' 
setzt j  die  vier  Gleichungen; 

(3)  m'Df+m-Ef'==2ff,,        m' Dg +  m' E<j'  =- 2j\   , 

(4)  m  (?/+  m'Hf  =  zg, ,        m'  Gg  -\~  m'/i>'  =  -  2/,  . 
Es  folgt  hieraus  zunächst: 

iD-G}f+{E—H]f'  =  o  , 
{D-G)g+{E-Il)g'  =  Q  , 


mithin 
Weil  aber 
wenigstens   : 


^T)-G){fg-^f'g]  =  o  . 

fd'—f'9  =  ee' sin  (co' —  CO)  , 
I   Allgemeinen,  nicht  Niill  ist,  so  ist 

D=G,     folglich  auch     E=  U  , 
•  hierin  für  D,  ...  H  aus  (2)  ihre  Werthe  substituiren : 


2E,  +  H„  -■ 


al\\ 


Somit  hat  uns  die  Annahme  der  Veränderlichkeit  von  J'  und  g 
zu  den  vier  Gleichungen  (3)  und  (5)  geführt,  in  deren  zwei  ersteren 
D  und  E  die  aus  (2)  in  Verbindung  mit  (5)  fliessenden  Werthe 


haben. 

§.   165.    Die  zuletzt  gefundenen  Werthe   von  Z)   und  E  lassei 
sich  auf  sehr  einfache  Foi-men  reduciren.     Aus  (2*)  in  §.  159  folgt 
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und  nach  §.  158  zu  Ende  ist 

Da  nun  A,,  =  A„  i§.  I5S),  so  wird 


s^'^o     ,       ä^^O 


und  wenn  man  dai-in  für  die  Differentialc[Uotienten  von  A^  aus  §,  157 
ihre  Wcrthe  setzt: 


Ferner  ist  nach  §.  161 


und  wegen  A^  =  A,j -^ 


wenn  man  in  ^6]  des  §.157   z  =  —  i    setzt:  folglich 

ba  oa' 

nach  [1]"!  ebendas.    Hiermit  aber  wird 

£  =  — %^ß'B,  . 

Nun  haben  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  Veränderlichlieit 
von  y  und  </  als  lediglich  von  der  Veränderlichkeit  der  Länge  des 
Perihels  heriHihreiid  angenommen.  Bei  dieser  Voraussetzung  folgt 
iiua   [1]  durch  Differentiation: 

y^ndt  ::^= —  esüiwiiii)  =  —  fftlbj  , 
g^ndi  ^=  ecoswdo)  :=:/dM  , 
folglich 

Nach  (3)  ist  aber  diese  Summe 

=  '-m' IS (!,/■-//]   , 

also  nicht  Null,  weil  B^,  und  daher  auch  £,  nicht  verschwindet. 
Mithin  sind  wir  genöthigt,  ausser  £u  auch  noch  die  Excentricität  e 
veränderlich  zu  setzen.    Uiit«i  dieser  Hypothese  erhalten  wir 

/,nde  =^  cos M  .de  —  sino). edio  , 

g^ndt  =  siriüi  .  de -\-co&f}  .  edia  . 
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Hiermit   werden    die  Gleichungen   (3),    nachdem    in  ihnen   für 
f^  ...  g'  ihre  Werthe  aus  (1)  und  (1*)  substituirt  worden: 

sinw  .  (?e  +  cosw  .edia  ^=  —m'ndi{I)ecosco  -\- Ee'  cosw')  , 
—  cosw  .  de-{~  sin  w  .  edio  =  — m'n  dt  [De  sin  lu  -{-  Me'  smo)')   ; 
folglich 

de  =  \m'ndt.Ee' i^inko^m')    , 

edai  =  -  m' ndt[D e  +  Ee'  cos{a)  —  (,j')]    , 

wodurch,   wenn  man   noch  für  D  und   E  ihre   so   eben   erhaltenen 

Werthe  setzt,  die  Geschwindiekeiten    ,     und  ^- ,   mit  denen  sich  e 

'  '^  dt  dt 

und  0)  ändern,  gefunden  sind. 

§,  166.    Zur  Bestimmung  der  vier  Coef&cienten  D^,  E(,,   (?„,  //„ 

in  den  Störungsgliederu  von  ?■  und  l,  deren  Argumente  a  und  ß  oder 

X  —  10  und  X  —  (I)'  sind,  sind  uns  nur  die  Gleichungen  {5)  übrig,   die 

nach  Substitution  der  im  vorigen  Paragi-aphen  für 

^     dM,     ,^  .     dN, 

C\ ,  -1—" ,  i\     und     -=-^ 

bemerkten  Werthe  sich  verwandeln  in 

2D^  +  G^  =  Y    -^  +  2"  -0^3    ■ 

Dass  somit  die  vier  Coefficienten  sich  nicht  einzeln,  sondern  nur 
die  zwei  Aggregate 

2  i>„  +  (?o  und  2  £0  +  Ä"„ 
sich  bestimmen  lassen ,  und  dass  daher  einer  der  beiden  Coefficienten 
Z>(  und  Ga,  so  wie  einer  der  beiden  E,,  und  H^,  nach  Wülkür  ge- 
nommen werden  kann,  liegt  ähnlicher  Weise,  wie  dies  beim  Monde 
in  §.  125  gezeigt  worden,  in  der  Natur  der  Sache.  Es  ist  nämhch, 
wenn  man  in  den  für-  )■  und  l  in  §.  160  angenommenen  Formen  bloss 
die  Glieder  berücksichtigt,  welche  'L  —  01  und  ^.  —  w'  zu  Argumenten 
haben : 


.)  »  =  ■-(• 

—  m'eZ»Jcos(^.  — 1 

a.)  +  i»'.'£.oos(J- 

i  =  i  +  (2 

e  +  m'eG„)siii[;.— 

-w)  +m'(i'iy„siii(/ 

Setzt  man  mm 
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[ae  +  m'eGJcos(y  +  m'e' H^coäO)'  =  2e,  cosw,  , 

[e  —  m'eß^)  cosw  —  m'e'^pCOS  tu'  ==  e„cosw„  , 
(e  —  ffj'eZJJsinw  —  m'e'£„smw  =  e„smw„  , 

wo  e,  und  w, ,  eben  so  wie  e„  und  w„,  von  e  und  <d  nur  um  Grössen 
Ton  der  Ordnung  m'e  oder  m'e'  verschieden  sein  werden,  so  wird 

—  ^  I  — -  e„  cos  {J,  —  oj„)  . 

Zu  den  rein  elliptischen  Weiihen  von  r  und  l  Glieder  mit  den 
Argumenten  ).■ — w  und  i.  —  lo'  hinzuzufügen,  kommt  daher  darauf 
hinaus,  die  beiden  Elemente  e,  und  w,,  oder  e,cos<o,  und  e,sin(i>,, 
mit  denen  man  die  Länge  berechnet  hat,  um  etwas  geändert  bei  der 
Berechnung  des  Eadius  Vector  anzunehmen.  Die  Theorie  der  Gra- 
vitation kann  mithin  nur  diese  beiden  Acnderungen  zu  bestimmen 
lehren,  und  wir  haben  folglich,  indem  wir  vier  durch  die  Theorie  zu 
ermittelnde  Constanten  I>^,...  H„  einführten,  zwei  zu  viel  ange- 
nommen. 

Die  Aenderimgen  selbst  ergeben  sich  aus  (ö)  und   [c]: 
e„cos(o„  —  e,  cosw,  =  —  m'e{Di,-\-  -  (?„)coacu  —  m' e' {E^ -\- -  JS^)  cosw' , 
e„sin(u„  —  e,sinw,  =  —  m'e{Da-\-  -G^)  sin  w  —  m'e' (E,,  4--.HJsin  w'  , 

worin,  wegen  der  Vernachlässigung  des  Quadrates  von  m',  statt  e  und  w 
auch  e,  und  w,  oder  e„  und  w„  gesetzt  werden  können.  In  Ueber- 
einstimmung  mit  [5*}  geht  hieraus  hervor,  dass  2  i>o  +  G,,  und 
2  £„  4-  -Hg  die  aliein  durch  die  Theorie  bestimmbaren  Constanten  sind. 
Für  den  astronomischen  Zweck  ist  es  am  bequemsten,  e,  und  w, 
als  Elemente  der  Bahn  anzunehmen  und  daher  bei  der  Länge  die 
Störungsglieder,  deren  Argumente  k  —  tu  und  ?.  —  tu'  sind,  wegzu- 
lassen. Fü-r  den  Radius  Vector  ist  alsdann,  wenn  man  e„cos  w„ 
und  e„sin(u„  mittelst  [e]  aus   [d]   eliminirt: 

^  =  ,  _  fe  —  m'  e,  (D,  +  \  ÖJ]  cos  \l  -  ui) 

ein  Resultat,  zu  dem  man  auch  unmittelbar  gelangt,  wenn  man  bei 
der  Unbestimmtheit  zwischen  den  vier  Grössen  i*,,  ...  if^  die  Co- 
efficienten  O,,   und  H^  in   (5*)  und  («)  geradezu  Null  setzt. 
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§.  167.  Eben  so,  -wie  beim  Radius  Vector  und  der  Länge, 
wurde  im  vorigen  Kapitel  auch  bei  der  Entwickelung  der  Störungen 
der  Breite  der  Coefficient  des  Gliedes,  für  welches  «^  o,  und  dessen 
Argument  daher  X  —  i^  war,  unendlich  gross  gefunden.  Zur  Besei- 
tigung dieses  der  Natur  der  Sache  widersprechenden  Ergebnisses 
wollen  wir,  wie  in  dem  ganz  ähnlichen  Falle  beim  Monde,  anneh- 
men ,  dass  die  mittlere  Bahnebene  des  Planeten  m  nicht  fest  sei, 
sondern  dass  hei  unveränderter  Neigung  derselben  gegen  die  Bahn 
von  rn',  ihre  Knoten  mit  dieser  Bahn  sich  gleichförmig  an  letzterer 
fortbewegen.  Indem  wir  alsdann  die  Breite  auf  die  Lage,  welche  die 
mittlere  Bahn  von  m  in  der  Epoche  hat,  beziehen,  haben  wh'  nach 
§.  138  zii  dem  für  die  Breite  in  §.  162  angenommenen  Ausdrucke 
noch  ein  GUed  von  der  Form 

hinzuzufügen,  worin  m'Hn  die  constante  Geschwindigkeit  der  Knoten 
ausdrückt.  Mit  Weglassung  der  Störungaglieder ,  in  denen  i  nicht 
Null  ist,  setzen  wir  demnach: 

h  =  m'iJlni  cos  {l--0)  +  m'f  K^  sin  [l  -—  .')■)   . 
Hieraus  folgen  für  die  Kraft    U,   die  awci  Ausdrücke    i§.  162); 
U,^  —  h-\-^m'ia'a''&,  sin  [l  —  d) 


=  -«j'iH«fcos(A  — ^)-LM'i(^a'«'Bi  — /gs: 
a(th 


l[;.- 


Damit  nun  dieselben  identisch  werden,  haben  wir  nur 


jiaus  die  Geschv 
m'Hn  = 


ndigkeit  der  Knotenbewegung 


folgt.  Da,  wie  aus  den  in  §.  154  entwickelten  Reihen  hervorgeht, 
B,,  für  jedes  Planetenpaar  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  die  Be- 
wegung selbst  rückgängig.  —  Die  Constante  K^  bleibt  —  aus  dem- 
selben Grunde  wie  A,  in  §.  138  —  unbestimmt  «ind  kann  gleich  Null 
werden. 


§.  168.  Obschon  die  Bahn  von  m  ihre  Neigung  gegen  die  Bahn 
von  m'  nicht  ändert,  so  wird  doch,  wegen  des  Rückwärtsgehen s  der 
Knoten  der  ersteren  Bahn  auf  der  letzteren,  die  Neigung  der  ersteren 


y  Google 


.  168. 


Drittes  Kiipitel.     SäcularstSruiigeii 


277 


gegen  irgend  eine  andere  feste  Ebene  veränderlich  sein.  Um  dieses 
näher  zu  untersnehen ,  seien  auf  der  Oberfläche  der  Himmelskugel 
P  und  P'  [Fig.  43)  die  Nordpole  der  Bahnen  von  m  und  m' ,  also 
der  Bogen  PP'  ^i  (vergl,  §.  142),  Der  Nordpol  der  festen  Ebene 
oder  des  grössten  Kreises,  iu  welchem  die  Kugelfläche  von  dieser 
Ebene  geschnitten  wird,  sei  E;  er  werde  den  Polen  P  und  P'  so 
nahe  liegend  angenommen,  daes  seine  Abstände  von  ihnen  mit  PP' 
von  gleicher  Ordmrng  sind,  und 
dass  daher  das  sphärische  Dreieck 
EPP'  als  ein  ebenes  betrachtet 
werden  kann.  Sei  O  der  Punkt, 
von  welchem  an  in  dem  festen 
Kreise  die  Längen  gerechnet  wer- 
den, Oj  der  Anfangspunkt  der  in 
der  Bahn  von  m  gezählten  Längen 
und  K  der  eine  der  beiden  Kno- 
ten  dieser   Bahn   auf  dem   festen 

Kreise.     Nach  der  in  §,  47  gemachten  Bestimmung  ist 
0,K=  OK 

zu  nehmen;  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  OKO^  =  EP,  und 
weil  EOK=  Qo",  wird  0,  einerlei  mit  dem  Durchschnitte  von  EO 
mit  der  Bahn  von  m  sein. 

-  Werden  nun  in  Bezug  auf  die  feste  Ebene  die  Neigungen  der 
Bahnen  von  m  und  m'  gleich  /  und  J',  und  die  Längen  ihrer  auf- 
steigenden Knoten  gleich  0  und  &'  gesetzt,  so  ist 

EP  =  /,      EP'  =  /' 

und  (§.  142) 

OEP=  370" -H  0=  0  —  90"  , 

O£P'  =  0'  — 90",     sowie     0,PP' =  -&  — 90''  . 

Bezieht  man  daher  P  und  P'  auf  ein  in  der  Ebene  EPP'  gelegenes 
rechtwinkliges  Coordinaten System,  dessen  Anfangspunkt  E  ist,  und 
dessen  Abscissenaxe  die  Richtung  EO  hat,  und  nennt  p,  q  und  p' ,  q 
ihre  Coordinaten,  so  ist 

ju^/cos[0' — 90"),  q  =^  Jam(Q  —  90°)   , 
d,  i, 

p  ::=  /sin0,  q  =  —  /cos0  , 


^j'^/'sinÖ'  2'=  —  /'cos©'  . 

Da  ferner  PO,  als  parallel  mit  EO  betrachtet  ' 


irden  kann,  so 


y  Google 


2  (8  Mechanik  des  Himmels.     Vierter  Abschnitt,  K    169. 

sind  die  Projectionen  von  PP'  auf  die  beiden  Axen 

jo' ^^  =  (eos(3'  — 90"),  q' —  q  =  L%\-a.(d- ^ (^o")  , 
d.  i. 

[b]  p' ■ — p=:tsin^,  q' — q^  —  lümQ-  . 

Die  Frage  ist  nun  nach  den  Aenderungen  von  /  und  0  oder  p 
und  q,  als  den  Elementen ,  wodurch  die  Lage  der  Balin  von  m  gegen 
die  feste  Ebene  bestimmt  wird,  wenn,  bei  constant  bleibendei  Nei- 
gung (  der  Bahn  von  m  gegen  die  von  m',  erstere  an  letzterer  um 
dd'  fortrückt.  Es  kommt  aber,  wenn  man  die  Gleichungen  {b)  nach 
p,  q  und  &  differentiirt; 

dp  =  —  icos&dS-  =  {q'  ■ — -q]  d&  , 
'  dq=  —  i  sm&d^  =  —  (p'  —p]  d&  , 

und  wenn  man  hierin  für  ^,  q  und  jo',  q'  und  die  Differentiale  von 
p,  q  ihre  aus  [a]  fliessenden  Werthe  substituirt  r 

dJ:  wa.Q  +  Jd&  .  cos0=  {Jco%Q  —  J"  CGsQ']d&  , 
—  dJ  .  cos  e  -H  JdQ  ,  sin  0  =  (/sin  0  —  /'  sin  0  V>^  ■ 
Hieraus  erhält  man 

dJ=  —  J'dd-.  sin  (0  —  0')  , 
JdQ  =  Jd&  —  .rd&  .  cos  {©  —  0')  , 

und  damit  die  Geschwindigkeiten  --j-  und  -7- '  mit  denen  sich  J 
und  0  ändern,  wenn  man  diese  Gleichungen  noch  mit  dt  dividirt 
und  für   -7-  seinen  in  §.  167  gefundenen  Werth 


dt 


d^ 
dt    '' 


§.  169.  Die  in  den  §§.  165  und  168  erhaltenen  Aendei-ungen, 
welche  die  Elemente  e,  vj,  J  und  0  durch  m'  erleiden,  nennt  man 
wegen  der  Langsamkeit,  mit  der  sie  vor  sich  gehen,  Säcular- 
störungen.  Ihr  charakteristisches  Merkmal  besteht  darin,  dass  sie 
bloss  von  den  Elementen  der  Bahnen  von  m  und  m'  abhängen,  nicht 
aber  von  den  Oertern  dieser  Planeten  in  ihren  Bahnen,  wie  dies  bei 
den  in  den  beiden  vorigen  Kapiteln  entwickelten  Störungen  der  Fall 
war,  als  welche  so  oft  zu  denselben  Werthen  zurückkehren,  als  die 
beiden  Planeten  wieder  dieselbe  Stellung  gegen  einander,  oder  auch 
gegen    ihre    Perihelien    und    Knoten ,    einnehmen ,    und    die    deshalb 
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periodische  Störungen  genannt  werden  [§.  109).  Während  diese 
letzteren  nnr  von  kurzer  Dauer  und  vorübergehender  Wirkung  sind, 
werden  durch  die  säculaien  Störungen  die  Elemente  selbst  und  da- 
mit die  Gestalt  der  Bahnen  und  ihre  Lage  im  Räume  allmählich  ge- 
ändert. Allerdings  sind,  streng  genommen,  auch  die  SäcularstÖrungen 
von  periodischer  Natur;  allein  ihre  Perioden  umfassen  nicht  selten 
Zehntausende,  ja  Hunderttausende  von  Jahren,  und  ihre  Wirkungen 
können  daher  auf  lange  hinaus  der  Zeit  proportional  angesehen  und 
nach  den  in  §§.  165  und  168  erhaltenen  Formeln  berechnet  werden. 
Was  die  beiden  noch  übrigen  Elemente  a  und  e  hetriiTt,  so  sind 
nach  denselben  Schlüssen,  wie  bei  der  Mondstheorie  (§§.  144  und  147), 
so  lange  wenigstens  die  Quadrate  und  höheren  Potenzen  der  Ex- 
centricitäten  und  der  Massen  unberücksichtigt  bleiben,  die  Säculai^- 
störungen  von  a  und  e  Null.  Indessen  kann  die  nach  §.  158  zu  « 
zu  setzende  Constante 

-m  aG^=i—  -m a'  -r— ^ 

ganz  oder  zum  Theil  in  eine  säcnlare  Störung  des  Elementes  e  ver- 
wandelt werden.     Da  nämlich  - 

so  ist  es  einerlei,  ob  n  zur  mittleren  Bewegarng  und  s  constant,  oder 
oh  n^  zur  mittleren  Bewegung  genommen,  und  dem  Elemente  «  der 
der  Zeit  proportionale  Zusatz  {n  —  m,)  t  gegeben  wird.  Verwandelt 
man  aber  n  in  «, ,  und  bedeutet  a^  die  zu  n^  gehörende  mittlere 
Entfernung,  ist  also 

so  ist ,  wenn  man  n  —  n,  und  a  —  a,  als  kleine  Grössen  von  der 
Ordnung  m'  betrachtet: 

folglich,  wenn  man 

setzt: 

«  — «.=    2m'a,<7  . 
Die  durch 

r  =  a  +  lm'aC\,     und     l  =  nt -{- s 

ausgedrückte  Bewegung  ist  daher  identisch  mit  der  durch 

r^a^-\-  zm' ga^  -| —  m'a^  C^     und     l  =  n^t  -^  s —  '^m'^n^t 

ausgedrückten,  wo  g  eine  irillkürliche  Zahl  ist,   nach  deren  Bestim- 
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niung  sich  der  Werth  von  «,  richtet.    Setzt  man  sie  = C,  ,    so 

wird 

r  =  tf,     und     l  =  n^t^s  +  '^  m'C^nJ.  , 
wohei   das    letzti:  Glied   von  l  als  die   säculare  Aenderung'   von  t  be- 
trachtet werden  kann. 

§.  170.  Wie  schon  bemerkt  worden,  lassen  sich  die  Geschwin- 
digkeiten, mit  denen  sich  die  Elemente  e,  w,  ./"und  0  ändern,  als 
constant,  wenigstens  auf  lange  Zeit  hinaus,  ansehen.  Da  aber  in  den 
Ausdrücken  für  diese  Geschwindigkeiten  die  sich  ändernden  Elemente 
selbst  und  ausserdem  noch  die  Elemente  des  störenden  Planeten  «?' 
vorkommen,  welche  letztere  durch  Einwii-kung  von  m  auf  m'  gleich- 
falls säculare  Aenderungen  erleiden,  so  werden  auch  die  Geschwin- 
digkeiten mit  der  Zeit  andere  und  andere  Werthe  erhalten.  Am 
leichtesten  lässt  sich  diese  zi^ammengeset^te  "Wirkung  bei  den  Ele- 
menten /  und  0  übersehen. 

Sind,  wie  in  §.  168,  P  und  P'  (Fig.  44)  die  Nordpole  der 
Bahnen  von  m  luid  m' .  so  ist  nach  §.  167  die  Neigung  PP' :^  t 
constant,  und  die  Knoten  der  Bahn  von  m  gehen  auf  der  von  ra' 
mit  der  constanten  Geschwindigkeit  -  m'na^a'B^  ,  welche  C  heisse, 
rückwärts,  so  dass,  wenn  Q  den  Ort  von  P  am  Ende  des  nächst- 
folgenden Zeitelements  dt  vorstellt,  PQ  auf  PP'  normal  und  der 
Wiiikel 

PP'Q  =  Cdt 

ist.  Bliebe  demnach  die  Lage  der  Bahuebene  von  in',  und  damit 
P',  unverändert,  so  würde  P  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  C  rück- 
wärts einen  Kreis  beschreiben,  dessen  Mittel- 
punkt P'  wäi^e.  Allein  wegen  der  Störung, 
welche  m'  durch  m  erleidet,  bewegt  sich  auch 
P'  um  P  rückwärts  mit  einer  Winkelgeschwin- 
digkeit C",  die  aus  C  durch  Vertauschung  der 
Elemente  von  m  und  m'  sich  ergiebt  und  daher 
gleich  -mn'a'^aB^  ist,  weil  B, ,  als  der  Coeffi- 
-g.    j^  cient  eines  Gliedes  in  der  nach  den  Cosinus  der 

Vielfachen    von   u   entwickelten   Function     17    ^ 
(§.  157),  eben  so  wie   U  selbst,    von  a  und  a'  auf  gleiche  Weise   ab- 
hängen muss.     P'   rückt   daher  normal  auf  PP'  während  des  näch- 
sten Zeittheilchens  dt  um  eine  Linie  P'Q'  fort,  so  dass  der  Winkel 
P'PQ'  =  G'dt 
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Hiernach  kann  man  sich  die  beiden  Pole  aus  ihrer  ersten  Lage 
P,  P'  in  die  nachherige  Q,  Q'  dadurch  gekommen  denken,  dass 
sich  die  Linie  PP'  um  ihren  Durchschnitt  A'^  mit  QQ'  gedreht  hat. 
Weil  Q  und  Q'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  PP'  liegen,  so  fällt 
N  zwischen  P  und  P,  und  dieses  so,  dass 

PN -.JSP'  =-PQ:  P'Q'  =  0:  C  =  m'7iu:mn' a'  =  m'  "|/«'  :mya  , 
weil,  bei  der  Vernachlässigung  der  Planetenmassen  gegen  die  Sonnen- 
masse, n*a'  ^n'*a'^  (§-65)  nnd  daher 

ist;  der  Drehungs^rinkel  aber  ist 

PNQ  =  PP-Q  +  P'QQ'^{C+C'}dt  . 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  nun  für  jedes  folgende  dt  wieder- 
holen, und  wir  gewinnen  damit  das  merkwürdige  Resultat, 

dass  die  Pole  der  Bahnen  von  m  und  m'  mit  gleichen  Winkel- 
geschwindigJieHen,  ^  C  -\-  C,  Kreise  7-ückwärts  um  einen  ruhenden 
Punkt  iV"  beschreiben,  von  welchem  sie  nach  entgegengesetzten  Seiten  in 
En^emungen  abstehen,  die  sich  wie  C  und  C,  d.  i.  umgekehrt  me 
die  Producte  ates  den  Massen  in  die  Quadratwurzeln  der  grossen  Axen, 
verhaUe?i; 
odei  mit  anderen  Worten: 

dass  sieh  die  gemeinschaftliche  Knotenlinie  heidej-  Bahnen  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  0~\-  C  rückwärts  in  einer  ruhenden  Ebene 
[deren  Pol  N  ist)  dreht,  mit  welcher  die  beiden  Bahnen  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  hin  unveränderliche,  in  dem  Verhältnisse  von  C  zu  C 
stehende  Winkel  machen. 

§.  J71.  Zusätze.  «)  Sei  E,  wie  in  §.168,  ein  von  P  und  P' 
in  geringer  Entfernung  liegender  fester  Punkt  der  Himmelskugel, 
auf  welchen  die  Bewegungen  von  P  und  P'  bezogen  werden,  und 

EP^^J,     EP'  =J'  . 
Nach  einem  bekannten  Satze  der  Geometrie  hat  man: 

NP ' .  EP^  +  PN.  EP'^  =  PP' .  EN^  +  PP' .  PN .  NP'  . 

Weil  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,  infolge  der  Kreis- 
bewegungen von  P  und  P'  um  den  festen  Punkt  N,  sich  bloss  con- 
stante  Grössen  vorfinden,  so  rauss  auch  die  linke  Seite  constant  sein. 
Berücksichtigen  wir  daher  noch,  dass  die  constanten  Linien  NP'  und 
PN  in  dem  Verhältnisse 

C"  -.C^mya-.m'ya' 
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stehen,   so   ergiebt  sich  folgende  zwischen  den  Neigungen  /  und  /' 
bestehende  meikwiirdige  Belation; 

m  ya  ./'-(-  m'  ^a' .  J'^  ^  einer  beständigen  Grösse. 

Die  Neigungen  J  und  J'  können  hiernach  nicht  über  gewisse 
Grenzen  wachsen,  und  ivenn  die  eine  abnimmt,  muss  die  andere  zu- 
nehmen, —  welches  beides  aber  auch  schon  aus  den  Kreisbewegungen 
von  P  und  P'  folgt, 

b)  Die  ruhende  Ebene,  welche  N  zum  Pole  hat,  ist  die  unver- 
änderliche Ebene  des  Systems  der  drei  Körper  M  [Sonne),  m  und  m'. 
Denn  bedeuten  F,  F'  undy  die  Flächengeschwindigkeiten  der  Radien 
Mm,  Mm'  und  mm',  wenn  man  hei  unveränderter  relativer  Be- 
wegung je  zweier  zu  einem  Radius  gehörender  Körper  den  einen 
ruhend  annimmt,  so  mrd  die  unveränderliche  Ebene  ihrer  Lage  nach 
durch  Zusammensetzung  der  Flächen  M.m.F,  M .  m' .  F'  und 
m.m' .f  gefunden  (§.  90),  oder  —  weil  es  hier  nur  auf  das  gegen- 
seitige Verhältniss  dieser  Flächen  ankommt,  und  die  dritte  gegen 
die  zwei  ersten  fast  verschwindet  —  durch  Zusammensetaung  der 
zwei  Flächen  m .  F  und  m' .  F'.  Die  Axe  der  unveränderlichen  Ebene 
wird  folglich  gefunden,  wenn  man  zwei  auf  den  Flächen  F  und  F' 
perpendikulare  Linien,  die  sich  wie  m  .  F  und  m' .  F'  verhalten ,  zu- 
sammensetzt (§.  87). 

Nun  sind  P  und  P'  ersichthch  die  Pole  der  Flächen  F  und  F'. 
Heisst  daher  Z  das  Centrum  der  Himmelskugel,  so  haben  die  zwei 
zusammenzusetzenden  Linien  die  Richtungen  ZP  und  ZP'.  Die 
durch  Z  gelegte  Axe  der  unveränderlichen  Ebene  muss  folghch  mit 
ZP  und  ZP'  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  Sinus  der  Winkel  der 
Axe  mit  ZP  und  ZP',  oder  auch  die  "Winkel  selbst,  wegen  der 
Kleinheit  von  PP' ,  müssen  sich  ■ —  eben  so  wie  bei  zwei  zusammen- 
zusetzenden Kräften  —  wie  m' .  F'  und  m  .  F  verhalten.    Es  ist  aber 

^■=1  na^,        F'=^n'a'^ 
(g.  127,  b)  und  daher 

m'  F' :  mF=^  m'n'a"" :  mita^  =  m"]/a' :  mYa 
=  G:  C'  =  PN:NP'   . 
Mithin  ist  iV  selbst  der  Pol  der  unveränderlichen  Ebene. 

§.  172.  Das  in  §,  170  durch  geometrische  Betrachtung  erhaltene 
Resultat  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  auch  durch  Analysis  finden.  — 
Man  hat  für  die  Bewegung  des  Pols  P  oder  (p,  q)  die  Gleichungen 
(f)  in  §.  168,  oder  wenn  man  — Cdt  statt  dH  schreibt: 
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d2)  =  —  {q'  —  q)0dt,     dq  =  {p' —p)  Cdt  ;  [a) 

und  eben  so  für  die  Bewegung  des  Pols  P'  oder  (p',  q'),  wenn 
man  in  [a]  die  auf  m  und  m'  bezüglichen  Grössen  mit  einander 
verwechselt: 

dp'={q'—q)C"dt,     dq'  =  —  {p'—p)C'dt  .  {ß) 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt: 

C'dp-i'Cdp'  =  o,     C'dq  +  Cdq'  =  o  . 
Setat  man  daher; 

C'p  +  Gp' ^  {C  +  C) p,  ,      C'q-\-Cq'={C+C']q,  ,        {y) 
so  sind  dp,  und  dq,  gleich  Null,  also  j>,  und  q^  constant. 
Ferner  fliesst  ans  («)  und  {ß} : 

<!p'-dp=  (,■-?)  (C+  C")  ,11  , 

folglich 

(?'—?)*(/— i>)  +  (s'  —  j)  <*(?'—?)  = 

=  i  <2  [(/-?)•+(?■-?)■]  =  j(i.PP-  =  o  . 

Mithin  bleibt  PP'  oder  t  constant,  und  es  wird  folglich,  wenn 
man 

p' — p  =  icosff,         also         q'  —  q  =  isincp  (e) 

setzt : 

dp'  —  dp  =  - —  (  sin  fp  d(p ,       dq  —  dq^^^^  i  cos  rp  d(f)  . 

Hiermit  geht  die  eine,  wie  die  andere,  der  beiden  Gleichungen 
(Ö)  über  in 

d(p=^-~{C -{-€•')  dt  , 
und  man  kann  daher 

fp=~{0+C')t  +  D  {ö') 

setzen,  wo  1)  einen  eonstanten  Winkel  bedeutet. 
Es  folgt  aber  aus  (e)  in  Verbindung  mit  (y): 


g_|_p-  tcostp,      p'  =p,  +  ^ 


-C' 


(S) 


<i(p-      1=9,+  o^c  '  ^'"  'P 


worin  noch  fiAr  (p  sein  Werth  aus  (d')  zu  substituiren  ist. 

Ueb  er  einstimmend  mit  §,  170  beschreiben  demnach  die  Pole  [p,  q) 
und  {pi' ,  q'),  oder  P  und  P',  um  den  nihenden  und  immer  zwischen 
ihnen   liegenden   Pol  (p,,  j,]   oder  iN'',  Kreise   mit  den  Halbmessern 
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mit     der    gemeinschaftlichen     cons  tauten 

Winkelgeschwindigkeit  — {C-\-C').  Zugleich  sieht  man,  wie  mit- 
telst der  letateren  Formeln  die  Oerter  von  P  und  P'  für  jede  Zeit  t 
durch  die  sechs  Constanten  C,  C",  p,,  g,,  t,  D  bestimmt  werden 
können,  von  denen  die  vier  letzteren  aus  den  Oei-tern,  welche  Pund 
P'  in  der  Epoche  einnehmen,  sich  immer  leicht  finden  lassen. 

§.  173.  Um  von  den  zuletzt  erhaltenen  Formeln  eine  Anwen- 
dung zu  zeigen,  wollen  wii-  nach  ihnen  die  Säcularbewegungen  der 
Pole  der  Bahnen  des  Jupiter  und  des  Saturn  zu  berechnen  suchen. 
Es  sind  diese  beiden  Planeten  die  bei  weitem  massenreichsten  in  un- 
serem System.  Die  Störungen,  welche  sie  von  den  übrigen  Planeten 
erleiden,  sind  daher  nur  unbedeutend  gegen  diejenigen,  welche  sie 
auf  einander  aiisüben,  und  man  wird  folglich  ihre  Bewegungen  schon 
nahe  richtig  erhalten,  wenn  man  bloss  ihre  gegenseitigen  Störungen 
in  Rechnung  nimmt. 

Beziehen  eich  die  Buchstaben  ohne  Accent  auf  den  Jupiter  und 
die  accentuirten  auf  den  Saturn,  so  ist 

I  , ^        I 

^  io53'9'  ^3500-2 

Fenier  ist  nach  der  Mecan.  cel.  Tom.  III,  pag.  82: 
(«''  — 2«ö'co9M  H-«^)'*  = 
=  ^,3(2.i79i93-H  3-185493  COSM  + 2-082131  cos2!<+  ...)  , 
also,  wenn  man  a'  zur  Längeneinheit  nimmt: 

-Bc  ;=  2-I79I93  ,         B|^  3-185493,         Bj  =  2-082131   , 
Sodann  ist  a.  a.  O.  pag.  Sl 

1  =«  =  0-54531725  , 
und  pag.  64  die  jährlichen  Bewegungen  in  Decimalsecunden : 
n  =  3372^o"78  ,         w'  =  i35792"34  ■ 
Hiermit  findet  sich 
C^-m'na^B,=^  22"Bi6  ,         C  = -mn'aB^  =  ^^"955  , 
O -\-  C  =  78-771  Uec.  sec.  =  25-522  Sex.  sec.  , 
und  damit  die  Umlaufszeit  der  Pole  P  und  P'  wm  N,  oder  die  Um- 
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laiifszeit  der  gemeinsamen  Kiiotonlinie  heider  Bahnen  in  der  unver- 
änderlichen Ebene, 

400  .  100  .  100  ^     _  , 

^ ^ —  ^  'ioySo  Jahren. 

78-771  ^    ' 

Nun   waren  den    1.  Jannar  1800    die  Neigungen    beider  Bahnen 

gegen  die  Ekliptik  in  Sexagesimalmaass 

J  =  i''i8'5i"6  ,  /'  =:  2'^29'35"g  , 

und  die  Längen  ihrer  aufsteigenden  Knoten  in  derselben 

0  =  98''25'45",  0'  =  iij"56'7"  . 

Hieraus  folgen  für  jenen  Zeitpunkt,  als  Epoche,  die  rechtwink- 
l^en  Coordinaten  von  P  und  P',  wenn  der  Pol  der  Ekliptik  und 
der  Frühüngsnachtgleichenpunkt  in  der  Epoche  zu  den  Punkten  E 
und  O  genommen  werden  [§.  168): 

p  =  Jain  0  =  468o"5  ,         ?  =  —  «^cos  0  =    6q3"6  , 
io'  =  8326-1,  2'  =  3353-1   , 

und  damit  nach  (e)  für  die  Epoche,  als  wo  cp  =  D  ist: 
icosJ)  =  p' — ^p  ^^  3645"6  , 
isinD  =  q'  —  q=  2659-5   , 
woraus  die  Cons tauten 

TJ  =  36"6'4o" 

(  =  45i2"6  =  i''i5'i2"6 
hervorgehen. 

AVeiter  folgen  hieraus  die  Halbmesser 

^P  =  (f^:-Q'  ■  *  =  3205-5  =  53  25-5  , 
und  nach  (C)  die  Coordinaten  von  A^: 

p,  =p  +  NP .  cosD  :=  5736"4  , 
^j  =  y  -|-  NP  .  sin  ZI  =  1 463  -9  . 
Die   Coordinaten  von  P  und  P'   nach  t   seit  1800  verflossenen 
Jahren  sind  alsdann  nach  (C) : 

^  ^  5736"4 — i307"ocos(/)  , 
q=  1463-9  — i307-osinf^  , 

P'  =  5736-4  +  3205-5  COSf/J    , 

q'  =  1463-9  +  3205-5  sintp  , 
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(/)  :=  36°6'4o"  —  25"522i  . 

Zusätze,  ß)  Werden  von  der  Ebene,  deren  Pol  N  ist,  oder 
der  unveränderKchen  Ebene  des  Systems  von  Sonne,  Jupiter  und 
Saturn,  die  Neigung  und  die  Knotenlänge  rücksiclitlich  der  Ekliptik 
mit  /,  und  0^  bezeichnet,  so  hat  man 

J^  sin  ©j  =  Pi ,         J^  cos  Ö,  =  —  q^   , 
woraus  sich  mit  den  obigen  Werthen  von  ß,  und  <J^ 

/,  =  ^iV=  i"38'4o"2     und     ©,  =  i04''i8'58" 

finden,  —  Bestimmungen,  welche  von  den  in  §.  89  für  die  unver- 
änderliche Ebene  aller  Köi'per  unseres  Sonnensystems  angegebenen 
Bestimmungen,  wegen  der  überwiegenden  Massen  des  Jupiter  und 
Saturn,  nicht  sehr  abweichen. 

ö)  Die  grösste  und  die  kleinste  Neigung  gegen  die  Ekliptik  ist 
für  Jupiter;  £iV+iVP   =2"  o'zy"     und     i"i6'53"  , 
für  Saturn:   EN±NP'  =  2   32     6      und     o  45  15    . 

Ist  die  Ne^ung  der  einen  Bahn  am  grössten,  so  ist  die  der  an- 
deren am  kleinsten.  Die  Linie  PP'  geht  alsdann  verlängert  durch 
E,  und  die  Knoten  beider  Bahnen  fallen  zusammen. 

§.  174.  Einer  ähnhchen  Analysia,  wie  in  §.  172,  wollen  wir 
jetzt  auch  die  Säcularänderungen  der  Excentricitäten  und  der  Peri- 
helien  von  m  und  m',  oder   der  durch    sie  bestimmten  Grössen  f,  y. 


',  unterwerfen. 

[n  §.  164,  (3)  haben 

wir  gefunden; 

2f,=~m'D,j- 

ni'Eff' ,         zg,  =  m' Df-\-m' Ef 

(§•  166) 

<!/  =  - 

-'-m'aU-n{B,g^-R,g-)dt  , 

<>S  = 

\m'a^a'n{BJ--^,f)dt  ; 

und  eben  so  ist  für  die  durch  m  erzeugten  Säcularänderungen  von  f 
und  g\  weil  Bj  sowohl  als  B^  eine  symmetrische  Function  von  a 
und  a'  ist, 

df  =^-ma"^an'  {B^g'  ^'ß^g)dt  , 

oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  die  Constanten 
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•a'nB, 

=  Gih, 

i»'o'o'»B,  =  Gh 

'an'B, 

=  G5, 

imo'Vn'B,  =  G  , 

-i; 

imil     J  = 

ma'n'         m^a 

ist,  setzen: 

(lf  =  —Gh{ljg  —  <j')dt,         df  =^G(lg'  —g)dt  , 
dg  =       Gh[hf-f)dt,         dg'  =       0(hf^f]dt  . 
Es  folgt  hieraus : 

dfJf-idf  ==^Gg{hh~i)dt+  Gg'{h  —  U)dt  , 
dg  +  idg'  =       Gf{lh  —  i)dt—  Gf'{h  —  hi)dt  . 
Man  setae  nun 

G  [bh  —  i]  =  H    und     G  [h  —  hi]  =  —  Hi  ,  {ß; 

durch  welche  zwei   Gleichungen    die    vorhin   unbestimmt 
Grösse  4  und  überdies  11  bestimmt  werden.    Man  erhält  damit 
df+idf'  =  -B(s  +  is')dl  , 
dg  +  idg'=       H{/+if')dt,  " 

zwei  Gleichungen,  aus  denen  sieh  ähnhcher  Weise,  wie  aus  den 
älmücli  geformten  Gleichungen  [S]  in  §.  172,  die  Lösung  des  Problems 
ergeben  wird. 

Es  folgt  aber  aus  [ß]   nach  Elimination  von  H: 

i'^  -\-h\i  —  h)i  —  Ä  =  o  .  [6] 

Dieser  Gleichung  zufolge  hat  i  zwei  durch  die  Constanten  b 
und  ]>.  bestimmte  Werthe,  welche  man  *',  und  i^  nenne;  die  ihnen 
zugehöi'igen  Werthe  von  H  seien 

H,  =  G{bh  —  i^)    und     JI^  =  G(bh  —  ^). 

Indem  man  nun  den  eisten  dieser  zwei  Werthe  von  *  in  den  Glei- 
chungen [f]   einführt  und 

setzt,  kommt; 

dx=  —  H^ydt,  dy  =  H,xdt,  (s) 

folglich 

xdx  +  ydy  =  ~d[3?-  -^  y^)  ^  o  . 

Mithin  ist  sr^  -h^'  eine  Constante,  welche  man  gleich  l^,  und  hiemach 
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x  ^  l,  COS  ip,  ,  y  =  h  si"  '/'[ 

setze ,  woraus 

dx  =  — y^ipi  j         (^y  =  xd\p^ 

iolgt.  Die  Substitution  hieiTon  in  der  einen  oder  anderen  der  Glei- 
chungen  ff)  giebt 

d>p^^=Il^dt    und  damit     i/ij  =  J?,  i+i,   , 
wo  -L,  den  M'erth  von  i/',  fiir  t  ^=  o  bezeichnet.    Es  ist  demnach 
/  +  ij'  ^x  =  l,  cos  \p,  =  l,  cos  (£■,  t  +  i,)   , 
■/  +  *,?'  =  y  =  ^1  sin  V',  =  /,  sin  (.ff,  ^  +  A)    . 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aiis  [/)  mit  Anwendung  des  zweiten 
aus  [6;  fliessenden  Werthes  von  t: 

/■+  ,;  /■'  =  L  cos  (ff,  tA-  L„)  , 
y  +  i.y  =  kBm{H,t  +  L,)  , 
wo    /j   und   ij,    eben   so  wie   l^    und  X,,  Constanten  sind,  die  man 
aus  den  "Werthen  von  f,  J",  g,  g' ,  wie  solche  zu  einer  gewissen  Zeit 
stattfinden,  au  bestimmen  hat.    Bezeichnet  man  nämlich  diese  Werthe 
für  t^Q  mit  _/(,  y,)',  .. ,  so  ist 

/o  +  hf.  =  h  cosX,  ,  /„  +  ij',  =  h  cosi,  , 

woraus  sich  l^,  ...  L^  auf  bekannte  Weise  finden  lassen.  Die  Werthe 
von  f,  ...  g'  zur  Zeit  t  ergeben  sich  alsdann  durch  die  Verbindung 
von  (fj)  mit  [%^\   und  sind  hiernach,  wenn  man,  so  wie 

HJ-\-  L^  =  ip^,     auch  noch     H^t-^  L^  =  tp^  , 
und  die  Constanten 


/i=  *jAj  cos?/),  —  *,AäCOSt/'j    , 

g  =  S^i  sin '/'.  —  h  h  8inv<,  , 
/'  ^  ^  ^1  cos  t/i[  -H  Aj  cos  i/ij  , 
*7'=: — ■/i:|Sin(/)j  +  ^jsin  li'j  . 

§.  175.  Berechnen  wir  nach  diesen  Formeln  die  Säcularstö- 
rungen,  welche  Jupiter  und  Saturn  gegenseitig  auf  ihre  Perihelien 
und  Exe entrici täten  ausüben. 

Mit  den  in  §.  173  für  m,  m',  a,  a'  =  i,  n,  n' ,  E,,  Bj  ange- 
gebenen Werthen  findet  sieh 
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ö  =  =i  =  1-52993  ,         Ä  =  —-J-  =  0.4O776  , 
Wj  mya 

und  damit  die  Gleichung  {Ö) 

»'* +  0-906094  —  0-40776^0  , 

woraus 

1^  =  0.32990,      ?;  =  — 1-23598 
folgt. 

Feiner  erhält  man  in  Sexagesimalsecunden 

\ogG  =^  log  — »ißw'Bj  =^  1-07371   , 
II,  =  Gih—Gi,  =    3"483  , 
B^  =  Gbh—  Gi^  =  22"o38  . 
Nun  war  am  i.  Januar  1800 

e   =0-048162,        (a   =ii'^7'38", 
e'  =  0'056i50  ,       w'  =  8q  8  20    , 


/„  =  ecosw  =  0-047257  ,         g^  =  esinw  =  0-009295  , 
log/;  =  6-92627  -^  10  ,  log^c'=  8'74930  — 10  , 

und  daher  nach  (1^) 


;,co8i,  =  0.047535, 

/jcosij  =       0.046214  , 

?,smi^  =  0-027817  , 

^2sini>3=  —  0-060097  ■'. 

[ieraus  folgt 

Z.,  =    3o''2o'io", 

log/,  =8-74096  —  10  , 

i,  =  307  33  34  . 

log/^  =  8-87973  — 10  , 

*'  =  V^ 

^=  — 0'035i72  , 

k.=   '-Jt. 

^  =  —  0-048414  , 

also  zuletzt  nach  (5-) 

f  7=  0-043472  COSl//^  +  0-015972  COSl/Jj 

^  =  0-043472  sini^,  +  0-015972  sin*//3  , 
_/■' =0-035172  cos?//, — 0-048414 COS^i/j  , 
</' =  o.035i72sini//,  — o-D484i4sini/'5  , 
wo 

■^ll^=     3o"2o'io"+    3"483  '  1 
Vj  =  307  33  34   +22.038  t  , 

Möbius  Wetke  iV. 
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SÜO  verflossene  Zeit, 


worin  t  die  seit  dem  1.  Januar 
gedrückt,  bedeutet. 

Zusätze,  a)     Die   rechtwinkligen  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
der  Ellipse,  welche  Jupiter  um  die  Sonne  beschreibt,  sind 


180")  : 


Aus 


,./,  ««sin  (,»+,80'')  = 

und   dieselben  Coordinaten  für   Saturn   gleich — «'/' , 
den  Ausdrücken  für  y,  ■■■ff'  findet  sich  aber 

—  af   =-iJcosx, +  $cosz,  , 

—  ag    =p  sinz,  +  q  sin^^  , 

—  a'f  ^p'coEz^  — ^'cos^.;   , 

wo,  wenn  man  wiederum  a'  zur  Längeneinheit  nimmt  (§.  173], 

P  =  0-545317  xo-04-3472  =  0-023706  , 

?  =  0-545317  XO-015972  =  0'Oo87io  , 

ij' ^  0-035172  ,  j' =  0-048414  , 

und  überdies 

Y^  =  Tp^  -|-  iSo"  ^  2io"2o'  10"  -|-    3"483  (  , 
Zs  =  V^.  -r  180"  =  127    33  34    +  22-058  t  . 
Zieht  man   daher  von  fder  Sonne  S  aus  (Fig.  45)  in  der  Ebene 
der  Ekhptik,  mit  welcher  man  sich|gegenwärtig  die  Bahnebenen  von 
Jupiter  und  Satui-n  zusammenfallend  denken  kann,  eine  Linie  SQ  ^=  q, 
welche  mit  der  Abscissenaxe ,   d.  :i.   mit   der   Linie  von  S  nach  dem 
Frühlings  äquinoctium    am   1.  Januar 
1 800,  einen  Winkel  =  Xä  macht,  und 
nach    der    entgegengesetzten    Rich- 
tung  von  SQ   eine   hinie  SQ'  ^  q': 
zieht  man  ferner,  unter  einem  Win- 
kel =  X\    ™i*  ^^^'  Abscissenaxe ,   die 
Lünen  QP  =^ p  und  Q'P'=2)':  so 
sind  F  und  P'  die  Oerter  der  Mittel- 
punkte der  vom  Jupiter  und  Saturn 
beschriebenen    Ellipsen    zur    Zeit    i. 
p.    ^.  Im  Verlauf  der  Zeit  werden  sich  da- 

her die  gleich  lai^  bleibenden  Li- 
nien SQ  und  SQ'  um  .S',  QP  um  Q.  und  Q'P'  vim  Q'  gleichföi-mig 
und  nach  derselben  Richtung,  wie  die  Planeten  um  die  Sonne, 
drehen,   so  dass    Q   und  Q'   mit  S   stets  in  gerader   Linie   und   QP 
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und  Q'P'  sich  stets  parallel  bleiben.    Dabei  werden  die  Umtlicliuogs- 
zeiteii  der  Linie  Q'SQ  und  der  Linien  QP  und  Q'P'  resp. 

^„°,      und     -V^,  <^-  !■  beiläufig  58800  und  372000  Jahre 
betragen. 

b)  Dieselbe  Relation,  die  wir  in  §.  171,  a)  zwischen  den  Quadraten 
der  Neigungen  zweier  sich  störender  Planeten  fanden ,  hat  auch 
zwischen  den  Quadraten  ihrer  Excentricitäten  statt.  Denn  aus  den 
Foi-meln  (^}  des  §.  174  folgt; 

e*  =f^  +y^  =%^i  +»t  ^2  —  2ifi\k,k^  cos  (i/Jj  —  ip,)    , 
e'^  ^=f'^  +  g'''  =:^J  +  I,\  —  2^jA;j  cos  {ip^  —  (//J   , 

und  daher 

e*  —  »1  h  ^'°  ^  einer  von  der  Zeit  unabhängigen  Grösse. 

Zufolge  der  Gleichungen  {§]  und  [«)  ist  aber 

'  '  my  a 

Mithin  ist  auch 

my«.  e' -hm'y«' .  e'^=  einer  beständ^en  Grösse. 
Wie   die  Neigungen,    köimen  daher  auch   die  Excentricitiiten  der 
Bahnen    zweier   einander    stik-ender    Planeten    gewisse    Gremen    nicht 
überschreiten,  und  wenn  die  eine  zeuchst,  mtiss  die  andei~e  abnehmen. 


§.  176.  Die  in  §.  163  in  Bezug  auf  periodische  Störungen  ge- 
machte Bemerkung,  dass  die  Störung  eines  Planeten  durch  mehrere 
andere  der  Summe  der  Störungen,  welche  jeder  der  letzteren  einzeln 
hervorbrii^t,  gleich  ist,  aoba.ld  die  Quadrate  und  höheren  Potenzen 
der  störenden  Massen  vernachlässigt  werden ;  diese  Bemerkung  leidet 
offenbar  auch  auf  die  Säcularungleichheiten  Anwendung. 

80  wurde  in  §.  165  für  die  saculare  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  "Excenti-icität  der  Bahn  von  m  durch  Einwirkung  von  m  ge- 
änder-t  wird, 

de  = m'na^a'B^e'dt .  sin  (w  —  w') 

gefunden.    Hierin  istBj,  folglich  auch aa'B^,  eine  von  den  con- 

stant  bleibenden  Elementen  a  und  «'  symmetrisch  abhäjig^e  Function, 
die  wir  jetzt  mit  (0,1),  und  die  auf  gleiche  Weise  aus  a  und  «",  aus 
li  und  m",  ütc.  gebildeten  Functionen  mit  (0,2),  (1,2),  etc.  bezeichnen 
wollen. 
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"Wenn  daher  m,  aussei  durch  ni',  noch  durch  die  Planeten  m", 
etc.  gestört  wird,  deren  Elemente  zur  Zeit  t...a'\  e",<a",  etc.  heissen, 
so  wird  sein : 

de  =  andt[m'e'  (o,i)  sin  (w  —  w')  +  ?»"«"  (0,2)  sin  [oj  —  w")  +...}  . 

Eben  so  hat  man  für  die  gleichnamigen  Störungen  der  Planeten 
m' ,  m",...  durch  die  jedesmal  übrigen: 

de  =  a  n'dt{me  (1,0)  sin  (w'  —  tu)  +m"e"  (1,2)  sin  (w'  — w"]  +■■-}  , 
de"  =  a"n"dt{me  {2,0)  sin  (fj"  — w)  +  m'e'  [2,1)  sin  (w" — ■w')  +  ...}  , 

u.  s.  w.  Aus  diesen  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den  ent- 
sprechenden iur  ätii,  dm',  dm", ...  können  durch  ähnliche  Kunstgriffe, 
wie  in  §.  174,  die  Säcular Ungleichheiten  selbst,  denen  e,e',...  und 
w,£j', ...  unterworfen  sind,  gefunden  werden.  Statt  aber  diese  etwas 
weitläufige  Rechnung  hier  anzustellen,  mag  nur  noch  gezeigt  werden, 
me  mit  Hülfe  der  fiir  de,  de',...  erhaltenen  Gleichungen  die  merk- 
würdige Relation,  die  wir  vorhin  zwischen  den  Quadraten  der  Ex- 
centricitäten  zweier  sich  störender  Planeten  fanden,  auf  das  System 
aller  ausgedehnt  werden  kann. 

Es  kommt  nämlich,  wenn  man  diese  Gleichungen  resp.  mit 
— -  T    — ;— ,  I       „  „  >■■■   multipHcirt,   sie  hierauf  addirt  und  noch  be- 


merkt,  da; 
und  eben 

etc,  ist; 

äs  die  Function 

[0,1)  wegen  ihrer  Sym 

^(2,0),           (1,2)   =(2,1) 

£.rfe+^ 

e'äe'+^,,'äe'  +  .. 

oder  weil 

ist: 

»yo.»=a 

,  +  mya'.e'de'+...= 

Hieraus  aber  folgt: 

(-<) 

mya.e'  +  , 

„'Ya'.e'  +  m-Va'.e' 
Constanten  Grösse  C  . 

Weil  alle  Planeten  sich  nach  derselben  Richtung  um  die  Sonne 
bewegen,  und  daher  n,  n',  n",...  einerlei  Zeichen  haben,  so  müssen 
in  den  Gleichungen  (a),  folglich  auch  in  {A),  die  Wurzelgrtissen 
Ya,  y^«',...  mit  einerlei  Zeichen,  es  sei  mit  dem  positiven,  genom- 
men werden.     Die   Glieder   atif  der  linken  Seite   von   [A]  sind  dann 
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insgesammt  positiv;  keines  von  ihnen  kann  folglich  grösser  werden, 
als  die  ebenfalls  positive  Constante  C  auf  der  Rechten,  und  wenn  die 
Excentricitäten  einiger  Planeten  wachsen,  so  müssen  die  von  anderen 
gleichzeitig  abnehmen.  Da  ferner  die  Excentricitäten  aller  Planeten 
gegenwärtig  sehr  klein  sind,  und  es  daher  auch  C  ist,  so  werden 
wenigstens  die  Excentricitäten  des  Jupiter,  Saturn  und  Uranus,  als 
derjenigen  Planeten,  denen  die  gi-össten  Massen  und  grössten  Ent- 
fernungen, und  folglich  in  (j4)  die  grössten  Glieder  zugehÖren,  stets 
sehr  klein  bleiben.  Anderweitige  Untersuchungen  haben  gelehrt, 
dass  dasselbe  auch  von  den  Excentricitäten  der  übrigen  Planeten  gilt. 
Mecan.  cel.  Tome  I,  pag.  305. 

§.  177.  Der  Ausdruck  für  die  säculare  Geschiviudigkeit ,  mit 
welcher  sich  die  Neigung-  der  Bahn  von  m  durch  die  Störung  von 
m'  ändert  (§.  168); 

dt        -i  '  ^  ' 

ist  dem  für  die  Excentricität  ganz  ähnlich.  Die  in  Betreff  der  letz- 
teren so  eben  gemachten  Rechnungen  und  Schlüsse  werden  daher 
auch  auf  die  Neigung  Anwendung  finden.  Es  wird  mithin  auch  die 
in  §.  171 ,  a)  erhaltene  Relation  zwischen  den  Quadraten  der  Neigungen 
zweier  Planetenbahnen  gegen  eine  feste  Ebene  auf  das  System  aller 
Planeten  erstreckt  werden  können  und 

m-]/  a.J^  +  m'Ya' .  J'^  -j-  m'Y«"  .  /""  +  -  ■  -  =  [B] 

einer  constanten  Grösse  C 
sein.     Die  Neigungen  werden  folglich,  so  wie  sie  es  jetzt  sind,  auch 
foi-twährcnd  seht  klein  bleiben. 

Auffallend  hierbei  ist  der  Umstand,  dass  die  feste  Ebene,  auf 
welche  in  [B)  die  Neigungen  bezogen  werden,  dafern  sie  nur  mit 
Einer,  und  folglich  auch  mit  den  übrigen  Bahnen,  sehr  kleine  Winkel 
macht,  sonst  jede  beliebige  sein  kann;  und  es  wird  daher  durch  die 
Formel  [B]  noch  eine  andere  merkwürdige  Relation  ausgedrückt  sein. 
Um  diese  zu  ermitteln,  bezeichne  man,  wie  in  §.  168,  die  Nordpole 
der  Bahnen  von  m,  m',  m",...  mit  P,  P' ,  P",...  und  den  Nordpol 
der  festen  Ebene  mit  E.     Man  setze  ferner  der  Kürze  halber 

mY a  =  c   ,       m'Y<^  =  o'   ,       etc., 
so  wird  die  Formel  [B] : 

cEP^'+o'  .EP'*  +  c"  .EP"-+...=  C"  . 
Sei  nun  A  irgend  ein  Punkt  in  dem  kleinen  Stück  der  Kugel- 
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Ääche,  in  welchem  die  Punkte  E,  P,  P%...  enthalten  sind,  und 
■ivelcbes  wir  Mer  als  eben  betrachten  können,  und  werden  in  Bezug 
auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  in  dieser  Ebene,  welches  Ä  zum 
Anfangspunkte  hat,  die  Coordinaten  von  E,F,P',  ...  resp.  gleich 
f:.9>  ^1  y\  ^' )  y' '1  ■■■  gesetet,  so  wird 

EP'  ={x  -fy-  +  {,j-ff)\ 

EP'-'  =  [x'^fT-  +  (y'-gr-  ,     etc. 
und  damit 

—  2f{cx  +  c' X +...]— 2'j[cy  +  c' y' +...)=€" 

d,  li.  gleich  einer  für  alle  Zeit  beständigen  Grosse,  was  man  auch  für 
Werthe  den  Constanten  /  und  g  beilegen  mag. 

Die  hierzu  nöthige   und  hinreichende  Bedingung  ist,   dass  jede 
der  drei  Summen 

c[x^  +  y^)-\-c'[x"  +  y"-)+..., 
cx+cx'+...  ,  cy^c'y'  -\-... 

für  sieh  constaut  sei.     Nun  sind  [§,  75) 

'^y  +  c'y'-h--- 


c'  +  .. 


rrnd 


die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Punkte  P,  P' ,  . ..,  wenn 
den  letzteren  die  Massen  c,  c  ,  ...  beigelegt  werden.  Dieser  Schwer- 
punkt, und  folglich  auch  die  Ebene,  welcher  er  als  Po!  zugehört, 
müssen  daher  bei  allen  Bewegungen  der  Pole  P,  P',  ...  in  Ruhe 
bleiben. 

In  der  Formel  [B]  für  die  Neigungen  ist  mithin  zugleich  der 
Beweis  für  das  Vorhandensem  einer  ihre  Lage  nicht  ändernden  Ebene 
enthalten,  —  und  zwar  derselben,  welche  nach  §.  89  vorzugsweise  die 
unveränderliche  oder  invariable  Ebene  genannt  wird.  Denn 
heisst  Z  der  Mittelpunkt  der  Himmelskugel,  so  findet  sich  die  Axe 
der  letzteren  Ebene  durch  die  Zusammensetzung  von  Linien,  welche 
die  Richtungen  ZP,  ZP',  ...  haben  und  sich,  ihren  Längen  nach, 
wie  mya,  m'ya',  ...,  d.  i,  wie  c,  c' ,  ...  verhalten,  also  durch  Zu- 
sammensetzung der  Linien  c.ZP,  c'.ZP',  ...  (§.  171,  Ö}.  Man  hat 
aber  nach  §.  74,  2),  wenn  S  der  Schwerpunkt  der  n  gleich  schweren 
Punkte  P,  P',  ...  ist: 

ZP+  ZP'  -J-  ..  .  =  ',i.ZS  . 
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WO  auch  Z  liegen  mag;  also  auch,  wenn  c  gleich  schwere  Punkte 
in  P,  c'  ehen  so  schwere  in  P',  etc.  vereinigt  sind,  d.  h.  wenn  sich 
die  Massen  in  P,  P',  ...  wie  c,  c',  ...  verhalten,  und  ä  auch  hier 
den  Schwerpunkt  bezeichnet; 

c  .  ZP  +  c'  .  ZP'  +  .  . .  =  (r,  +  o'  +  . ..)  ZS . 

Die  aus  c .  ZP,  c'  .ZP',  ...  zusammengesetzte  Linie,  also  die 
Axe  der  unveränderlichen  Ebene,  wenn  für  Z  wiedenim  der  Kugel- 
mittelpunkt  genommen  wird,  hat  demnach  ZS  zur  Richtung  und 
folglich  den  Schwerpunkt  S  der  Massen  c,  c  ,  ...  zum  Pole,  —  wie 
zu  erweisen  stand. 

Zusatz.  "Wählt  man  S  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten, 
so  werden 

ex  +  c'x'  +  ...  ^  o     rmd     cy  -\-  c'y'  -\-  . . .  ^  o  , 
und  die  Gleichung  (6)  reducirt  sich  auf 
c.li:P^  +  c'.EP'^  +  ...  =  c.SP^  +  c'  .SP"-  +  ...  +  [c  +  c'  +  ..:)SJi\ 

eine  schon  in  §.  91,  c)  bemerkte  Relation  zwischen  den  Quadi-aten 
der  Entfernungen  der  Massen  c,  c',  ...  von  ihrem  Schwerpunkte  -5* 
und  einem  anderen  willkürlichen  Ptmkte  E.  Zugleich  geht  daraus 
hervor,  dass  die  Constante  C^^^e  .BP^ -|- ■--  am  kleinsten  wird, 
wenn  man  E  mit  S  zusammenfallen  lässt,  d.  h.  wenn  man  die 
Neigungen  der  Kähnen  auf  die  unveränderliche  Ebene  selbst  bezieht. 


Viertes  Kapitel. 

A^on  der  Stabilität  des  Planetensystems. 


§.  178.  Im  vorigen  Kapitel  sind  wir  zu  den  für  die  Dauer 
des  Planetensystems  höchst  wichtigen  Resultaten  gelangt; 

dass  erstens  die  mittleren  Entfernungen  der  Planeten  von  der 
Sonne,  und  folglich  auch  ihre  Umlauf szeiten,  durch  alle  Zeit  unverändert 
bleiben;  dass  zweitens  die  Excentrieitäten  ihrer  Bahnen  stets  Meine 
Brüche  vmd  mithin  die  Sahnen  selbst  immer  nahe  kreisförmig  bleiben, 
und  dass  es  drittens  eine  Ebene  von  unveränderlicher  Lage  giebt , 
mit  welcher  die  Sahnen  stets  nur  kleine   Winkel  machen. 
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KÖrnien  daher  auch  die  ApsidenUnien ,  so  wie  die  Knotenliiiieii 
mit  jener  Ebene,  bedeutend  ihre  Lage  ändern,  ja  sich  um  ganze 
Kreise  drehen,  so  wird  doch  das  ganze  System  sich  von  einem 
gewissen  mittleren  Zustande  nie  beträchtlich  entfernen,  sondern  nur 
geringe  Schwankungen  um  denselben  machen. 

Der  bedeutendste  unter  den  drei  genannten  Gründen  für  die 
stabile  Dauer  des  Systems  ist  unstreitig  der  erste,  oder  die  Bestän- 
digkeit der  mittleren  Entfernungen.  Im  Obigen  (§.  169]  haben  wir 
uns  von  dieser  Beständigkeit  allerdings  nur  durch  indirecte  Schlüsse 
überzeugt  und  dabei  nur  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Massen, 
so  wie  der  Excentricitäten  und  Neigungen,  beiTicksichtigt.  ÄUein 
Laplace,  der  Entdecker  dieser  wichtigen  Wahrheit,  zeigte  schon 
bei  ihrer  ersten  Bekanntmachung  im  Jahre  1773,  dass  sie  noch  bei 
ßücksichtnahme  auf  die  zweite  und  dritte  Potenz  der  Excentrici- 
täten und  Neigungen  Gültigkeit  hat.  Wenige  Jahre  später  (1776) 
bewies  Lagrange,  dass  sich  für  die  mittleren  Entfernungen  selbst 
dann  keine  säcularen  Störungen  zu  erkennen  geben,  wenn  man 
zwar  nur  die  erste  Potenz  der  Massen,  aber  noch  alle  höheren  Po- 
tenzen der  Excentricitäten  und  Neigungen  in  Rechnung  nimmt. 
Endlich  hat  Poisson  (1808)  dasselbe  auch  noch  bei  Berücksichti- 
gung der  Quadrate  der  Massen  dargethan. 

Dass  die  Excentricitäten  und  die  Neigungen  immer  klein 
bleiben,  hat  hauptsächUch  daidn  seinen  Grund,  dass  alle  Planeten 
sich  nach  einerlei  Kichtung  um  die  Sonne  bewegen,  indem  bei 
dieser  Einrichtung  in, den  Gleichungen  {A)  und  {B)  (§§.  176  und  177) 
alle  Glieder  auf  der  linken  Seite  einerlei  Zeichen  haben.  Wäre 
dagegen ,  um  nur  die  Störungen  ins  Auge  zu  fassen ,  welche  zwei 
Planeten  wechselseitig  auf  ihre  Excentricitäten  e  und  e'  ausüben, 
die  Bewegung  des  einen  der  des  anderen  entgegengesetzt,  so  hätten 
in  der  Gleichung: 

mya  .e^  -\-m'  "(/«'  .  e'*  ^=  einer  coustanten  Grösse  , 
die  beiden  Glieder  auf  der  linken  Seite  entgegengesetzte  Zeichen,  und 
e  und  e'  würden  gleichzeitig  abnehmen  und  gleichzeit^  wachsen. 
Auch  würde  unter  leicht  angebbareu  Bedingungen  ein  Wachsthum 
ohne  Grenzen  eintreten  können.  Sind  nämlich  die  zwei  Bewegun- 
gen einander  entgegengesetzt,  so  wird  in  §.  174  der  Werth  des  Ver- 
hältnisses 

ni  ya'  :>  y«  =  h 

negativ,   und  es  können  dann  die  Wurzeln  «',  und  ;',  der  Gleichung  (ä), 
=  —  '-b[i—?i)±yiJi  +  '-b^{i—h)'-] 


yGoosle 


§.   179,   180.      Viertes  Kapitel.     Von  der  Stabilität  des  Planetensyatems-      297 

auch  imaginär  werden.  Mit  solchen  Werthen  von  i,  und  i^  finden 
sich  aber  die  Gröseeny,  g,  f ,  g' ,  mithin  auch  die  Excentiicitaten 
y(/^  "("?')  ^^^  V'(y^  +  ?'^)i  nicht  mehr,  durch  'trigonometrische, 
sondern  durch  Exponentialfunctionen  der  2eit,  wie  A.a^,  ausge- 
drückt und  können  daher  mit  der  Zeit  ohne  Ende  zunehmen. 

§.  179.  Noch  müssen  wir  eines  dem  ersten  BHcke  nach  sehr 
zufällig  scheinenden  Umstandes  gedenken,  der  ganz  besonders  dazu 
beiträgt,  dass  sich  das  System  von  einem  mittleren  Zustande  nie 
bedeutend  entfernen  kann,  und  dass  namenthch  die  periodischen 
Störungen  nie  eine  allzu  beträchtliche  Grösse  erreichen  können.  Es 
ist  dies  die  Einrichtung,  dass  die  ümlaufszeiten ,  und  folghch  auch 
die  mittleren  Bewegungen  der  Planeten,  in  incommenguraheln  Ver- 
hältnissen zu  einander  stehen,  von  denen  keines  einem  einfachen 
commenaurabeln  Verhältnisse  nicht  einmal  sehr-  nahe  kommt. 

Um  dieses  so  weit,  als  es  hier  thunlich  ist,  zu  erläiitern,  wollen 
wir  zu  den  in  §.  158  gefundenen,  von  den  Excentiicitaten  unab- 
hängigen Störungen  der  Länge  und  des  E.adius  Vector  zurückgehen. 
Von  beiderlei  Störungen  hat  der  Coefficient  des  allgemeinen  Gliedes 
den  Divisor 

,■.*■-■  =.[(.■+  I)»-.V]  [{i^  ,)»-.■»']:»'  , 
weil  k^  [n  —  n'):  n.  Da  nun  für  i  nach  und  nach  alle  ganzen 
Zahlen  zu  setzen  sind,  so  würde,  wenn  das  Verhältniss  der  mittleren 
Bewegungen  n :  n'  einem  der  Verhältnisse  i:i-\-\  oder  *' :  s  —  i  , 
d,  i.  1  ;  2 ,  2:3,  3:4,  etc.  oder  2:1,  3:2,  4:3,  etc.  sehr  nahe 
gleich  käme,  der  entsprechende  Coefücient  sehr  gross  und  damit 
eine  sehr  bedeutende  Störung  erzeugt  werden. 

Eben  so  erhellet,  dass  unter  den  von  den  ersten  Potenzen  der 
Excentricitäten  und  der  Neigung  abhängigen  Störungen,  deren  all- 
gemeiner Coefficient  [§§.  161,   162)  die  Gi-össe 

i^ik  +^Y-i=i[n-  n')  {[i  +2)n~  in'] :  n^ 
zum  Divisor  hat,  beträchtliche  entstehen  müssen,  wenn  das  Verhält- 
niss n :  n'  von  i:i-\-  2,  also  von  einem  der  Verhältnisse  ...  5:3, 
4:2,  3:1,  1:3,  2:4,  3:5,  ...  wenig  abweicht.  Indessen  sind 
hiervon  die  in  der  Natur  vorkommenden  Verhältnisse  zwischen  den 
mittleren  Bewegungen  viel  zu  sehr  verschieden,  als  dass  von  dieser 
Seite  her  eine  nur  einige rmaassen  beträchtliche  Störung  zu  befürchten 


§.  180,      Unter  allen  Verhältnissen  zwischen  den  mittleren  Be- 
wegungen der  Planeten  nähert  sich  einem  einfachen  rationalen  Ver- 
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hältniss  am  meisten  das  zwischen  den  Bewegungen  des  Jupiter  und 
Saturn,  also  merkwüi'diger  Weise  das  zwischen  den  Bewegungen  der 
zwei  grössten  Planeten  unseres  Systems.  Denn  heissen  Z7  und  U' 
die  TJmlaufszeiten  und  n  iind  n'  die  mittleren  Bewegungen  des  Ju- 
piter und  Saturn,  so  ist 

E/=  II -86197  ^'""^'    f-'' =  29-45714  jul.  Jahren  , 
woraus 

-==T  ^  —   überaus  nahe  ^=  — —  ,    und  schon   sehr   nahe  =  - 
TT        n  149  5 

folgt,  so  dass  die  fünffache  Bewegung  des  Saturn  von  der  doppelten 
des  Jupiter  nur  um  einen  geringen  Theil  der  einen  oder  der  anderen 
Bewegung   selbst   verschieden  ist.     Es   kommt  nämlich  mit  Anwen- 
dung des  fast  vollkommen  richtigen  Verhältnisses  60:  149, 
5?7        5m'        150  ,         ,  I  I      , 

zU        2n        149  74-5  30 

Auch  finden  sich  in  der  That,  wenn  man  in  der  Entwickeluug 
der  gegenseitigen  periodischen  Störungen  des  Jupiter  und  Saturn 
bis  zur  dritten  Potenz  der  Excentricitäten  incl.  fortgeht,  Glieder, 
deren  Coefficienten  das  Quadrat  von  5m'  —  2«  zum  Divisor  haben 
und  daher  ungeachtet  der  hohen  Potenz  der  Excentricitäten  noch 
sehr  gross,  grösser  als  jede  andere  periodische  Störung  im  ganzen 
Planetensystem*) ,   ausfallen. 

Nach  Bouvard's  astronomischen  Tafeln  (Paris,  1821)  werden 
diese  zwei  sogenannten  grossen  Gleichungen  des  Jupiter  und 
Satmn  folgenderg estalt  berechnet.  Zuerst  sind  für  die  mittlere  Pariser 
Mittei-nacht ,  womit  der  i.  Januai'  1800  anfängt,  als  Epoche,  die 
stets  vom  mittleren  Frühlings äquinoctialpunkte  in  der  Epoche  an 
gerechneten  mittleren  Längen  )-  und  V  des  Jupiter  und  Saturn : 


*)  15ie  ^rüsste  periodische  Läiigensttiriiiig   erleidet  (.1/e'c.  eil..  Torao  III,  püg. 
95— !4(i) 

Merkur  durch  Venus;    sie  beträgt  S"5  , 

Venus  durch.  Erde;         -  -      i'-4, 

Erde  durch  Jupiter ;        -  -        G.S , 

Mars  durch  Jupiter;        -  -      25  o, 

Uranus  durch  Saturn;     -  -    149-7. 

Die  Störungen  des  Jupiter  und  Saturn,   welche  ihrer  Grösse  nach  nnmittelhsr 
auf  die  im  Teste  angegebenen  folgen ,  sind 

für  Jupiter  dnreh  Saturn ;  3'  29"o  , 

für  Saturn  durch  Jupiter:         11     i)-4  . 
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l  =    8i"  52'  i9"3  +  30"  20'  56"7i8  ,  t  , 

X'  =  123        5    29-4+   12     13    16-127  -^    , 

WO   t  die   seit   der  Epoche  verflossene  Zeit,  in  julianischen  Jahren 
ausgedrückt,  bedeutet.     Hiermit  bestimmt  man  die  Argument« 
j1=:  5/.'  —  2/1  +  4''io'4"S —  i'!6"403  .  t  -\-  o"oi3  .  f^ 

=  95''52'53"o  +  23'it)"795  ■  '  +  o"oi3  .f-  , 
j1'  ^  j1  —  2g"8  —  o"2  70  .  (!  ; 
und  es  sind  dann  die  Gleichungen  füi-  die  Länge 

des  Jupiter;  +(i9'46"6i9  —  o"o347  .  i  +  o"oooo33  .  i^jsin^ 

—  i2"oi4sin  zyl  , 
des  Saturn;  —  (47'52"649  —  o"o8o3  .  ( -f  o"oooo82  .  i')  sin^' 

+  {3o"504  —  o"ooi7  .  ()  sin  2.^'  . 
Die  Periode  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  beträgt  [§.  109) 
360° 


23  ] 


-932  Jahi-e  . 


Der  Anfang  einer  solchen  Periode,  d.  i.  einer  der  Zeitpunkte, 
wo  die  Argumente  der  Gleichungen  gleich  Null,  mithin ,  zufolge  dieser 
Gleichxrngen  allein,  die  Geschwindigkeit  des  Jupiter  s 
die  des  Saturn  am  kleinsten  gewesen,  ist 


5^  53 
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vor  der  Epoche,  also  um  das  Jalu-  1552,  eingetreten.  Von  da  an 
nimmt  466  Jahre  hindurch,  also  bis  zum  Jahre  2018,  die  Geschwin- 
digkeit des  Jupiter  ab  und  die  des  Saturn  zu.  Die  Astronomen  der 
letztverflossenen  Jahrhunderte  hatten  diese  Verzögerung  des  einen 
und  Beschleunigung  des  anderen  Planeten  aus  Beobachtungen  ken- 
nen gelernt,  und  mussten  diese  Anomalieen  bei  TJnkenntniss  ihrer 
Periode  um  so  auffaltender  finden,  als  von  allen  anderen  Planeten 
die  Umlaufezeiten  sich  durchaus  constant  gezeigt  hatten.  Nach 
mehreren  vergeblichen  Versvichen,  den  Grund  dieser  sonderbaren 
Erscheinung  zu  ennitteln,  gelang  es  Laplace  [im  Jahre  1786),  auch 
sie  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere  anzupassen  und  die  oben 
angedeutete  theoretische  Erldärung  ausfindig  zu  machen,*) 


*|  Die  Theorie  des  Jupiter  und  ßatum  iat  von  Hansen  in  seiner  Preissehrii't 
»Untersttchangen  über  die  gegeneeiUgen  Störungen,  des  Jupiters  timd  SaturnS"  Berlin 
1831,  und  später  in  seiner  posthumen  AbhamUung  » Ueb^-  die  Störungen  der  grossen 
Plaaeien,  insbesondere  des  /ispVicrs  Leipzig  1875,  bearbeitet  worden.    Leverrier 
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§.  181.  Zusätze,  a]  Dass  durch  die  gegenseitige  Einwir- 
kung zweier  Planeten  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  einen  sich 
verringert,  wenn  die  des  anderen  grösser  wnd,  und  umgekehrt,  dies 
läast  sich  leicht  mit  Hülfe  des  Princips  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte  darthun.  Bedeuten  nämlich  die  in  §.  91,  b)  mit  A,  B,  C 
bezeichneten  Körper  die  Sonne  und  die  beiden  Planeten ,  und  setzen 
wir  demgemäss  ihie  Massen  0=1,  b  =  m,  c  =  m',  die  Radien 
AB^r,  AC^=r',  und  die  durch  AB  und  ÄC  ausgedrückten  rela- 
tiven Geschwindigkeiten  von  B  und  C,  wenn  A  ruhend  angenommen 
wird,  gleich  m  und  u  ,  so  verwandelt  sich  bei  Weglassung  der  Quadrate 
und  des  Productes  der  Massen  m  und  m'  die  Gleichung  am  Schlüsse 
von  §.  91,  c)   in 

mw^+mV'  =  2^(^+-~-)  -I-Const. 

Nach  [II)  in  §.  52  ist  aber,  wenn  a  und  a'  die  momentanen, 
d,  i.  die  aus  den  jedesmaligen  Werthen  von  r,  u  und  r',  u'  abgeleite- 
ten, und  daher  wegen  der  gegenseitigen  Störung  von  einem  Zeit- 
punkte zum  anderen  sich  ändernden,  halben  grossen  Axen  der 
Bahnen  von  m  und  m'  bedeuten: 

w=  =  ^|-  — i)     und     w'!=7f(-^,— 1) 

[vergl.  §.  146).     Hierdurch  wird  die  vorige  Gleichung; 

—  -i j  ^  Const.  , 


Wenn  daher  n  wächst,  muss  n   abnehmen,  und  umgekehrt. 

J)  In  der  letzten  Gleichung  sind  n  und  m'  die  momentanen 
mittleren  Bewegimgen.  Weil  sie,  eben  so  wie  a  und  »',  frei  von 
aäcnlaren  Stömngen  sind,  so  kann  man  n=^v-\-x  und  ?i'=:i''4-^ 
setzen,  wo  v  und  v'  durch  alle  Zeit  constant,  x  und  x'  aber  kleine 
Grössen  von  periodischer  Natur  bedeuten.  Die  vorige  Gleichung 
^vird  damit: 

m(,,4-r)'-l-m'(j''-Hr'r  =Const    , 

behandelt  die  Bewegung  dti  Jupitei  und  des  Siturn  in  den  Annales  äe  l'Ohsm-- 
vatoire  de  Paris,  weleha  die  Theorie  der  airamtliohen  grollen  Planeten,  nebst 
Tafeln,  enthalten.  Für  dia  bonm  Pide)  sind  iuiseidem  ISt^  Tafeln  von  Han- 
sen und  Olufsen,  für  dpn  Unnii?  und  Neptun  lon  Ne-ncunib  in  Washington 
erschienen.  A.  d.  H. 
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folglich  mit  "Weglassung  der  höheien  Potenzen  von  x  und  x' : 

m  .V     ^  x~\-  m'  .v'     '  x'  =  m  .11       x  -^  m  .n'        .r'  =  Const. 
oder 

m^a  .x-\-m'  }/«' . x'  =  Const.  {a) 

Wenden  wir  dieses  auf  Jupiter  und  Saturn  an ,  wo  die  durcli 
die  grossen  Gleichungen  +  ig' 47"  ein -^  und  — 47' 53"  sin  ^i  ver- 
besserten mittleren  Längen,  wegen  der  langen  Periode  der  eisteren, 
als  die  momentanen  mittleren  Längen  selbst  erscheinen,  und  wo 
folglich  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  diese  Gleichungen 
ändern : 

(5«'  —  zn)  ig'S  COS  ^     und     —  (5«'  —  zn)  47*9  cos  A  , 

die  periodischen  Glieder  x  und  x'  der  mittleren  Bewegungen,  oder 
doch  die  vorzüglichsten  unter  diesen  Gliedern,  sein  weiden.  Die 
Gleichtmg  {«)  geht  damit  über  in: 

[m^a  .  i9'8  —  m'  ]/«' .  47'9)  cos  yl  =  Const. 

Dieses  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  in  cosyl 
multiplicirte  Grösse  gleich  Null,  imd  damit 

rn  Ya  .  1  g'S  ^  m' ")/ a  .  ny'c) 
ist. 

Die  Coefficienten  der  grossen  Gleichungen  von  Jupiter  und  Saturn 
müssen  daher,  nahe  wenigstens,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Massen  und  der  Quadratwurzeln  aus  den  mittleren  Entfernungen 
stehen;  was  sich  auch  bestätigt  findet,  indem   [§.  175) 

m'Va'        ,  n  j     '9'  47" 

— '—--  =  A  =  O'40ö     und     —~ — r,  =  0'4ii 

mYa  47   53 


§.  182.  Ausser  der  jetzt  besprochenen  Störung  zwischen  Ju- 
piter und  Saturn  giebt  es  noch  einige  andere,  deren  Perioden 
wegen  des  von  einem  einfachen  rationalen  Verhältnisse  nicht  allzu 
entfernten  Verhältnisses  zweier  mittleren  Bewegungen  n  und  n'  von 
lai^er  Dauer  sind.  Jede  periodische  Störung  der  Länge,  welche 
der  Planet  m'  auf  den  Planeten  m  ausübt ,  ist  nämlich  von  der  Form 

^  sin  (*w^  —  i'n't  -H  a)  ,  ip) 

wo  i  und  i'  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  jede  dieser  Störungen 

hat  ihre  entsprechende  unter  den  von  m  auf  m'  ausgeübten  Störungen : 

A'sm{fn't  —  int+a')  =^  — Ä  sm  [int  — i'n't~a)  ,  {p"j 
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WO  i  und  «'  dieselben  Zahlen  yvic  A'orliiii  bezeichne».  Die  Periode 
jeder  dieser  beiden  Störungen  ist 

_+    360"    _,_     uri' 

—  in  —  i'n'        ~  iü'  —i'U    ' 

und  daher  gegen  die  TJmlaufszeiten  U  und  V  sehr  laug,  wenn 
iU'  —  i'  U  gegen   U  und   V  sehr  klein  ist. 

Beziehen  sich  z.  B.  n  und  n'  auf  Venus  und  Erde,  so  ist 
[^^0-6152  Jahre  und    f7' =  i  Jahr,  folglich 

UU'  0.6152  ^  , 

>„ j--=  — -^^  =  4'0  Jahren  , 

2  (7  — 3(7       0-1544 

Pi7'  0.6152        ^      ,  , 

— z— —  = j-  =  8-1  Jahren  . 

5^7— 3  C"        0-0760 

Unter  den  gegenseitigen  Stornngen  von  Venus  und  Erde  kommen 
daher  zivei  Paare  mit  den  langen  Perioden  von  4  und  von  8  Jahren 
vor,  von  denen  das  erstere  [zn  —  zn'jt,  das  letztere  (5«'  —  3«)*  zum 
veränderlichen  Theile  seines  Arguments  hat. 

Eben  so  entspringt  daraus,  dass  die  Umlaufszeit  des  Mars,  von 
I  -8808  Jahren,  der  doppelten  Umlaufszeit  der  Erde  nahe  gleich  kommt, 
in  dem  Laufe  der  Erde  und  des  Mars  ein  Paar  von  Störungen  mit 
einer  Periode  von  nahe  16  Jahren;  n.  s.  w. 

Von  zwei  so  zusammengehöi-igen  Stöi-ungen  [p]  irnd  {p')  von 
langer  Periode  gilt  übrigens  eben  so,  wie  dies  bei  Jupiter  und 
Saturn  gezeigt  worden,  der  Satz,  dass  sich  immer  nahe 

verhält. 

Endlich  zeichnen  sich,  wie  die  des  Jupiter  und  Satm-n,  ao  auch 
alle  anderen  Stöi-ungen  von  langer  Periode,  durch  die  Grösse  ihrer 
Coefficienten  merklich  vor  den  übrigen  ans. 

§.  ISU.  Schlussbemerkung.  Was  in  §.  J45  über  die  Be- 
stimmung der  mittleren  Elemente  der  Mondsbewegung  gesagt  wor- 
den, ist  im  Ganzen  auch  auf  die  Planeten  anwendbar',  nur  dass 
hier  als  unbekannte  Grössen  noch  die  störenden  Massen  mit  auf- 
treten, —  den  Fall  ausgenommen,  wenn  der  störende  Planet  einer 
von  denen  ist,  welche  Begleiter  haben,  und  wo  seine  Masse  auf  die 
in  §,  6ß  gezeigte  Weise  bestimmt  werden  kann. 

Weil  Lhe  Planetenstörungen  verhältnissmässig  sehr  gering  sind,  so 
wird  man  die  Elemente  der  Bewegung  schon  unter  der  Voraussetzirng, 
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dass  sie  rein  elliptisch  ist,  sehr  nahe  richtig  bestimmen  können.  Man 
setze  daher  jedes  Element  gleich  diesem  seinem  nahe  richtigen  Werthe 
+  einer  noch  unbekannten,  von  der  Ordnung  der  Massen  zu  betrach- 
tenden Correction,  und  berechne  mit  diesen  so  zusammengesetzten 
Elementen  des  Planeten,  so  wie  mit  denen  der  Erde,  für  die  Zeit, 
wo  der  Planet  beobachtet  worden,  nach  den  gegebenen  Formeln  für 
die  gestörte  Bewegung  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Planeten 
und  der  Erde,  wobei  in  den  Störungsgiiedern  die  Massen,  und  in 
dem  elliptischen  Theile  die  Correctionen  der  Elemente  als  Unbekannte 
vorkommen  werden.  Aus  diesen  heliocentrischen  Coordinaten  be- 
rechne man  weiter  die  geocentrische  Länge  und  Breite  des  Planeten 
und  setze  sie  der  beobachteten  Länge  und  Breite  gleich.  Dies  giebt 
zwei  Gleichungen,  in  denen  die  Correctionen  der  Elemente  und  die 
Massen,  von  welchen  beiden  man  immer  nur  die  ersten  Potenzen 
beibehält,  die  unbekannten  Grössen  sind.  Jede  andere  Beobachtung 
giebt  ein  neues  Paar-  solcher  Gleichungen,  und  je  mehr  man  der- 
selben bildet,  mit  desto  grösserer  Schärfe  wird  man,  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  anwendend,  jene  Unbekannten  zu  bestimmen 
im  Stande  sein. 
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I.   Beweis  der  ünTeränderlielikeit  der  mittleren 
EntfeniTingen,  iiacli  lASEANGE. 

Der  Satz,  dass  die  mittleren  Entfernungen  der  Planeten  von 
der  Sonne  keine  säcularen  Äendeinngen  erleiden,  ist  fiir  die  Astro- 
nomie von  hoher  Wichtigkeit,  und  der  in  dem  Falle,  wenn  bloss 
die  ersten  Potenzen  der  Massen  berücksichtigt  werden,  von  Lagrange 
für  diesen  Satz  gegebene  Beweis  so  einfach  und  elegant,  dass  ich 
nicht  umhin  kann  zu  versuchen,  diesen  Beweis  meinen  Lesern 
verständlich  zu  machen.  Auch  wird  sich  dabei  Gelegenheit  zur  Er- 
örterung noch  einiger  die  Störungsrechnungen  betreffender,  sehr 
fruchtbarer  Ansichten  und  Begrüfe  finden,  welche  im  Vorigen  un- 
berührt geblieben  sind, 

1)  Setzen  wir,  dass  auf  einen  Planeten  m  ausser  der  Sonne  M 
kein  anderer  Köi-per  anziehend  wirke ,  und  dass  er  sich  daher  voll- 
kommen elliptisch  bewege.  Im  Zeitpunkte  T,  wo  seine  Coordinaten 
gleich  r,  /,  ä,  und  die  Gre  seh  windigkeiten  derselben  gleich  /,  l',  V 
seien,  empfange  er  irgend  woher  einen  Stoss,  wodurch  die  Geschwin- 
digkeiten die  resp.  Incremente  Jr' ,  JV,  Jh',  erhalten.  Die  Folge 
hiervon  wird  sein,  dass  er  von  T  an  in  einer  anderen  Ellipse,  als 
vorher,  fortgeht.  So  wie  nämlich  die  Elemente  seiner  vorherigen 
elliptischen  Bewegung  nach  der  in  §.  5tl  erklärten  Methode  ans  r,  l, 
b  und  r' ,  r,  b'  zu  bestimmen  sind,  so  sind  es  die  Elemente  der 
nachherigen  Bewegung  aus  r,  l,  h  und  r'  ^Jr',  l'-\-Jl\  b'-\-Jb'. 

2)  Um  das  Gesagte  nur  auf  das  Element  a  anzuwenden,  heisse 
u  die  Geschwindigkeit  des  Planeten  in  seiner  Bahn  zur  Zeit  T  vor 
dem  Stosse,  u-\-Ju  die  durch   den  Stoss   in   demselben  Zeitpunkte 
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geänderte    Geschwindigkeit,    und    a-\- Ja    der    dadurch    geänderte 
Werth  von  a.     Alsdann  wird  sein  {§.  53,  Z) 


wo  II  =  r-  =  K{M+  n 


und  wenn  man  (ö)  von  {a)  abzieht: 

f^  _  (££)!  +  . . .  =  2uJu  +  (JuY   ^         ^^^ 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Stoss,  und  folglich  Jti,  also  auch 
Ja,  unendlich  klein,  gleich  rfw  und  rfß,  sind,  so  wird  die  Relation  (c) 
zwischen  diesen  Incrementen: 

f^«  ^  ^^^^^  ,^\ 

lind  ergiebt  sich   daher  unmittelbar,  wenn   man    («}   nach   a  und  ^( 
differentiirt ,  r  aber  als  constant  ansieht. 

3)  Seien  A^,  A^,  A^,  ...  die  Oerter  eines  Planeten  in  Zeit- 
punkten,  welche  in  unendlich  kleinen  einander  gleichen  InteiTallen, 
deren  m  die  Zeiteinheit  ausmachen,  auf  einander  fo^en ;  also  m  ■  A|^A^, 
m.A^A^,  etc.  seine  Geschwindigkeiten  in  diesen  Zeitpunkten  (§.  10). 
Wird  nun  der  Planet  bloss  von  der  Sonne  angezogen ,  und  bewegt 
er  sich  daher  rein  elliptisch ,  so  wird  man  stets  dieselben  sechs  Ele- 
mente seiner  Bewegung  finden,  mag  man  sie  aus  dem  Orte  .4^  und 
der  Geschwindigkeit  m.A^A^,  oder  aus  dem  Orte  A,  und  der  Ge- 
schwindigkeit m.A^A^,  u.  s.  w.  nach  den  in  §,  53  gegebenen  Vor- 
schriften ableiten.  Wird  aber  die  Bewegung  des  Planeten  um  die 
Sonne  diirch  die  Anziehung  eines  oder  mehrerer  anderer  Körper 
gestört,  so  werden  diese  Systeme  von  Elementen  von  einem  Zeit- 
punkte zum  anderen  etwas  Weniges  von  einander  verschieden  aus- 
fallen, und  man  kann  sich  daher  die  gestörte  Bewegung  auch  als 
eine  elliptische  vorstellen,  bei  welcher  die  Elemente  sich  fort- 
während ändern.  Wir  wollen  diese  Elemente,  zum  Unterschiede 
von  den  bisher  gebrauchten,  bloss  von  den  Säcular Störungen  afficirten 
mittleren  Elementen,  die  momentanen  Elemente  nennen. 

4)  Sei  die  Bewegung  des  Planeten  eine  gestörte,  und  die  ihn 
zur  Zeit  T  störende  Kraft  ^  X.  Es  ist  dieses  X  gleich  dem  Incrementö 
der  Geschwindigkeit  des  Planeten,  wenn  die  Kraft  eine  Zeiteinheit 
hindurch,  ohne  sich  zu  ändern,  auf  ilin  gewirkt  hat.  Denkt  man 
sich  daher  die   störende   Kraft  den  Planeten    durch  Stöeee  treibend, 

Mäiius  Werte  IV,  20 
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welche  sich  in  jedem  Zeitelemente  dt  wiederholen  (§§-20  und  21}, 
so  ist  Xrf(  die  Geschwindigkeit,  welche  dem  Planeten  durch  den 
Stoss  im  Zeitpunkte  T  mitgetheilt  wird;  X, (?i  die  Geschwindigkeit 
durch  den  nächstfolgenden ,  ein  Zeitelement  später  einti'etenden 
Stoss ,  wenn  X,  die  störende  Kraft  in  diesem  späteren  Zeitpunkte 
hezeichnet;  u.  s,  w.  Durch  jeden  dieser  Stösse  werden  aber  gleich- 
zeitig die  momentanen  Elemente  um  ein  unendlich  Weniges  geändert. 
Um  insbesondere  die  Aendexung  von  a  zu  finden,  zerlege  man 
die  Kraft  X  in  zwei,  von  denen  V  die  Richtung  der  Bewegung  hat, 
die  andere  V  darauf  perpendikular  ist.  Hierdurch  zerlegt  sich  die 
durch  den  Stoss  T  erzeugte  Geschwindigkeit  "Kät  in  die  Geschwin- 
digkeit JJdt  und  Vdt  nach  denselben  Kichtungen,  und  die  Ge- 
schwindigkeit u  in  der  Bahn  gewinnt  damit  das  Increment 

du  =  JJdt  . 
Durch  diese  von  einem  fremden  Stoss  bewirkte  Aenderung  von  u  er- 
hält   aber   nach    2)   die    mittlere   Entfernung,   wenn  sie   zur   Zeit   T 
gleich  a  war,  das  Increment 

da  =  — —  udu  = uUdt   ; 

und  eine  ähnliche  Aenderung  erleidet  a  zu  Anfange  jedes  neuen  Zeit- 
elements dt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  a  zur  Zeit  T 
ändert,  ist  hiernach 

5]  Um  diese  Geschwindigkeit  von  a  berechnen  zii  Itönnen, 
muss  zuvor  noch  die  nach  der  Richtung  der  Bewegimg  geschätzte 
störende  Kraft  U  bestimmt  werden.  Wir  woUen  das  hierzu  von 
Lagrange  angegebene  Verfahren  gebrauchen, 
ein  Verfahren,  welches  in  seiner  Allgemeinheit 
der  ganzen  höheren  Mechanik  zu  grossem  Nutzen 
gereicht  hat,  und  welches  sich  für  den  vorliegen- 
den Fall  folge ndergestalt  am  einfachsten  und  fass- 
lichsten darstellen  lassen  möchte. 

Befindet  sich  in  S  (F%.  46)  die  Sonne,  in  P 

der  gestörte  Planet,    in   P'   der   störende,   dessen 

Masse,    wie  früher,   ni'  heisse,   so  ist  die  störende 

Kraft  aus  zwei  Componenten  zusammengesetzt,  von 

Fig.  46,  denen  die   eine ,    gleich  Km' :  PP'^,  die  Richtung 

PP',  die  andere,  gleich  Km' :  SP'^,  eine  mit  P'S 

parallele  Richtung  hat  (§.  94}.     Die  nach  einer  beliebigen  Richtung 

PQ  geschätzte  störende  Kraft  ist  hiernach  gleich  der  Summe  dieser 
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beiden,    nachdem  man  die  erstere  mit  cos  PQ'^FP' ,   die  letztere  mit 

cos  PQ'"'P'S  =  ~  cos  P  Q'^SP' 

multiplicii't  hat,  also 

_  Km'        PF_Kn>^      Gg_ 

—  pp'ä  ■   pQ        ^p'.  '    PQ^  '^  ' 

wenn   F,   G,  S  die   Fusspunkte   der  von  Q  auf  PP'  und  von  P,   Q 
auf  SP'  gefällten  Perpendikel  sind. 

Man  nehme  nun  PQ  unendlich  klein  an,  so  wird: 

PF   _     2 L_  —  _i ^_ 

pp-^  —  -pp'       pp-  —  Qp-        pp-  ' 

und  damit 

Es  drückt  aber  Km'  (...)  das  Incrcment  der  Grösse 

aus ,  wenn  P  nach  Q  fortrückt.  Man  nennt  diese  Grosse  die  stö- 
rende Function  [Störungsfunction].  TJm  aus  ihr  die  nach  einer 
beliebigen  ßiclitung  geschätzte  störende  Kraft  zu  finden,  hat  man 
also  ihr  Increment  zu  bestimmen,  wenn  P  um  einen  unendlich 
kleinen  Raum  PQ  nach  dieser  Richtung  fortbewegt  wird,  und  das 
Increment  durch  diesen  ßaum  zu  dividiren. 
Man  setze ,  wie  in  §.  95 , 

SP=r,     SP'  =  r\     PP' =  Q  , 
so  ist 

cos^  =  '''"^''  '~^'  ,     SG  =  r  cos  .6'  =  '''  "*"  ''  ',~"  ^'  , 
2J.J-  2r 

und  damit  die  störende  Function ;  welche  Ü  heisse : 

P.  =  Km-il^''  +  ''']-^')  ■ 

6)  Werde  nun  für  FQ  der  Weg  selbst  genommen,  welchen  der 
Planet  in  dem  auf  T  folgenden  Zeittheilchen  dt  zurücklegt,  so  ist  die 
nach  der  Richtung  dieses  Weges  geschätzte,  vorhin  mit  ü  bezeichnete, 
störende  Kraft 

PQ    ' 
wo  {dS2}  die  Aenderung  bedeuten  soll,  welche  die  Function  ii  durch 
die   wirkhche   Orts  Veränderung   des  Planeten  P  während   des   auf  T 
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folgenden  Elementes  dt  erfährt.     Zugleich  aber  ist  die  Geschwindig- 
keit u  =  PQ :  dt,  und  folglich 

da^2a^    PQ    {d^^2^    [di^ 

dt  ~    n    '  dt  '  PQ  ~    ^i    '    dt     ' 

7)  Es   kommt  nun  zunächst  auf  die   Berechnung  der  Function 

i3  für  die  Zeit  T  an.     Bezeichnen  für  diese  Zeit  l  imd  /'  die  in  der 

Bahn  von  P  gerechneten  Längen  von  P  und  P' ,   und  h'  die  Breite 

von  P'  in  Bezug  auf  dieselbe  Bahn,  so  ist  (§.  96) 

g^  =  )■*  +  r"'-  —  2rr'  cos  h'  cos  {l —  /')  , 


ii  =  Km'  (-  —  ^eos  ö'  cos  [l—l')]  , 


worin  noch  für  die  Coordinatcn  r,  l,  r',  l',  i'  ihre  elliptischen  Werthe, 
durch  die  zur  Zeit  T  stattfindenden  Elemente  beider  Bahnen  ausge- 
drückt, zu  setzen  sind. 

Lassen   wir  fur's  Eiste  die  Excentiieitäten  und  die  gegenseitige 
Neigung  beider  Bahnen  unberücksichtigt,  so  wird 
Q^  ^=a^  +  «'*  —  2aa'  cos  {X  —  k')  , 

*  Man  sieht  bald,  ■wie  man  aus  dieser  Formel  die  [in  §.  95  erhaUenen  Aus- 
drücke für  die  drei  reohtwinkbg  coordininten  störenden  Kräfte  ableiten  kann.  Denn 
zuerst  ist  die  nach  dei  Kiehtung  yon  »■  geschätute  K.raft  gleich  dem  partiellen 
D  ifferentialquoti  ent  en 

Sulistituirt  mai   1 1     n  den  i  ii  der  Gleichung  für  q  fliessenden  Werth  yon 

^   -   ^  — -CO  C09.    —  , 

so  findet  sich  der  m  t  /      muitiphtirte  Theil  der  Kraft  T  in  §.  95. 

Ebenso  erhält  n  an  d  e  dort  m  t  I  bezeichnete  Kraft  durch  eine  Verrückung 
des  Planeten  um      U    n   Iren!  !   ungBindert  bleibt,  also 


Um  endlieh  die  Kraft  Jf    i  i  finden     lege  man   dem  Planeten   ei 
1  Bezug  auf  seine  Bahn  bei    wodi  rch 


nachdem  man   in   der   Entwitkelung  dieses   partiellen   Differcntiiilqiiotienten   fi  =  o 
gesetzt  hat. 
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ß  =  Ä'm'  ( i  —  4^  cos  (J.  —  /■))  =  ^  Km'Uyli  cos  *  (K  —  /.')   ,   *) 

wofin  A^  eine  Function  von  «,  a'  und  der  Stellenzalil  *  ist  (§§.  157 
nnd  158;.. 

Um  hieraus  den  Werth  von  Sl,  insofern  er  von  den  Excentrici- 
täten  abhängig  ist,  zu  ermitteln,  hat  man  statt  der  mittleren  Werthe 
der  beiden  Radien  und  der  beiden  Längen  ihre  elliptischen 

r  =  a  +  x,       1  =  1  ^y,       r'  =  a'  ^x',       l'^X'^y' 
zu  setzen   (§.  159),  wo 

X  ^  —  oecos  i}.  —  w)  -| — ae'^[i  —  cos2(il  —  euj]  +  ■■  •  , 

y  =2e sin  [X  — (.0)  +  - e* sin 2 (^  —  tu)  +  ■  - ■  , 

X  =  —  da'  DOS  i}!  —  w')  +  -ß'e'^fi  — cos  2{K  —  (y')]  +  -  ■■  . 

y  =  2e-5in(/'— w')+^e'^sin2{^'  — w'H-... 

ist  (§.  51).  Der  Anfang  der  dazu  iiöthigen  Rechnung  ist  der  in  §,  1,')9 
geführten  ähnlich.  Es  wird  nämlich,  wenn  man  jenen  mittleren 
Werth  von  i3  gleich  0  setzt,  der  eUiptische 


2     offl*  orao/.  oßo«  ö       Ott"' 

Ohne  aber  diese  Rechnung  hier  anfangen,  und  noch  weniger 
sie  weiter  ausführen  zu  wollen,  so  erhellet  schon  aus  der  dortigeu 
und  aus  früheren  ähnlichen  Rechnungen,  dass,  bis  zu  welcher 
Ordnung  der  Excentricitäten  man  auch  fortgehen  mag,  alle  Glieder 
in  der  Reihen entwickelung  von  Q.  von  der  Form 

*)  Ans  diesem  mittleren  "Werthe  Toii  ß  ergeben  sieh  nach  voriger  Anmerkung 
die  von  den  Excentricitäten  unahhäiigigen   störenden  Kräfte   in   der  Richtung  des 

-^ —  =  \  Km'  2,  -?—  cos !  (A  —  3.' !   , 
und  perpendlkiilar  darauf  in  der  Bahnebene 

Auadrücke,   welche  mit   den  auf  gana   andere  "Weise   in   §.  15?   gefundenen   voll- 
kommen übereinstimmen. 
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Km' .  0  cos  (i  A  —  i').'  +  y] 

sein  werden,  wo  C  und  y  Functionen  der  Elemente  beider  Bahnen 
sind,  i  und  i'  aber  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  alle  positiven  und 
negativen  Werthe,  Null  nicht  ausgeschlossen,  annehmen  können. 

Endlich  ist  klar,   dass   eine   Reihe   von  derselben  Form  ffir  £i 
auch  dann  sich  ergeben  mnss,  wenn  noch  anf  den  vorhin  weggelas- 
'  mit  Rücksicht  genommen  wird.    Denn  es  ist 


I  Factor  cos  h' 
cosö'  = 


. .  ^  1 sin  t*  sin  (/'  —  ü'f  -\-  . 


mit  welcher  nach  den  geraden  Potenzen  der  Neigung  fortgehenden 
Reihe  ein  Theil  der  Glieder  in  der  vorigen  Entwickelnng  von  il 
multipHcirt  werden  mnss.  Offenbai  aber  können  dadurch  keine 
Glieder  von  anderer  Form,  als  der  schon  bemerkten,  zum  Vorschein 
kommen. 

Nach  diesem  Allen  kann  die  für  ü  sich  bildende  Reihe  aus- 
gedrückt werden  durch 

Sl==  Km'[A~\- 2!CfLo&{iX  —  i'l' +  y]]   , 

mit  der  Erinnerung,  dass  in  dem  summatorischen  Gliede  i  und  *" 
nicht  zugleich  =  o  anzunehmen  sind,  indem  das  dadurch  entstehende, 
von  X  und  X'  freie  und  bloss  von  den  Elementen  abhängige  Glied 
schon  diirch  A  sich  dargestellt  findet, 

8)  In  der  Reihe  für  fl  sind,  streng  genommen,  nicht  bloss  die 
mittleren  Langen  k  und  X' ,  sondern  auch  A,  C  und  y,  als  Functionen 
der  zur  Zeit  T  stattfindenden  Elemente  beider  Planeten,  mit  T  selbst 
veränderlich.  Da  aber  die  Aenderungen  der  Elemente,  als  von  den 
gegenseitigen  Störungen  herrührend,  m  oder  m  zum  Factor  haben, 
und  ß  eüie  mit  m'  multiplicirte  Grösse  ist,  so  sind,  wenn  wir  bloss 
die  erste  Potenz  der  Massen  berücksichtigen,  A,  C  und  /  als  con- 
stant  z\i  betrachten. 

"Unter  dieser  Annahme,  die  von  jetzt  an  fest  gehalten  werden 
soll,  ist  X  die  einzige  in  Sl  vorkommende  Grösse,  welche  sich  bei 
der  Bewegung  des  Planeten  P  ändert,  und  man  wii^d  folglich  die 
durch  diese  Bewegung  während  dt  entstehende  Aenderung  von  -Q 
finden,  wenn  man  fl  bloss  nach  X  differentiirt ,  also; 

[dSi]  =  — Km' dl  J^iC sin  [iX  —  i'l'  +  y]   . 

Hiei'tnit  und  weil 
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dl^=^ndl    und     /.l  =  K[M+  m) 
ist,  findet  sich  nach  0)   die  Greschwindigkeit  von  «; 

ä?  =  ~wh ■  "•»^'•<^™(''- - •■'■'  +  ?)  ■ 

Es  sind  ahcr  n  und  «'  die  Geschwindigkeiten  von  X  und  X ,  und 
daher 

sin  (iX — -i').'  +;']  die  Geschwindigkeit  von ,■■■■  -■■■  -— — —   ; 

mithin  muss 

a  =^-~^—-  2a^^  ^  ^.,    ,C  cos  {il  —  i'l'  +  y)  +  Const. 

sein.  Der  mit  T  sich  ändernde  Theil  von  a  besteht  demnach  aus 
periodischen  Gliedern,  welche  von  dem  jedesmaligen  Stande  der 
beiden  Planeten  gegen  einander  und  gegen  ihre  Apsiden  und  Knoten 
abhängen.  Auch  kann  keines  dieser  Glieder  die  unbestimmte  Form  - 
annehmen,  oder  unendlich  gi-oss  werden,  weil  t  und  i'  nie  zugleich 
Null  sind,  und  das  Verhältnis  n :  n'  incommensui'abel  ist. 

Die  von  der  ersten  Potenz  der  störenden  Masse  abküngigen  Stö- 
rungen der  mittle^-en  Entfernung  sind  demnach,  wie  weit  man  auch 
die  Approximation  in  Beziehung  auf  die  ExcentricitÜten  und  die  Neigung 
treiben  mag,  keine  säcularen,  sondern  bloss  periodische  Störungen. 

Da  endlich  bei  zwei  oder  mehreren  störenden  Planeten  die  Total- 
störung,  so  lange  nur  die  ersten  Potenzen  der  Massen  berücksichtigt 
werden,  einfach  der  Summe  der  von  den  einzelnen  Planeten  be- 
wirkten Störungen  gleich  ist  {§.  163),  so  muss  der  bloss  für  Einen 
störenden  Planeten  bewiesene  Satz  auch  hei  Jeder  beliebigen  Anzahl 
solcher  Körper  in  Richtigkeit  sein. 


IL   Ueber  die  Methode  der  speciellen  Störungen, 

Die  im  dritten  und  vierten  Abschnitte  dai^estellte  Methode ,  die 
Störungen  zu  berechnen,  welche  ein  Himmelskörper  in  dem  Laufe 
eines  anderen  hervorbringt,  beruht  auf  der  Entwickelui^  von  Reihen, 
welche  nach  den  Potenzen  der  Excentricitäten  und  der  gegenseitigen 
Neigung  der  Bahnen  beider  Körper  fortgehen.  Soll  daher  diese  Me- 
thode  angewendet   werden    können,   so   müssen,    damit    die  Reihen 
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schnell  genug  convergiren ,  die  Exceiitricitäten  und  die  Neigung 
nur  klein  sein.  Werden  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt,  was 
namentlich  bei  den  Kometen  und  mehr  oder  -weniger  bei  den  kleinen 
Planeten  der  Fall  ist,  so  muss  man  auf  eine  andere  Methode  be- 
dacht sein,  welche  von  Reihenentwickelungen  frei  ist.  Eine  solche 
andere  Methode  ist  die  der  speciellen  Störungen.  Sie  besteht 
im  Wesentlichen  darin,  dass  man,  wenn  die  momentanen  Elemente  des 
gestörten  Planeten  für  einen  gewissen  Zeitpunkt  (Anh.  I.  3)  gegeben 
sind,  einen  von  diesem  Punkte  anfangenden  Zeitraum,  innerhalb 
dessen  auf  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  die  Elemente  än- 
dern, die  Aendei-ungen  seihst  noch  keinen  merkbaren  Einfluss  haben, 
durch  einander  nahe  genug  liegende  Zeitpunkte  in  gleiche  Theile 
theilt;  daes  man  mit  den  Elementen  im  Anfangspunkte,  die  Ge- 
schwindigkeiten berechnet,  mit  denen  sich  die  Elemente  in  diesem 
und  den  folgenden  Theilpunkten  ändern,  und  dass  man  hierauf  aus 
diesen  Geschwindigkeiten  und  aus  den  Werthen  der  Elemente  im 
Anfangspunkte,  nach  einem  unter  dem  Namen  der  mechanischen 
Quadratur  bekannten  Verfahren,  ihre  Werthe  für  jeden  der  übrigen 
Theilpunkte  ableitet,  um  somit  durch  Interpolation  ihre  Werthe  für 
irgend  einen  dazwischen  fallenden  Zeitpunkt,  und  aus  diesen  nach 
bekannten  Kegeln  die  Coordinaten  des  gestörten  Körpers  für  den- 
selben Zeitpunkt,  berechnen  zu  können. 


Während  daher  die  erstere  Methode  allgemeine  Formeln  für  die 
Zusätze  aufstellt,  welche  an  den  mit  gewissen  mittleren  Elementen 
nach  der  elliptischen  Theorie  berechneten  Coordinaten  der  Störungen 
wegen  anzubringen  sind,  und  wonach  diese  Zusätze  für  jeden  Zeit- 
punkt ohne  Weiteres  berechnet  werden  können,  vermag  die  letztere 
Methode  bloss  die  Geschwindigkeiten  der  Elemente  durch  allgemeine 
Formeln  auszudrücken,  und  kann  aus  den  für  einen  gewissen  Zeit- 
punkt gegebenen  Elementen  zu  denen  eines  späteren  Zeitpunktes 
nicht  auf  einmal,  sondern  nur  schrittweise  durch  Berechnung  der 
nach  und  nach  eintretenden  Aenderungen  gelangen. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  hier  eine  nähere  Anleitung  zur  Be- 
rechnung dieser  speciellen  Störungen  zu  geben.  Man  findet  alles 
deshalb  zu  wissen  Nöthige  zusammengestellt  in  zwei  in  den  Berliner 
Jahrhüehern  für  1837  und  1838  enthaltenen  Abhandlungen  Encke's: 
JJeber  mechanische  Quadratur  und  Ueber  die  Bereclmung  der  speciellen 
Störungen,  worin  ihr  Verfasser  die  ihm  früher  von  Gauss  über 
diese  Gegenstände  milgetheilten  und  später  von  ihm  selbst  bei  Ko- 
meten und  den  kleinen  Planeten  so  häufig  angewendeten  Formeln 
und  Metlioden  veröffentlicht  und  mit  einer  reichen  Anzahl  die  prac- 
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tische  Anwendung  betreffender  Bemerkungen ,  so  wie  mit  einem  a\LS- 
fülirlichen  Beispiele,  begleitet  hat.*) 

Für  gegenivärt^en  Zweck  setze  ich  nur  hinzu,  dass  man  zu  den 
Formeln  fiir  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  die  momentanen 
Elemente  des  gestörten  Planeten  ändern,  mit  Hülfe  desselben  Prin- 
cipes  gelangen  kann ,  dessen  wir  uns  im  Obigen  bei  der  Bestimmung 
der  Geschwindigkeit  der  mittleren  Entfernung  bedienten.  Es  wird 
nämlich  jede  der  Gleichungen,  welche  die  Elemente,  durch  die  Co- 
ordinaten  und  deren  Geschwindigkeiten  ausgedrückt,  darstellen  [§.  53), 
nach  den  Elementen  und  den  Geschwindigkeiten  differentiirt,  und 
sodann  für  das  Differential  jeder  Geschwindigkeit  die  mit  dem  Diffe- 
rential der  Zeit  multiplicirte  Ki-aft  gesetzt,  welche  nach  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  wirkt,  worauf,  wenn  man  noch  jede  dieser 
Gleichungen  mit  letzterem  Differential  dividirt,  die  gesuchten  Aus- 
drücke für  die  Geschwind^keiten  der  Elemente  hervorgehen. 

So  ist  2.  B.  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Länge  l 
des  Planeten  ändert, 

fo^lich  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Planet  in  perpendiku- 
larer  Richtung  auf  dem  Radius  in  der  Ebene  der  Bahn  fortgeht, 

=  .-r  =  &  . 

r 

Das  Differential  dieser  Geschwindigkeit  ist  gleich  -V     ■ '  .   ■    Setzen 

wir  daher  die  nach  derselben  Richtung  wirkende,  im  Früheren  mit 
F"  bezeichnete  Kraft  gleich  Km'Q,  wo  Q  eine  aus  §.  95  bekannte 
Function  der  Coordinaten  des   gestörten  und  des  störenden  Planeten 


rVl 


dp 


*)  Einen  Nachtug  zu  der  oben  inRefiihiten  Abhiudlmg  Ijildtt  der  \utiitä 
von  Enoke,  Uebu  die  Va)iaUon  det  ComtanUn  bei  de)  FlanetenbiMegung,  im  Bit 
liner  Jahrhuche  für  1855  In  neuerer  Zeit  aieht  man  in  der  Eesel  vor  duect  die 
Störungen  der  drei  Cooidinaten  an  Stelle  dei  Störungen  dei  seoh^  Bahnelemente 
zu  berechnen.  Die  emBchlagenden  Vor^chiiften  smd  für  recht\nnklige  Coordinaten 
zuerst  von  Enoke  [Betlmer  Monatsbei itht  vom  Novbr  1851  und  B^rhnet  Jah>- 
buch  für  1858)  und  von  G  P  Bond,  On  smne  apphcaüons  of  tke  method  of  meeka 
nical  Quadrafures,  May  1849  (in  den  Memoiis  ofthe  Ameiiean  Academy  of  aits  and 
Sciences,  VoL  IV),  für  Polarcoordinaten  von  Brünnow  [Astronomische  Nachrichten 
Nr.  808),  und  in  der  ihm  eigenthflmliehen  Form  von  Ha  nsen  [Astron.  NachrickUn 
Nr.  799—801,  femer  Nr.  823—820)  entwickelt  worden.  A,  d,  H, 
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und  somit  die  Geschwindigkeit  der  Aendepung  des  halben  Parameters ; 

weil  f.1  =  K(M-\-  m)  =  n^u'  ist. 

Statt  einer  weiteren  Ausführung  dieses  Gegenstandes  will  ich 
zum  Schlüsse  des  Granzen  noch  einen  Satz  entwickeln,  durch  den 
man,  sollte  er  auch  nicht  bei  der  wiiklicheu  Berechnung  von  Nutzen 
sein,  von  den  Aenderuiigeii ,  welche  die  yerschiedencn  Elemente 
eines  Planeten  durch  eine  augenblickliche  Störung  erleiden,  wenig- 
stens eine  sehr  anschauKche  U  eher  sieht  gewinnt. 

1}  Befindet  sich  die  Sonne  in  S  und  der  Planet  zu  einer  ge- 
wissen Zeit  T  in  P,  so  ist  seine  elliptische  Bewegung  gegeben,  wenn 
noch  der  zweite  Brennpunkt  F  der  Ellipse,  oder  ihr  zwischen 
S  und  F  mitten  inne  liegender  Mittelpunkt  M  gegeben  ist.  Denn 
erstens  ist  die  Ebene  der  Ellipse  einerlei  mit  der  Ebene  des  Drei- 
eckes SPF,  und  daher  ihrer  Lage  nach  gegeben.  Sodann  ist  ihre 
grosse  Axe  gleich  SP+  FP,  ihre  Excentricität  gleich  ^J":  {SP  +  FP), 
und  ihr  Perihel  liegt  von  S  aus  nach  der  Richtung  FS,  wodurch 
ihre  Gi'Össe,  Form  und  Lage  in  der  Ebene  SPF  gegeben  sind.  End- 
lich ist  mit  der  grossen  Axe  auch  die  Umlaufszeit  bekannt;  hierdurch 
aber  und  daraus,  dass  der  Planet  zur  Zeit  T  sich  in  P  befindet, 
lässt  sich  sein  Ort  in  der  Ellipse  für  jeden  anderen  Zeitpunkt  er- 
mitteln. 

2)  Empfängt  nun  der  Planet  in  P,  bis  woliin  or  in  der  durch  S, 
P  und  F  bestimmten  Ellipse  fortgegangen  ist,  einen  fremdartigen 
Stoss,  so  wird  er  eine  andere  Ellipse  zu  beschreiben  anfangen,  deren 
zweiter  Brennpunkt  F'  und  deren  Mittelpunkt  M'  sei.  Die  Elemente 
der  letzteren  Ellipse  werden  eben  so  durch  S,  P  und  F',  wie  die  der 
ersteren  durch  S,  P  und  F,  bestimmt  sein,  und  man  wird  die  durch 
den  Stoss  bewirkte  Aendemng  der  Elemente  des  Planeten  vollständig 
anzugeben  vermögen ,  wenn  man  die  Aenderung  des  Ortes  des  zweiten 
Brennpunktes,  oder  auch  die  damit  parallele  und  halb  so  grosse 
Ortsänderang  des  Mittelpunktes  der  EUipse  zu  bestimmen  im  Stande 
ist.  So  wird  z.  B.  die  grosse  Axe  um  F'P —  FP  sieb  ändern,  und 
die  Apsidenlinie  wird  aus  der  Richtung  FS  in  F'S  übergehen. 

3)  Um  die  Verrückung  von  F  oder  M  jetzt  näher  zu  bestimmen, 
stelle  die  in  der  Ebene  SPM  enthaltene  Linie  PQ  (Fig.  47)  die 
Geschwindigkeit  des  Planeten  in  P  vor  dem  Stosse  dar.  Die  ihm 
durch  den  Stoss  ertheilte  Geschwindigkeit  sei  gegen  erstere  sehr  klein 
und  ^  QR,    folglich     PH  die    Geschwindigkeit    unmittelbar    nach 
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demselben.  Werde  ferner  die  Excentricität  der  Ellipse  so  klein  ange- 
nommen, dass  ihr  Quadrat  vernachlässigt,  und  mithin  die  Ellipse 
selbst  als  ein  Kreis  angesehen  wer- 
den kann  (§.  42),  dessen  Mittelpunkt 
voi  dem  Stosse  M  ist,  und  dessen 
Halbmesser  MP  nach  der  Natur  des 
Kreises  in  der  Ebene  SPQ.  auf  PQ 
perpendikular  steht.  Aus  gleichem 
Grunde  wird  nach  dem  Stosse  der 
Mittelpunkt  M'  in  der  Ebene  SPR 
in  einer  auf  PR  pcrpendikularen 
Linie  liegen. 

4)    Man  kennt  somit  die  Kich- 
tung,   nach   welcher  hin  der  Punkt  p.    ^^ 

M'   von  P  aus  liegt,  und  es  ist  nur 

noch  übrig  die  Länge  von  PM'  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  er- 
innere man  sich  des  Satj;es,  dass  die  Flächengeschwindigkeit  von 
einer  Planetenbahn  zur  anderen  der  Quadratwurzel  aus  dem  Para- 
meter proportional  ist  [§.  52).  Nun  sind  die  Flächengeschwindig- 
keiten vor  und  nach  dem  Stosse  gleich  den  Dreiecksflächen  SPQ 
und  SPR,  und  die  halben  Parameter  gleich  den  mittleren  Entfer- 
nungen MP  und  M'P  oder  den  Halbmessern  der  beiden  Kreise, 
wegen  Vernachlässigung  des  Quadrats  der  Excentricität  (§.  49).  Es 
verhält  sich  demnach 


YMP  :  YM'P  =  SPQ  :  SPR  . 

SPQ  =  -SP .  PQ .  smSP  Ü 


SPE  =  -SP .  PR  .  sinSPR  . 

Weil  ferner  die  Winkel  SPQ  und  SPR  nur  sehr  wenig  von 
einander  verschieden  sind  und  überdies  wegen  der  geringen  Excen- 
tricität nur  wenig  von  qo"  abweichen,  so  sind  ihre  Sinus  einander 
gleich  zu  achten,  und  es  verhält  sich  daher 

yMP:yM'P  =  PQ:PR  , 

oder,   wenn  man   auf  PM'   ein  StücJs:  PN  von   solcher  Länge    ab- 
schneidet, dass  eich 

(a)  PM:PN=  PQ-.PR 

verhält : 
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yPM:  yPM'  =  PM:  PN  , 

PM:PN=PN:PM'  ; 
und  wenn  man  noch  auf  PM'  eine  Linie  PO  =  PM  abteiigt: 

PO:  ON=^PN:NM'  , 

also  0N=  NM',    weil  PO   uml  PN  nur   sehr  wenig  von  einander 
verschieden  sind. 


5]  Nehmen  vs-ir  noch  an,  dass  die  Richtung  QR  c 
und  somit  aach  M' ,  in  der  Ebene  SPQM  enthalten  sei.  Wegen  der 
rechten  Winkel  MPQ  und  NPR  sind  alsdann  die  Winkel  MPN 
und  QPJt  einander  gleich,  und  deshalb  und  wegen  {a)  die  Dreiecke 
MPN  und  QPB  einander  ähnlich,  folglich  auch  MN  auf  QS 
perpendiknlai'. 

Sind  demnach  der  Mittelpunkt  M  einer  nahe  kreisförmigen 
Planetenhahn,  der  Ort  P  des  Planeten,  seine  auf  MP  sehr  nahe  per- 
pendikulare  Geschvnndigkeit  PQ,  und  eine  ihm  durch  einen  Stoss  in  P 
in  der  Ebene  dm'  Bahn  mitgetheilte  gegen  PQ  sehr  kleine  Geschioindig- 
keit  QS  gegeben,  so  findet  man  die  durch  den  Stoss  hetoirkte  Ver- 
rüekung  des  Mittelpunktes  von  M  nach  M'  dadurch,  dass  man  in  de^' 
Bahnebene  durch  P  und  M  zwei  resp.  auf  PM  zmd  QR  perpendikulare 
Linien  zieht,  und  dass  man,  wenn  diese  sich  in  N  schneiden,  von  P 
nach  N  zu  eine  lAnie  PO  =  PM  abträgt  und  NM'  =  ON  macht,  so 
dass  M'  und  0  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  N  fallen. 

6)  Ist  die  Richtung  QR  des  Stosses  auf  der  Bahnebene  SPQ 
perpendikular,  so  ändert  diese  ihre  Lage  und  wird  SPP,  in  welcher 
der  neue  Mittelpunkt  M'  dieselbe  Lage,  wie  M,  gegen  Ä  und  P  hat. 

Zusätze,  a]  Setzen  wir  in  dem  noch  Folgenden  fest,  dass  der 
Stoss,  wie  in  5),  in  der  Bahnebene  selbst  geschehe,  und  nehmen  wir 
zuerst  den  speciellen  Fall  an,  dass  seine  Richtung  in  dieser  Ebene  auf 
PQ  perpendikular  sei,  so  ist  es  auch  MN  auf  PM.  Alsdann  fallen 
0  und  M'  mit  N  zusammen,  und  es  steht  daher  auch  ßiM'  auf  QS 
rechtwinklig, 

5)  Fällt  QS  in  PQ  selbst,  sei  es  nach  P  zu,  oder  nach  der 
entgegengesetzten  Seite,  so  ,haben  PQ  und  Pli,  folglich  auch  PM 
und  PM',  einerlei  Richtung,  und  es  ist  daher  auch  in  diesem  Falle 
MM'  auf  QB  rechtwinkhg. 

c)  In  allen  übrigen  Fällen  weicht  MM'  von  der  auf  QS  per- 
pendikularen  Lage  MN  ab.     Indessen  kann  die  grösste  Abweichung 
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nur  iQ^aö'  (=  arc  tang  -  ]/-)  betragen.  So  gross  findet  eich  nämlich 
das  Maximum  des  Winkels  an  der  Spitze  M  eines  Dreieckes  N MM', 
welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Fusspunkt  0  eines  von  der 
Spitze  auf  die  Basis  NM'  gefällten  Perpendikels  ausserhalb  der  Basis 
fällt,  während  zugleich  ON^  NM'  ist. 

d)  "Wird  das  Dreieck  PQR  um  P  im  Sinne  der  Bewegung  des 
Planeten  (nach  links)  um  90°  gedreht,  so  fällt  es  in  das  Dreieck  PMN, 
und  QR  erhält  einerlei  Richtung  mit  MN.  Man  kann  daher  auch 
sagen:  die  Michtung,  nach  welcher  M  fortrücht,  weiche  von  der  Rich- 
tung des  Stosses,  nachdem  diese  um  90°  im  Sinne  der  Planetenbewegung 
gedreht  worden,  nie  allzu  bedeutend,  höchstens  um  ig^°,  ab. 

Mit  Hülfe  des  so  ausgedrückten  Satzes  kann  man  sich  von  der 
Beschaffenheit  der  Aendei-ungen  der  Elemente  im  Allgemeinen,  ob 
und  welche  von  ihnen  wachsen,  welcho  abnehmen,  immer  leicht 
Bechenschaft  geben. 

Bewegt  eich  z.  B.  der  Planet  P  in  einem  widerstehenden  Mittel, 
und  wirkt  daher  auf  ihn  unausgesetzt  eine  störende  Kraft  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  seiner  Bewegung ,  so  rückt  nach  jenem 
Satze  der  Mittelpunkt  M  stetig  nach  P  hin;  die  mittlere  Entfer- 
nung MP  wild  folglich  immer  kleiner,  und  damit  auch  die  Um- 
laufszeit. Wenn  daher,  um  diesen  Gegenstand  noch  etwas  näher  in's 
Auge  zufassen,  M.,  M,,  M^,  ...  (Fig.  46)  die  Oerter 
von  M  in  Zeitpunkten,  die  um  einander  gleiche  — ä— i^'o 
Zeitelemente  getrennt  sind,  und  P^,  P^,  F^,  ■■■  die 
gleichzeitigen  Oerter  von  P  bezeichnen ,  so  liegt  J/, 
von  M^,  nach  P„  hin,  M^  von  M^  nach  P^  hin, 
u.  s,  w. ;  und  da  zugleich  P^Pi,  P,Pj,-..  Bogen- 
elemente  sind,  welche  M^,  M^,  ...  zu  Mittelpunkten 
haben ,  so  ist  die  Bewegung  von  P  der  Bewegung 
des  Endpunktes  eines  gespannten,  sich  über  der 
Curve  Mf,M^  M^  . . .  aufwickelnden  und  damit  immer  ^,    ^^ 

kürzer  werdenden  Fadens  vergleichbar. 

Weil  ferner  bei  der  nahe  constanten  Geschwindigkeit  von  P  die 
davon  abhängige  störende  Kraft  nahe  con staut  bleibt ,  so  werden  auch 
die  von  letzterer  abhängigen  Verrückungen  des  Mittelpunktes  M^M^, 
3f^M^,  ...  nahezu  einander  gleich  sein;  und  weil  überdies  die  Rich- 
tung, nach  welcher  sich  M  bewegt,  auf  der  des  Planeten  P  per- 
pendikular  ist,  so  wird  die  Bewegung  von  M  der  von  P  in  dem  Ver- 
hältnisse von  Jigjl/,  zu  PfiP,  nahe  ähnlich  sein.  Der  Mittelpunkt  der 
Bahn  eines   in   einem  widerstehenden   Mittel  sich  bewegenden   Pia- 


y  Google 


318 


Anliaug. 


neten  wird  daher  während  jedes  Umlaufes  des  Planeten  einen  kleinen 

Kreis  beschreiben,  und  darin  stets  um  90"  hinter  dem  gleichzeitigen 

Orte    des    Planeten    in   seiner    Bahn 

,..--^- — -,,  zurück  sein;  dabei  wird  während  jedes 

"'■..^  Umlaufes  die  mittlere  Entfernung  MF 

\  um  die  Peripherie  des  kleinen  Kreises 

\  kleiner  werden,  indem  sich  um  eben 

*;'  /"^w  1        ^^   ^^^^   ^^^  ■vorhin    gedachte   Faden 

!  '^V,^  L       aufwickelt.  —  Man  sehe  Fig.  49 ,  wo 

^  I        A,  B,    C,  7>  und  ß,   fi,  c,  d  gleich- 

''■^  /  zeitige  Oerter  von  P  und  J/ vorstellen. 

,,-''  Noch   erhellet  aus  dieser  Kreis- 

"■'     'if — '  bewegung  von  M,  dass  die  Apsiden- 

i"ie-  4H-  linie  MS,   während   der  Planet  vom 

Pei-ihel   A   zum    Aphel    C   fortgeht, 

aus   der   Lage   aS   in   cS  übergehend,    sich    mckwärts    dreht,    und 

während  der  anderen   Hälfto   der   Umlaufszeit  sich  wieder  vorwärts 

bewegt;  dass  endlich  die  Excentricität,  gleich  MS:  MP,  am  kleinsten 

gleich  bSihB,  und   am   grössten  gleich  dS.dD  ist,   wenn  sich  der 

Planet  zwischen  Petihel  und  Aphcl  in  der  Mitte,  resp.  in  B  und  D, 

befindet. 
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Elementare  Herleitnng  des  Newton'scheii 

Gesetzes  aus  den  Kepler'schen  Gesetzen  der 

Planetenbewegmig. 

[Crellc's  Journal,  Band  31,  Seite  174-177,    1845.] 
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Üine  Ellipse  kann  als  die  rechtwinklige  Projection  eines  Kreises 
auf  eine  Ebene  betrachtet  werden,  und  folglich  die  Bewegung  eines 
Planeten  P  in  einer  Ellipse  als  die  Projection  der  Bewegung  eines 
anderen  Körpers  Q  in  einem  Kreise  auf  die  Ebene  der  Planeten- 
bahn. Nach  einem  bekannten  Satze  der  Mechanik  wird  alsdann 
auch  die  beschleunigende  Kraft  V,  welche  die  elliptische  Bewegung 
von  P  bewirkt,  die  Projection  der  beschleunigenden,  die  Kreisbewe- 
gung von  Q  erzeugenden  Kraft  W  auf  die  Ebene  der  Planetenbahn 

Diese  Betrachtung  giebt  uns  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand, 
um  mit  Hülfe  ganz  elementarer  Sätae  die  einen  Planeten  F  treibende 
Kraft  V  zu  bestimmen.  Es  sei  [Fig.  1)  AB  die  grosse  Axe  gleich  za, 
C  der  Mittelpunkt,  CD  die  halbe  kleine  Axe,  e  die  Excentricität  und 
p  der  halbe  Parameter  der  Elhpse,  in  welcher  sich  der  Planet  P 
um  die  in  dem  einen  Brennpunkte  S  ruhende  Sonne  bewegt.  Man 
beschreibe  über  AB  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  gebe  diesem 
eine  solche  Neigung,  gleich  i,  gegen  die  Ebene  der  Elhpse,  dass  die 
rechtwinklige  Projection  des  auf  AB  normalen  Halbmessers  CE  auf 
diese  Ebene  identisch  mit  OD  wird;  denn  somit  wird  die  Projection 
des  Kreises  auf  dieselbe  Ebene  die  Ellipse  selbst  sein.  Da  hiemach 
CDE  ein  rechter  Winkel,  und 


CE  =  CB  = 


■■SD 


zufolge  der  Haupteigenschaften  der  Brennpunkte  ist,  so  sind  die 
Dreiecke  CDE  und  DCS  einander  gleich  und  ähnlich,  mithin 

DE  =:  CS,     und     ^^  =  -^^     oder     sin  i^e  , 

d.  h.  dem  über  die  grosse  Axe  einer  Ellipse  beschriebenen  Kreise  mt/ss, 
wenn  von  ihm  die  Ellipse  als  rechtwinklige  Projection  soll  betrachtet 
werden  können,  eine  solche  Neigung  gegen  die  Ebene  der  Ellipse  ge- 
geben werden,  dass  [der  Sinus  dieser  Neigtmg  der  Excentricität  der 
Ellipse  gleich  ist. 

MOliiue  Werke  IV.  21 
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Ueberdies  hat  man 

"  G'-B  " 


CJP 
~~  OB 


Bei  der  Bewegung  von  P  in  der  Ellipse  und  von  Q  im  Kreise 
soll  nun  immer  P  die  Projection  von  Q  und  mithin  die  Linie  SP 
die  Projection  der  Linie  SQ  sein.  Die  Flächengeschwindigkeit  von 
SP,  oder  die  Fläche,  welche  5'Pin  der  Zeiteinheit  üb  er  streicht,  setze 
man  gleich  -c,  und  die  Flächengeschwindigkeit  von  SQ  gleich  -k, 
so  ist  die  Fläche  c  die  Projection  der  Fläche  k,  folglich 


=  /,:  cos  i 


k'  =  - 


also    -—  = 


P 


Da  nach  Kepler's  zweitem  Gesetze  c  constant,  und  daher  nach 
der  allbekannten  Schlussweise  die  auf  P  wirkende  Kraft  V  nach  S 
gerichtet  ist,  so  ivird  auch  k  constant  sein;  die  auf  Q  wirkende 
Kraft    IV  wird   die   Richtung   QS  haben,    tiud    es    wird   V,    als   die 

Projection  von   W,  gleich  -^  ■  W  sein. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Kraft  W  zu  bestimmen  suchen 
und  deshalb  durch  die  den  Kreis  in  Q  berührende  Linie  QE  die 
Geschwindigkeit  von  Q  ausdrücken.  Damit  wird  k  gleich  dem  Dop- 
pelten des  Dreiecks  SQM  sein,  also,  wenn  L  den  Fusspunkt  des  von 
S  auf  OQ  gefällten  Perpendikels  bezeichnet, 

k==LQ-  QR,     folglich      QR=—--  . 
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Es  ist  aber,  wenn  bei  einem  beliebig  sich  in  einer  Curve  be- 
wegenden Körper  die  Kraft,  welche  die  Bewegung  eraeugt,  in  eine 
Tangential-  und  eine  Norraalkraft  zerlegt  wird,  letztere  stets  dem 
Quadi-ate  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Halbmesser  der 
Krümmung,  gleich.  Hiernach  ist  die  auf  Q  nach  der  Richtung  QC 
wirkende  Normalkraft 

a  a-  LQ^        p  ■  LQ'-    ' 

Zugleich  aber  ist  N,  als  die  nach  der  Richtung  QO  geschätzte  Kraft 
W,  gleich  -^  ■  W,  und  daher 

LQ  p    LQ'  ' 

und  somit  endlicli  die  gcsuclite,  auf  P  wirkende  Kraft 

so,  p     LQ? 

Es  lässt  sich  aber  leicht  ze%en,  dass  LQ  =  SP  ist.  Denn 
fällt  man  von  Q  auf  AB  das  Perpendikel  QM,  so  verhält  sich 

MQ  :  LS  =  CQ :  CS  =  CE :  DE  =  MQ:  PQ  ; 
folglich   ist  LS  =  PQ.     Die  bei  L  und  P  rechtwinkligen   Dreiecke 
QLS  und  SPQ  sind  daher  einander  gleich  und  ähnlich;  folglich  ist 

LQ=:SP    . 

Hierdurch  wird 

^^J'SP^  ■ 

Die  Kraft,  welche  einen  Planeten  nach  der  Sonne  treibt,  ist  daher 
umgekehrt  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  von  de?'  So: 
nal,  und  dieses  nicht  bloss  für  einen  und  denselben  Planeten,  i 
auch  von  einem  zum  anderen,  weil  das  Veihältniss  c^:p  zufolge  des 
dritten  Kepler'echen  Gesetzes  von  einer  Planetenbahn  zm-  arideren 
constant  ist. 

Zusatz.  Die  eben  gemachte  Construction  ist  in  so  fern  noch 
merkwürdig,  als  sich  aus  ihr  für  die  Ellipse,  wenn  diese  als  die 
rechtwinklige  Projection  eines  Ki'eises  auf  eine  Ebene  definirt  wird, 
ein  sehr  einfacher  synthetischer  Beweis  der  Haupteigenschaften  ihrer 
Brennpunkte  ableiten  lasst. 

Ist  nämlich  S  ein  fester  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kreises  und 
Q  eui  beliebiger  Punkt  in  der  Peripherie  desselben,  und  fällt  man 
von  Q  und  S  auf  die  durch  S  und  Q  zu  legenden  Durchmesser  des- 
Kreises die  Perpendikel  Q3'l  und  LS,  so  verhalten  sich  dieselben 
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MQ:LS=  CQ..CS. 
wenn  C  des  Kreises  Mittelpunkt  bezeichnet;  d.  h.  die  Entfernimgen 
der  Punkte  Q  und  S  von   den  durch  5"  und  Q  zu  legenden  Durch- 
messern stehen  in  einem  constanten  Verhältnisse. 

Es  werde  nun  der  Kreis  auf  eine  durch  CS  zu  legende  Ebene 
rechtwinklig  projicirt,  und  es  sei  dabei  P  die  Projection  von  Q,  und 
D  die  Projection  von  E,  als  dem  Endpunkte  des  auf  CS  peipendi- 
külaien  Halbmessers,  so  verhält  sich 

PQ.;MQ  =  I)E:CE, 
und  wenn  man  diese  Proportion  mit  dor  vorigen  zusammensetzt: 

PQ:LS=DE:CS  ; 
d.  li.  die  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes  Q  in  der  Peripherie 
und  eines  festen  Punktes  S  in  der  Ebene  eines  Kreises,  und  zwar 
die  Entfernung  des  Punktes  Ü  von  einer  durch  S  und  den  Mittel- 
punkt C  des  Kreises  gelegten  festen  Ebene,  die  des  Punktes  S  von 
einer  durch  Q  und  C  gelegten  Geraden,  stehen  in  einem  constanten 
Verhältnisse. 

Bestimmt  man  folglich  die  Lage  der  Projectionsebene  so,  dasa 
DE  ^  CSviixA,  oder  vielmehr  umgekehrt:  bestimmt  man  im  Durch- 
messer AB,  in  welchem  die  Projectionsebene  den  Kreis  schneidet, 
den  Punkt  S  solchergestalt,  dass 

cs=nE 

und  mithin,  wegen  der  dann  eongruenten  Dreiecke   CDE  und  DCS 

ST>=  GE=  ^-AB 

wird,  so  wird  PQ=^LS\  woraus,  weil  alsdann  die  Dreiecke  SPQ 
und   QLS  congruiren, 

SP=LQ 
folgt. 

Auf  gleiche  "Weise  zeigt  sich,  wenn  man  in  AB  die  Linie  DE 
von   C  nach  F  auf  die  andere  Seite  von   C  trägt,  oder  auch 

FD  =  -^AB 

macht  und  von  F  auf  CQ  das  Perpendikel  FK  fällt,  dass  dann 
FP=KQ  ist.  Wegen  FG^  CS  ist  aber  auch  KC  =  CL  und 
daher 

FP'\-SP=KQ  +  LQ  =  2GQ  =  AB  , 
welches    die    zu   beweisende   Eigenschaft    der   Brennpunkte    F  und 
S  ist. 
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Variationum  quas  elementa 

motus  perturbati  planetarum  subeunt  nova 

et  facilis  evolutio. 

[Crelle'a  Journal,  Band  :t2,  8.  106—115.   1S44.] 
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Programma  quo  id  lectionem  piblicam  i?  striictu>o  ii/stemolto  nostri  sola 
t  professlonis  ordinariae  adeundi  caiissa  lioia  \I  dit  XXI\  m,  octobris 
MDCCCXLIV  in  aula  ac^demici  Lipsiengi  patnc  sermone  h^bendim 
Bime  invitat  Augustus  Ferdmandus  MaLius,  professoi  ürdinani 
Lipaiae  typis  escudit  C.  P,  Melzeing. 
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vuivis  astronomicorum  calculomm  pcrito  notum  est,  duas  esse 
methodos,  quibus  mutuae  corporum  coelestium  pertiirbationes  in  com- 
putum  vocentui'.  üna,  quae  methodua  perturbationum  ahsolutarum 
vocatur,  formulas  proponit,  quibus  corporis  perturbati  coordinatae 
polares,  i.  e.  longitudo,  latitudo  et  radius  vector,  tempore  et  quanti- 
tatibus  constantibus  exprimuntur,  ita  ut  ad  locum  corporis  pro  dato 
tempore  inveniendum  sola  substitutio  hujus  specialis  valoris  tempoiis 
in  formulis  istis  generalibus  requii-atur.  Verum  enim  vero  quum 
ejusmodi  formulas  tunc  tantum  ea,  qua  sufiicit,  acie  evolvere  liceat, 
si  excentricitas  et  incHnatio  orbitae  corporis  perturbati  parvae  sunt, 
quod  solummodo  in  planetis  majoribus  eorumque  satellitibus  accidit: 
pro  planetis  minoribus  et  pro  cometis  alia  sub  nomine  metkodi  per- 
turbationum speciaüum  coguita  adhibeii  solet  methodus,  —  quamquam 
horum  quoque  corporum  perturbationes  priori  methodo  eubjicere  vir 
ill.  Hansen  nostris  temporibus  feliciter  conatus  est*). 

Methodus  haec  altera  in  consideratione  nititur,  corpus  pertur- 
batum  circa  corpus  primarium,  puta  planetam  circa  solem,  si  vis 
perturbatrix  subito  cesset,  secundum  Kepleri  leges  motu  elliptico 
progressumm  esse  ultima  prioris  orbitae  particula  perfecte  detenni- 
nando;  quum  autem  illius  vis  impulsus  continuo  iterentur,  elementa 
motus  elliptici,  quem  corpus  quovis  temporis  momento  sequi  studeat, 
continuo  rautari.  Hinc  altera  methodus  eo  tendit,  ut  ex  elementis 
ellipticis,  quae  temporis  quodam  momento  locum  habuerunt,  eUiptica 
alius  momenti  elementa  derivet,  quippe  ex  quibus  locus  corporis  ad 
hoc  posterius  tempus  pei-tinens  secundum  regulas,  quae  elliptico  motui 

•)  Hanaeii,  Ermittelung  der  absoluten  StSnaigen  in  Ellipsen  i'o»  beliebiger 
Exeentricität  und  Neigung.  Gotha  1843.  [Memoire  sar  h  calcul  des  perturbalions 
giC^prouvent  les  eometes,  Paniaer  Preiaachrift  1846 ,  ferner  drei  Abhandlungen  Über 
die  Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  1856,  57,  59  nebst 
Tafeln  der  Egeria  1867,  in  den  Sclirifien  der  K.  Sachs.  Gesellschaß  der  Wissen- 
schaften zu  Leipsig.] 
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competunt,  notissimas  calculaii  possit.  Jam  si  haec  duo  tempoiis 
momenta  peipanim  iiiter  se  distarent,  evolutione  tantum  formularum 
differentialium  opus  esset,  quibus  variationes  elementorura  motus 
elliptici,  singulo,  ut  ita  dicam,  vis  peiturbati'icis  impulsu  productae, 
exprimuntur.  Quum  vero  istud  temporis  intervallum  haud  rai'o  annos, 
imo  longam  iiiterdum  annoium  seiiem  coniplectatui- ,  formiilae  illae 
differentiales  a  priori  momento  usque  ad  posterius  integrandae  sunt. 
Haec  autem  integratio  ob  nimiam  formularum  complicationem  directe 
institui  nequit  et  idcii'CO  ope  quadiuturae,  quam  vocant,  mechauicae 
absolvenda  est. 

üti-iusque  harum  methodorum  prima  fundamenta  geometra  sum- 
'mus  EuiERUs  posuit;  et  foi'mulas  quidem  differentiales,  quibns  elemen- 
torum  variationes  secundum  methodum  posterioi-em  calculantur,  in 
dissertatione  enucleavit,  quae  tomo  XII,  Nov.  Commenl.  Petrop. 
anni  1768  inserta  est;  Methodus  facilis  motue  corporum  coelestium 
utcungtce  perturiatos  ad  rationem  calcuU  astronomici  revoaandi.  Eae- 
dem  fonnulae,  licet  sub  forma  paulum  mutata,  exMnc  diversimodo  ab 
aliis  evolutae  sunt,  ut  a  Lagkangio,  a  Laplacio,  a  Eesselio  ;  ultimo 
denique  tempore  ab  Enckio  in  £!phemeridtöus  Berolmensibus  anni  1 837, 
et  quidem  ea  sub  forma,  sub  qua  a  Gaussio  qiiondam  cum  eo  hae 
formulae  communicatae  fuerant.  Jam  si,  oblata  mihi  nunc  scribendi 
occasione,  earundem  formulaium  explicationem  rursus  in  medium 
protuli,  id  propterea  a  me  factum  est,  quod  in  elaborando  libro  anno 
praeterlapso  a  me  edito  {Die  Elemente  dei-  Mechanik  des  Himmels  ete.) 
in  modum  iucidi,  quo  ad  istas  formulas,  ut  mihi  ealtem  videtur,  sim- 
plicius  et  facilius,  quam,  quas  alii  secuti  sunt,  rationibus  pervenire 
licet. 

His  formulis  evolutis,  epilogi  instar  in  variationem  inquisivi,  cui 
locus  centri  elKpseos  perturbatae  subjectus  est.  Quum  euim,  ut  in 
fine  istius  libri  ostendi,  ex  variatione  ceutri  variationes  elementonim 
motus  facillime  derivari  possint,  et  in  orbitis  paulum  excentricis 
inter  directionem  vis  perturbantis  et  directionem,  secundum  quam 
centrum  progi'editur,  memorabilis  nexua  intercedat,  operae  mihi  pre- 
tium  Visum  est,  variationem  centri,  quam  1.  c.  geometriae  tantum 
elementaris  ope  et  ratione  approximativa  exploravi,  nunc  formularum 
analyticarum  adjumento  accuratius  determinare.  8ed  rem  ipsam  ag- 
grediar  eamque  ita  exponam,  ut  etiam  ab  iis,  qui  in  caiculis  physico- 
astronomicis  minus  versati  sunt,  facile  intelligi  queat. 

§.  1.  Vocentur  iS"  et  i*  loca  solis  et  planetite,  quem  initio  a  per- 
turbationibus   liberum    ideoque    in    elhpsi    progredientem    statuimus, 
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cujus  unum  focum  eol  occupat;  focus  alter  designotur  per  J^.  Ponendo 
igitur  ellipseos  semiaxein  majorem  ^«,  excentricitatem  ^=e,  longi- 
tudinem  perihelii  in  orbitae  plaao  numeratam  ^=  tu  et  dehinc  puncti 
F  longitudinem  ^  w  -|-  i8o",  longitudinem  planetae  in  orbita  verara 
=  /  et  radium  vectoiem  planetae  ^  r,  ernnt  in  triangulo  SFP  latera 

SF=2ae,     SP=r,     FP=2a  —  r 
secAindum  notissimam  ellipseos  proprietatem,  et  angulus 
PSF=w  +  180"  — l  ; 
(2((  — jf  =  4aaee  +  rr  —  ^aer  cos  {w  +  180"  — ?)  , 
quae  aeqiiatio  facüe  contrahitur  in 

sive  pouendo 

„(,-««)=;,,  (2) 

quae  linea  p  tertia  proportionalis  ad  semiaxem  majorßm  et  minorem 
est;  et  semiparametei  ellipseos  vocatur ; 

^=i+ecos[/— w]  .  (1*) 
Ponatur  adhuc  brevitatis  gratia 

ecos  (w  4-  180°  —  /}  =  —  e  cos  (l  —  w)  ^x  ,  {'6) 

esin  [w  +  180°  —  l)  =  +  e  sin  {l  —  (o]^y  ,  (4) 

ita  ut  ax  et  ay  projectiones  sint  lineae  ae  a  sole  usque  ad  centinim 
ellipseos  ductae,  una  in  ladium  vectorem,  altera  in  lineam  radio  nor- 
malem. Dehinc  formula  (1"*),  quac  aequationem  ellipseos  polai'em 
sistit,  mntatur  in 

^  =  ,~«.  (1-) 

r 
§.    2.    ßelatione  inter    coordinatas  planetae    polares  )■  et   /  eruta, 
quotientes  difFerentiales  -7-     et     -5-  sive  celeritates  indagemus,  qnibns 

coordinatae  istae  temporis  i  decursn  variantur.  Ac  pi-imum  quidem 
relatio  inter  has  celeritates,  quae  r,  et  I,  appellentur *),  protinus  ftuit 
ex  differentiatione  formulae  (1*): 


Ut  autem  celeritatum  unaniquamque  seorsim  noscamus,   sccunda 
:  Kepleri  adhuc  in  usum  vocanda  est,   quae  areas  a  radio  vectore 

*)  in  Mementü  mech.  cod.  §.  43  acnpsimus  r'  et  l'. 
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Eyolutio  vai'iationujn 


desciiptas  tempori  proportionales  esse  enunciat.  Constat 
ex  elementis  geometriae,  sectorem  a  radio  per  tempusculum  dl  de- 
scriptiim  esse  =  -rrdl.  Denotaiido  igitur  rationem  peripheriae  ad 
diametTOm  per  jt  et  motum  planetae  medium  per  n,  quibus  area 
ellipseos  fit  ;==fra|/a^,  et  tempus  revolutioiiis  ] 
illa  Kepler!  ad  hanc  nos  proportionem  ducit: 
—  rrdl :  7ta  ]/rt^:=  dt :  — 
ex  qua 


sequitur,  et  si  praeterea 


p  Ollimus : 


(■?; 


=  naY^ 


yjxp_ 


et  hoc  valore  ipsius  /,  in  ;5)   substituto: 

Caetemm  ex  physices  coelestis  elementis  notuni  est,  esse 
(9)  nna'  =  K[M^m]   , 

ubi  M  et  m  massas  solis  et  planetae  et  K 


ficant , 


qua  a   corpore,    cujus    massa  = 
I  illo  dissitum  attrahitui. 


vim  acceleratricem  signi- 
aliud  coi-pus  in  distantia 


§.  3.  TJt  ex  formuHs  hueusque  eyolutis,  si  elementa  motus  a,  n, 
e,  ti),  et  Ulla  coordinatarum  r  et  l  data  sunt,  cooidinata  altera  et  cele- 
litates  )■,  et  l,  computari  possunt,  ita  vicissim  earundem  foimularum 
ope  elementa  motus  determinare  licet,  si  temporie  quodam  momento 
coordinatarum  utraque  et  earum  celeritates  datae  sunt  et  quantitas 
^  cognita  supponitur.  Tunc  enim  invenitur  p  ex  (7),  x  ex  (1**), 
1/  ex  (5)  Tel  (8),  e  et  w  ex  (3)  et  (4)  coujunctim,  a  ex  (2)  et  n 
ex  (6). 

Inprimis  notatu  digna  est  formula,  qua  elementum  a  per  r,  r, 
et  /,  exhibetur.     Prodit  enim  ex  formuKs  (2),  (3),   (4)  et  (1**): 


-(.-f)- 


et  divisione  per  p  facta : 
(10) 
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et  formuHs  (7)  et  (S)  in  usum  vocatis; 

ex  quo  theorema  illud  raemorabile  sequitur: 

Ad  determinandum  semiaxem  majorem  sive  dütanüam  planetae  a 
sole  medium  suj^cere  radium  vectorem  et  quantitatem  oeleritatis ,  qua 
planeta  in  orbifa  progreditur ,  neutiquam  vero  hujus  celeritatia  etiam 
directionem  requiri. 

Planetae  enim  celeritatem  si  in  duas  alias  resolvimus,  quaium 
una  directionem  radii  habet,  altera  hnic  directioni  normalis  est,  mani- 
festo  habemus  celeiitates  r,  et  rl, ;  quapropter  celeritas  planetae  ipsa 
est  ^  ^irj  +  rrlj),  a  qua  et  ab  r  elementum  a  pendere  fomiula 
(11)  nos  docet. 

Caetemm  quoniam  vi  acceleratrice ,  cujus  directio  in  orbitam 
corporis  noiinalis  est,  quantitas  celeritatis  corporis  non  mutatur,  ex 
theoremate  modo  allato  adhuc  concludeie  licet; 

Axetn  majorem  eüipseos,  qtta  planeta  perturbatus  ingredüur,  quan- 
titatem immutatam  seroaturum  esse,  si  vis  perturhans  orhitae  planetae 
semper  normalis  insistat. 

§.  4.  Supponamus  jam,  planetara  tempoi-is  momento,  quo  lociim 
pec  coordinatas  *■  et  l  datum  occupat  et  celeritate  quoad  quantitatem 
et  directionem  per  r,  et  l,  plane  definita  incedit,  ictu  infinite  paxvo 
alicunde  oriundo  secundum  directionem  in  piano  orbitae  contentam 
pubari,  quo  celeritates  r,  et  l,  incrementa  infinite  parva  dr,  et  dl, 
capiant.  Hinc  planeta,  qui  ante  istud  momentnm  in  ellipsi  move- 
batur,  cujns  elementa  ex  r.  l,  r,  et  l,  ratione  modo  exposita  com- 
putari  possunt,  poet  ictum  in  ellipsi  paululum  ab  illa  diversa  pro- 
cedere  ineipiet,  quippe  cujus  elementa  ex  quantitatibus  r,  l,  r.-^-dr, 
et  l,  +  dl,  ad  idem  momentnm  spectaiitibiis  calcnlanda  sunt. 

Variationes  igitur,  qua»  elementa  motus  ob  ictum  subeunt,  in- 
veniemus,  si  formulas,  quac  inter  elementa  et  r,  l,  r,,  l,  locum  tenent, 
secundum  elementa  et  celeritates  r,,  l,  differentiamus ,  coordinatas 
r,  l  vero  et  quantitatem  u,  quae  natura  aua  constans  est,  immutatas 
linquimns.     Efficitur  hoc  modo  ex  (7),   (1**],  (8)  et  (11): 

y^-dp  =  2rrdl,  ,  (12) 

dx^  —  '^:      dr,=  V'-  du—'-Y^-ydp  , 
r  '  p     "       2'  p'i    "   '    ' 

^  =  2rrl,dl,  +  2r,dr,  ; 
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et  si  in  his  formulis  pio  dp,  I,  et  r,  valores  es  (121,  (7)  et  (8)  sub- 
stituuntur : 

[Vi]  y^^^dx  =  ^2rdl,, 

(14)  'y^±dy=^dr,  +  ^dl,  , 

(15)  y^--da=2~ydr,-\'2aadl.  . 
'     '  '    p  p    •^ 

Inventis  dx  et  dy  sine  mora  vaiiationes  elementorum  e  et  (u 
cxhiberi  possunt.     Est  enim  secundum  (^1   et  (4) 

ee  =  xx  +  yi/,     tang  (/ —  tj)  =  —  |-  , 

et  dehinc  diiFej'entiando : 

(16)  ede^xdx-\-ydy  , 
diu         xdy  —  ydx 

(17)  eedii>=^  xdy —  ydx   . 

§.  5,  Investigemns  nunc  effectum  ictus,  qui  planetae  celeritatem 
infinite  parvam  piano  orbitae  normalem  tiibuit,  quae  dw  vocetur  et 
positiva  accipiatur,  si  sarsum,  i.-  e.  versus  boream,  directa  est.  Com- 
binatioiie  hujus  celei-itatis  cum  celeritate  rl,,  quae  in  piano  orbitae 
radio  vectoii  normaliter  insistit,  nova  oritur  ^rl,,  quae  itidem  radio 

nonnalis  est  et  cum  priori  rl,  angulum  facit  ^=~f   brevitatis  caussa 

per  dß  designandum.  Ejußmodi  igitur  ictu  planum  orbitae  circa 
ladium  vectorem  tanquam  axem  per  angulum  eundem  du  volvitur, 
dum  celeritates  rl,  et  )■,  et  dehinc  etiam  motus  in  piano  omnino  non 
mutantur. 

Notissima  est  ratio,  qua  situa  plani  orbitae  vei-su&  planum  ali- 
quod  fundamentale,  puta  versus  planum  ecliptices,  tnchnuhone  et 
longitudine  nodi  asoeTtdentis  determinatur.  Videamus  igitm,  quantuni 
haec  duo  elementa,  quae  t  et  -d-  dicam,  rotatione  orbitae  per  angu- 
lum dö  varientur.  Projiciantur  in  hunc  finem  planetae  et  nodi  ascen- 
dentis  ante  et  post  ictum  loca  in  apliaeram  coelestem  ex  sole,  utpote 
centro,  in  P,  N  et  iV',  et  ducantur  tres  circuli  maximi  A'^jV,  NP  et 
iV'P,  qui  eiiint  ii,  in  quibus  spliaera  planum  fundamentale,  planum 
orbitae  ante  ictum  idemque  postea  secat.    Hinc  anguli,   quos  circuli 
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NF  et  N'P  ciim  circulo  NN'  faeiunt,  ei'uoit 

=  (  et  i  +  di,  angulus  NPN'  =^da  ; 
deniqufi  si   punctum   circuli   fundamentalis  NN',  a  quo   in  hoc  cir- 
culo longitudines  numerantur,  vocayeria  ji ,  erunt  arcus 

AN=d',     AN'=»-\-d»,       ei^o     NN' =  d&  ; 
arcus  fractus  ^iV-|-iVP=^,  ideoque  NF=l  —  ■$: 
In  triangulo  sphaerico  NN'P  sunt  igitur  latera 
NN'  =  dS-,     NF^l  —  &  , 
anguli  iis  oppositi 

:^ciG,      180° — (  —  dt  , 
et  tertius  angulus  =  ; ;  ergo 

cos ': t -\- dl)  =  cos  [du]  cost — siu((;f(7;  sin  (  cos  ;/l  —  &) 
et 

sin[(-f-f/()  :  sin  ((?(t)=  sin  (/l— ^j  :  sin{d-d-)  ; 

unde  sequitur  neglectis,  ut  pai  est,  altioribus  potestatibus  differen- 
tialium  di  et  d-9-: 

dt=  cos  {X  —  »)  äff    et    d&  =  ^^^  ' .'  ~~  ~  da  .  (IS) 

Atque  his  formulis  vai'iationes ,  quas  elementa  t  et  -fl-  ob  rotationem 
orbitae  per  angulum  da  sive  propter  ictuni  in  orbita  normalem  cx- 
peiiuntur,  determinatae  sunt. 

Probe  vero  adhuc  notandum  est,  variatione  situs  orbitae  variari 
etiam  longitudinem  l.  Haec  enim,  quum  per  arcum  fractum 
AN+NP  repraesentetur,  progrediente  nodo  ex  N  in  N'  mutatur 
in  AN'  -^  N'P  et  idcirco  incrementum  capit 

dl^  AN' —  AN— [NF— N'P)  , 
vel  si  ex  N'  in  NP  perpendiculum  N'P  demittitur; 
dl  =  NN'  — NR  . 


Est  autem 
ergo 


NM  =  NN'  cos  N'NP  =  d&  . 


dl=  (i  —  cosi)  du-  . 
Denique    per    se   patet,    eodem   incremento    longitudinem    non    solum 
planetae,  sed  etiam  cujusvis  alius  puncti  in  orbitae  piano,  ergo  etiam 
longitudinem  lu  perihelii,  angendara  esse. 

§.   ö.   Postquam  ostensum  est,  quantum  elementa  motus  elliptici 
variantur,   si   temporis  quopiam    momento    celeritas   planetae    caussa 
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§.  r,. 


aliqua  externa,  quam  ictum  appellavimus ,  infinite  pariim  vaiiatui', 
facile  est  videre,  qnomodo  effectns,  quem  vis  aliqua  planetam  con- 
tinuo  perturbans  producit,  explorari  possit,  Ejusmodi  enim  vis  eodem 
modo,  ut  quaelibet  alia  vis  acceleratrix ,  in  eo  se  exserere  censenda 
est,  ut  initio  cujusvis  elementi  temporia  celeritas  planetae  secundum 
quamlibet  directionem  aestimata  incrementum  capiat,  quod  vi  secun- 
dum eandera  directionem  aestimatae  et  per  temporis  elementum  niulti- 
plicatae  aequale  est. 

Statuamus,  ut  antea,  locum,  quem  planeta  temporis  quodam 
momento  occupat,  per  r  et  l,  et  celeritatem,  quam  hoc  momento 
adeptus  est,  per  )■,  et  l,  definiri.  Jam  si  vis,  quae  eodem  momento 
planetam  perturbat,  secundum  radium  vectorem,  secundum  directio- 
nem, quae  in  piano  per  radium  et  directionem  celeiitatis  ducendo 
ipsi  radio  nonnalis  est,  et  secundum  directionem  eidem  piano  nor- 
malem iu  tres  vires  resolvitur  per  P,  Q,  M  nuncupandas:  celeritates, 
quae  ex  resolutione  celeritatis  planetae  secundum  eaedem  directiones 
oriuntur,  et  quae  sunt  ^r„  rl,  et  o,  incrementa  Pdt,  Qdt  et  Mdi 
accipient  ideoque  mutabuntur  in  r,-\-Pdt,  rl,-\-Qdt  et  Rdt,  — 
dummodo  adhuc  vires  P,  Q,  S  positivae  vel  negativae  iisdem  sub 
conditionibus  numerentur,  sub  quibus  celeritates  )■, ,  rl,  et  dw  (ai-t.  5) 
vel  positivas  vel  negativas  aestimavimus. 

Planeta  igitur,  qui  per  elementum  dt,  quod  momentum  memo- 
ratum  proxime  praecedebat,  in  ellipai  movebatur  ope  quantitatum  r,  i, 
r,  et  l,  determinanda ,  per  elementum  dt  proxime  sequens  in  cllipsi 
incedet,  cujus  elementa  ex 


^ 


-Pdt,    /,- 


'^dt 


prodeunt,  et  ciijus  planum  a  piano  prioris    ellipseos   in  radio  vectorc 
sub  angnlo 

dw      Rdt 
dG  =  ^Y-  = 


rl. 


rl' 


secatur.    Hinc  prioris  ellipseos  elementis  et  quantitatibus  auxiliaiibus 
ab  iis  pendentibus  per  p,  x,  y,  a,  e,  w,  i,  -9;  posterioris  per  p  -\-  dp, 
X  -j-  dx,..,  expressis,  incrementa  dp,  dx,...  reperientur, 
mulis  (13),   (13),  ...  (17) 


1  for- 


et  in  (18) 
substituuntur. 


Pdl,    et    —  dt    pro    dr,    et    dl,, 

R    ,^  rR     ,,  , 

—r- dt  =  ■■-= at     pro  da 

rl,  y  up 
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Quo  facto,  et  si  praeterea  brevitatis  gratia 

yl.p^P^,         |/^.Q^Q,  ,         yE.ji^ji^  (19) 

positum  fuerit,  efficietur 

dp  =  zrQ.dt,         dx  =  —  2Q,dl,         dt/ =  P,dt  -\-''^  Q.dt  , 

da  =  2  —  yP,dl  +  ^^Q,d(  ,  (20) 

edeT=xdx-\-ydy  =  yP^dt-\-{^^^^ —  2x)QJt  ,       (21) 

eed(o  ^  xdy  ~ydx  ^  xP,dt  +  {  —  +  2)yQ,dt  .  (22) 

Ex  (][))  et  (1**)  autem  fluit 

ryj  __     p  r p       r 

P  ^^^^        r       ^^       a~  r        a  ' 

'-^  +  2  =  '-+.     . 
P  P 

Harum  transformationum  ope,  et  si  anoniüliam  veram 

pouiiiiiis ,  undc 

sequuntur,  pi'odit: 

da  ^  2 sin?;  .  P.dt  4-  2  ^Q, dt  ,  I. 

de  =  shiv  .P^dt  +  ~{^_—  -]Q^dt  ,  Tl. 

dw  =  —  -üo^v.  P,dt  +  ^-^-sinv,  Q,dt-\-{i  —  eostlrfy  .  TU. 

e  '        '      pe 

(confer  art,  5).    Denique  formulae  (18)  iiobis  siippeditant; 

di=~  ■  coä{l  —  &)  .R^dt  ,  IV, 


sin(;i  — ^) 


■  R,dt  . 


§.  7.  Pauca  de  computatione  virium  perturbantiiim  P,  Q,  R, 
quae  in  bis  formulis  occurrunt,  addenda  sunt.  Quae  vkes,  quum,  aeque 
ac  via  peiturbans  integra,  massae  planetae  perturbantis  proportionales 
aint.  caeteroquin  a  mutuo  situ  solis,  planetae  perturbati  et  pertur- 
bantis  dependeant,  necessario  productis  Km'P^,  Km' Q^,  Km' M^ 
aequiparari  potevunt,  in  quibws  m'  istam  massam,  K,  ut  siipra,  vim 
attractivani  unitatis  massae  in  corpus  luiitato  lineari  ab  ea  liistans,   et 
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Pj,  Q„,  Ä||  qviaiititates  exprimunt ,  quae  soliimmodo  a  coordinatis 
pknetamm  perturbati  et  perturbantis  pendent.  Has  fuiictiones  pro 
datis  assumentes*)  habebimus: 

sive,  quvim  ex  (6)  et  (9)  sequatur 

-g  _  nüYa 

Yf^  -  if  +  «j  ■ 

et  eodem  modo 

§.  8.  Unius  adhuc  elementi  determinanda  restat  vanatio,  longi- 
tudinis  puta  mediae  in  epocha,  vel  si  mavis  temporis,  quo  planeta 
perihelium  transit.  In  hunc  finem  fonnulae  prius  evolvendae  sunt, 
quibus  pro  dato  temporis  momento  locus  planetae  ellipticus  inveniri 
potest.  Hoc  vero  facillime  Buccedet  inquirendo  in  relationem  inter  )■  et 
)■,  =  -j-  exsistentem,  quippe  quae,  si  integrata  fuerit,  relationem  inter 
r  et  i  quaesitam  suppeditabit. 

Relatio,  quae  inter  r  et  r,  locum  habet,  illico  combinatione  for- 
niularum  (8)  et  (10)  reperitur 


et  si  pro  /t  et  p  valores  ex  [6)  et  (2)  substituuntur : 


*)  Ponendo  planetae  perturbantis  radium  Tectorem  ^  r',  ejusdem  longitudinem 
in  orbita  planetae  perturbati  numeratam  =  l',  latitudinem  ad  eajidem  orbitam 
relatam  =  h'  et 

l/fr"  +  ,-"-«n-'co.y™(i-r)i-i., 

quae  est  distantia  duorum  planetanim  a  se  invieem,  tunc  elit : 
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Loco  ipsius  r  aliam  nunc  introducamiis  Viiriabilera  E  ita,  ut  sit: 
a  —  r=ae(iQsE  ,  (24) 


Hac  rationc  fonnula  [23)   mutatur  in 

nnaadE^  _ 
rr     dt*  '^  ^   ' 
sive  (24) 

ndt^  -äE  =  (i  —  ecosE]  dE  , 

ex  qua,  peracta  integiatione ,  scijuitui': 

n{t^t;i  =  E  —  esinE  , 
t^  denotante  Yalorem  temporis  t,  quo 

E  =  o  ,  ergo  r^a{i  —  e]  et  l  =  io  , 
uti  ex  (24)  et  (1)  colligere  licet;  itaque  t^  significat  tempus,  quo  pla- 
neta  perihelium  permeat,  et  n(t-r-tf,)  eat  niotus  medius  planetae  inde 
a  transitu  per  perilielium  usque  ad  finem  tempoi-is  t.  Yocatur  hie 
jnotuB  anomalia  media,  quae  cum  longitudine  peiihelii  in  summam 
collecta  dat  longiiudinem  planetae  sie  dictam  mediam.  Quamobrem 
designando  planetae  tempore  t  anomaliam  mediam  et  longitudinem 
mediam  per  M  et  X,  et  longitudinem  mediam  tempore  epochae,  i.  e. 
pro  i  =  o  ,  per  e,  erit 


-nL  =  s  , 


m 


l  =  e  +  nt  ,  (27] 

et 

M=E—eshiE==^  e  +  nt—M  .  (28) 

Secundum  hanc  formulam,  si  elementa  n,  e,  s  et  cd  nota  fuerint, 
pro  quovis  tempore  t  angulum  E,  qui  anomalia  excentrica  dicitur, 
computare  valebimus.  Inventa  autem  hac  anomalia  ope  formnlarum 
(24)  et  (1)  coordinatae  r  et  /,  quibus  planetae  locrrs  in  orbita  deter- 
minatur,  innotescent. 

§.  9.  Jain  ut  variatio  elementi  e  sive  longitiidinia  mediae  in  epocha 
eliciatur,  videamus  antea,  quantum  anomalia  media  M,  quae  per  £ 
et  e,  ideoque  ob  (24)  per  r,  a  et  e  deflnita  est,  propter  variationes 
elementorum  a  et  e  mutetur. 
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338  Evolutio  vai'iationum  §.  10. 

Differentiation e  forinnlaTnm  (28)  et  [24}  sccundum  M,  E,  e  et  a 
nanciscimui : 

dM^{i — ecosE)dJB — sinEde  , 
(i  —  eoosE)  da  =^  a  cgs Ede  —  ae  sm  Ed E  ; 
ergo  post  eliminationem  ipsius  dE: 

ae?,m.EdM+  (i  —  econEfda  =  a[msE  —  e)de  . 
Ex  [24)  antem  fluit: 

I  —  e  cos  £  =  -  , 

et  ex  [2ü)  et  (23)  conjunctim; 

nnaa  p 

proptcr  (6)  et  (8);  ergo 

y^.ydM+  —  da=  —  -de  . 
p  aa  e 

Substituendo  in  hac  formula  pio  da  et  de  valores  ex  (20)  et  (21) 
pi'odit 

yi;.,«f=-(if+i)yp,rf(-[.+i('M_.,)]a,c«, 

vel  paullo  simplicius ,  si  in  coefficiente  ipsius  Ö,  ee- — yy  pro  xx,  ac 
deinde  — \-  i  pro  —  +  2  [art.  6)  ponimns : 

dM=-vi.{^;+'^)p,dt-v^.l{^^  +  i)Q,dt. 

§.   10.      Qnuin  sit  (26' 

si  vaiiationi  anomaliae  mediae  modo  erutae  addimns  vaiiationem  lon- 
gitudinis  peiihelii  in  (22)  exhibitam,  assequemur  variationem  longi- 
tudinis  mediae 

Ue       '^  a    ^p        ee'J    '  ee^  a'^p         ■'     ' 

Atque  haec  est  variatio,  quam  longitudo  media  per  tempoiie  ele- 
mentum  dt  subit  non  ob  planetae  progressum  medium  per  idem  teni- 
pusculum,  qui  est  :=  ndt,  sed  proptei  simultaneas  variationes  ele- 
mentorum  a,  e,  lo,  ex  quibiis  et  ex  r  longitudo  media  derivari  potest 
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(confer  art.  8].  Erit  igitur,  si  hanc  partialem  ipsius  k  vaiiationeni 
per  {dX)  et  totalem  per  dk  exprimimus : 

(29)  dl=  [dl]  +ndt  . 

Haee  veio  partialis  vaiiatio  {di.)  erit  simul  variatio  ds  longi- 
tudiais  mediae  in  epocha,  dummodo  hanc  loiigitudinem  non  per 
s  ^  X  —  nt ,  ut  in  (27),  sed,  lespectu  habito  continuae  variationis 
motus  medii  n,  per 

£  =  ;,  —  fndt  {30} 

definimus.  Ex  liac  enim  fonnula,  quae,  si  planeta  non  pertnrbatur, 
ideoque  n  eonstans  est,  cum  priori  oranino  congruit,  ex  hac  inquaiii 
formula  diiferentiando  efficitur 

de  =  dk  —  ndt  =:  {dk] 
propter  (29) ,  dum  ex  priori  concludendum  fuisset 

de  =  dl  — ndt — ■  tdn=  [d?.]  ■ — idn  . 
Hac  posteriori  igitur  definitione  utentes  secunduin  formulam  ip- 
sius {d?J}  Valoren!  exhibentem  habebimus 

ä,=-u,^yt)^^+^y£.r\p^ät     vi. 


-y^n^ 


cui  supradictis  de  caussis  addendus  est  terminus  (i — cost)d-3: 

§.11.  Methodj  perturbationum,  de  qua  hie  agitur,  problema  prin- 
cipale  versatur  in  eo,  ut  ex  datis  pro  tempore  quodam  f^  sex  ele- 
mentis  planetae  ellipticis,  quae  sint  «„,  e^,  w„,  /„,  &^,  e^,  et  quae 
dehinc  pendent  p^,  n^,  inveniantur  pro  alio  quopiam  tempore  (,  ele- 
menta  elliptica  a^,  e^ ,  Wj,  etc.;  et  ut  his  inventia  locus  planetae  pro 
tempore  t^  calculetur.  Solvitur  hoc  problema  integrando  primum  ex- 
pressiones  I,  11,  ...  VI,  quas  pro  da,  de,  ...  dt  evolvimus,  inde  a 
t  ^  t^  ueque  ad  t  :=  t^\  hinc  enim  prodeunt  differentiae  «^  ■ —  a^, 
e,  —  e„,  ete. 

Jam  ut  ex  elementis  a^,  e,,  ...,  quae  sie  innotucrunt,  locus 
planetae  pro  tempore  (,  reperiatur,  primum  longitudo  media  J.,  pro 
eodem  tempore  inyestiganda  est.    Quae  quum  sit 


■f  r  '  nd 


duplex  adhuc  integi-atio  peragatur  necesse  est;  habetur  enim 
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Bvolutio  Variation  um 


f'  ndt  =  n,  [t^  —  t,]  +  f'  dtf^  d 


Quae  aiitem  ad  hunc  scopum  requiritui  expressio  ipsius  dn,  pro- 
tinus  ex  formula  (6)  differentiata  et  ex  I,  demanat: 

dn  =■ da  ==  —  3 sin«?  .  P^dt  —  3  —^-Qydt  . 

Loiigitudine  media  X^  hoc  modo  rcperta  ladius  vector  et  ]ongi- 
tudo  Vera  i-atione  in  art.  8  jam  sigiiificata  elici  queunt.  Indicatae 
autem  integrationes,  quum  reapse  instittii  nequeant,  quomodo  mechanice 
per  quadraturas  absolvendae  sint,  non  hujus  loci  eat  dicere. 

§.  12,  Ut  iisj'qiiae  de  elementorum  variationibua  hucusquc  dis- 
serui,  nunc  finem  imponam,  nonnulla  addere  liceat  de  relationibus , 
quae  inter  has  variationes  locum  habent.  Quanquam  enim  sex  ele- 
mentorum motus  elKptici  nuRum  a  reliquis  pendet,  tarnen  inter  varia- 
tiones eoTum  ab  ictu  abquo  exortas  relationes  exsiatunt,  et  ea  quidem 
de  canssa,  quod  duabus  ellipsibus,  in  qmbus  plaueta  ante  et  post 
ictum  movetur,  non  modo  sol  communis  focus,  sed  etiam  locus,  quem 
planeta  momcnto  ictus  occupat,  commune  punctum  est. 

Ad  quod  ulteiius  diaquirondum  meminisse  primum  juvat  lem- 
matis  ex  desciiptione  elHpseos  immediate  fluentis:  eUipsin  perfecte 
datam  esse,  si  duo  ejus  foci  iS'  et  i^  et  quodpiam  peripberiae  punc- 
tum P  pro  datis  habcri  queant.  Quamobrem  sole  exsistente  in  -S  et 
planeta  momento  ictus  in  P,  foco  allere  ante  ictum  in  F,  post 
ictum  in  F',  orbita  ante  ictum  ex  S,  P,  F,  post  eum  ex  S,  P,  F' 
cognoscetur,  et  idcii-co  variatio  orbitae  variatione  foci  ex  F  in  F' 
progredientis ,  ergo  variationibus  trium  coordinatarum  data  erit, 
quibus  punctum  F  in  spatio  determinatur.  Ex  bis  igitur  tribus  va- 
riationibus variationes  sex  elementorum  derivare  licebit ;  unde  tandem 
concludimua,  a  tribus  sex  elementorum  variationibus,  quamvis  non 
a  qualibiiscunque  tribus ,  tres  rebquas  pendere.  —  Caeterum  idem  ex 
eo  quoque  colligi  potest,  quod  variationes  da,  de,  dcu,  de  solrmi- 
modo  a  dr,,  dl,    et  variationes  di,  d&  ab  unico  da  pendent. 

§.  13.  Quum  variationes  sex  elementorum  ex  variationibus  coor- 
dinatarum foci  F  inveniri  possint,  baud  aba  re  erit,  expreasioncs 
liarum  trium  variationum   inveatigare,    vel   etiam  variationum,   quas 
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coordinatae  centii  ellipseos  subeunt  et  quae  semissibus  prioiuin  mani- 
festo  aequales  sunt,  Respectu  trium  axiuin  coordinatorum ,  quomm 
origo  communis  in  solem  cadit,  et  quorum  primus  directionem  radii 
vectoris  habet,  secundus  in  piano  orbitae  radio  normalis,  teitius  piano 
ipsi  normalis  est,  coordinatae  tres  centri  orbitae  sunt  ax,  ay,  o 
(confei  art.  1].  Hinc  variationes  centri  orbitae  in  directione  primi  et 
secundi  axis  sunt 

adx-\-xda     et     ady  -^yda  , 
vel  substitutis  pro  dx,  dy ,  da  Taloiibus  ex  art.  6: 

d,ax=  2^^-^  P,dt  —  2a{^  ~^]Q,dt  , 


(l.ay=={a  +  2^^-^^]P,dt+[y  +  -]ayQ,dt  . 

Variatio  tertio  axi  parallela  ex  art.  5  sine  difficultate  eruitur. 
Quum  enim  planum  orbitae  tempusculo  di  per  angulum  da  circa 
radiiun  vectorem  rotetm,  et  quum  orbitae  centri  distantia  a  radio 
Sit  =  ay ,  orbitae  centrum  durante  lioc  di  per  spatiolum  =  ayda  in 
directione  ad  planum  normali  promovebitur.  Ergo,  si  hoc  spatiolum 
symmetriae  caiissa  per  d.az  cxprimimus,  et  quum  sit 


(art.  6),  ei-it: 


da  =  ^^dt^-li,dt 
Yfip  P 


§.  14.  Valores  pro  d.ax  et  d.ay  modo  exbibiti,  quando  ex- 
centricitas  orbitae  perparva  est,  ad  consectaria  quaedam  satis  me- 
morabüia  deduciint.  Excentricitate  enim  plane  neglecta  hi  valores 
coeunt  in  formas  simplicissimas : 

d  .ax  =^  — 2aQ^dt ,         d .  ay  ^  aP^dt  , 
vel  quia  (19) 

et  iißglecta  excentricitate  (6) 

'  ;t         ''  ;(        na 
est: 

nd.ax  =^  —  2Qdt ,        nd .ay  =  Fdt  . 
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Ut,  quid  hae  formulae  indicent,  eo  faciliua  intelligatur ,  ponamus 
celeritatem ,  qua  centcum  ellipseos  progreditur,  ^=  u,  vim  pcrturbantem 
^  T,  angulos,  quos  directiones  ipsarum  u  et  T  cum  radio  Tectore 
faciunt,  ^  v  et  t;  denique  vis  pertuibantis  ideoque  etiam  oeleritatia  u 
directionem  in  plajio  orbitae  ipso  contentam  assuniamus.  Quo 
pacto  erit 


d  .ax  =  ucQsv.dt , 

,/. 

ay  =  uhinv  .dt 

P=  J-cosT, 

Q  =    rsillTT    , 

et  formulae  istae  mutabuiitur  in 

WMCosi;  =  — 2  2'sinT, 

M«sini/  =  rco3i 

vel  si  ■E+go"^«-'  statuimus: 

MMCOSV  =  2rcos7r'  , 

nus,m.v  =  TmiT 

Ex  bis  videmus  primum,  si  angulus  f'  sit  =  O,  vel  =  go",  180*', 
270",  eundem  valorem  etiam  angulum  v  habitunim  esse;  pro  quoyis 
alio  valore  ipsius  r'  valorem  ipsius  v  ab  eo  diacrepaturum,  ita  tarnen, 
ut  ambo  anguK  in  eundem  quadj-antcm  cadant,  et  ut  eorum  diffe- 
rentia  iion  superet  ig^aS'  ^  arc  (tang  =  -  ]/-);  is  enim  est  masimus 
valor,  quem  diiferentia  anguloium  t'  et  v  aequatione 
2  tang  V  =  tang  t  ' 

inter  se  junctorura  adipisci  potest,  Sequitur  ex  bis  theorcma  illud, 
quod  in  tiElementis  mechanicae  coelestis«.  pag.  315  proposui: 

Directionem,  secundum  quam  centrum  orbitae  paulum  excentrieae 
procedat,  a  directione  vis  perturbantis  per  quadrantem  ulierius  pro- 
motae  non  admodum  decUnare,  ad  summum  angulo  undeviginti  et  se- 
missis  graduum. 

Eaedem  denique  formulae  docent: 

Celeritatem,  qua  centrum  promoveatur,  maximum  valorem  adipisci, 

2  T 

=  — ,  pro  v -^  go°   et  270",  h.  e.    si   vis   perturhans   radio    vectori 

normaliter  insistat;  minimtim  contra  valorem ,  dimidio 


T 

=  ^,    pro  T  =  o  et  180",   h.  e.   sz  directio   vis 

dium  cadai;  et  hunc  minimum  valorem  ad  vim  perturbantem  raiionem 
eandem  tenere,  quam  planetae  a  sole  distantia  [a]  ad  planetae  celeri- 
tatem (m«]. 

Lipsiae,  1844. 
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De  computandis  occultationibus  fixarum 
per  planetas. 


[DisBertalio  aatronomioa,  quam  eshibuit  Augustus  Feidinandua  Mo 
Philoa.  Dr.  LI.  Aa.  Mag.     lipsiae,  apud  C.  H.  Eeclam,   I8!5.] 
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Felicisäimo  i,a-!U  mihi  contigit,  ut,  quod  Krugelius  de  Sternbach  libera- 
liBsimus  mathematiearum  et  mprimis  astronomicorum  litterarum.  adjutor  eanmdem 
ipsa  cauBBs  legayit,  Stipendium  ia  me  conferretur.  Piactctlapsis  jam  annis,  per 
quoa  illiua  liberalitatis  fructus  percepi,  et  quoruni  ununi  es  voluntatc  generosis- 
simi  testatoris  ilineri  astronomico  degtinatum  Gottingae  trausegi,  celeb.  Gaussio, 
Viio  mihi  maxime  yenBrando  studia  mea  modcrante .  [a.  1813),  nunc  mihÜEJunctum 
est  officium,  ut  libellum,  quo  progressuum  meorum  rcdderem  rationem,  in  publi- 
cum amittcrem. 

Aoademiae  Lipsienais  ampli^'iimo  rhikisophorimi  ordiiii  liunc  ILbellum  gratisaimi 
auimi  documentum  eme  voluit 
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§-  1.  Occultationes  fixai-um  per  plauetas  iisdem  manifesto  annu- 
merandae  sunt  phaenomenis  coelestibus,  quibus  occultationes  fixai-um 
per  lunam,  ti-ansitus  lunae  et  planetaium  inferioiaun  per  solis  discum 
et  similia,  quippc  quum  in  omnibus  hisce  apparitionibus  duo  corpora 
coelestia  ex  terrae  superficie  observata  in  unum  eundemquc  coeli 
locum  pervenire  videantui.  Lieebit  igitur  ex  illarum  occultationum 
obsei-yationibus  eadem  quoque  exspectare  commoda,  quae  ab  hisce 
praeberi  jamdudum  constat,  longitudinum  nimirum  locorum  terre- 
strium  deteiniinationom ,  correctionom  planetae  occultantis  elemento- 
rum  et  cognitionem  inprimis  paiaUaxium  planetarium,  quarum  quan- 
tum  in  tota  astronomia  intersit,  quantumque  satie  rigorosa  eanim 
determinatione  adhuc  destituamur ,  omnibus  hujus  scientiae  cultoribus 
est  notissimum.  Fixarum  igitur  per  planetaa  occultationes ,  quum  ob 
exiguum  et  simul  exacte  terminatum  planetarum  discum  longe  cer- 
tissime  observari  possint,  prae^^ip^ia  sane  cura  atque  attentione  astro- 
nomorum  diguae  censeri  queunt;  coque  magis  videri  possit  mirum, 
quod  hucusque,  licet  plurimae  fixarum  et  planetarum  eonjunctiones , 
occultationes  vero  ipsae,  ex  quibus  solie  maxima  omnium  commoda 
Ivauriri  poseunt,  nusquam,  quod  nos  quidem  sciamus,  obseivatae  in- 
Teniantur;  nisi,  quod  rai-isaime  occui-runt,  specioaa  ista  negligentia 
prorsus  fere  excusetur.  Hinc  ob  plurima,  quibus  istiusmodi  occul- 
tationee  sese  commendant  commoda,  et  nc  forte,  quae  in  posterum 
accidorint,  occultationes  observantium  oculos  subtci-fugiant ,  is  certo 
laborem  valde  laudabileni  suscepisse  aestimandus  est,  qui  pro  sin- 
gulis  plajietis  singulisque  iisis,  certe  principalioribus ,  occultationum 
tempora  conetur  investigare.  Qua  quidem  de  re  ut  nos ,  aaltem  ex 
aliqua  parte,  mereremur,  opportuna  hacce,  quae  nobis  se  obtulit, 
scribendi  occasione  ad  gener aliorem  dictamm  occultationum  evol- 
vendam  theoriam  usi  sumus,  et  inprimis  ad  exponendam  methodum, 
datae  iixae  per  datum  planetam  occultationum  tempora  inveniendi. 
Cujus  denique  methodi  adjectis  quibusdam  fixarum  per  Venerem 
occultan darum  exemplis  usum  ostendimus. 
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346  Dß  computandis  ocoultatioiiibus  Sxarum  per  planetas.  §§.  2.  3. 

§.  2.  Perapicuum  autem  est,  noii  quamvis  fixam  a  dato  planeta 
posse  occultari,  Suus  enim  cuique  planetae  eat  zodiacus  sive  zona  in 
sphaera  coelesti,  cuius  Hmites  ipse  ex  terra  ob  sei  vatus  ultra  cilraque 
nunquara  transgreditur.  Ne  igitur  in  eligendis  fixie  iacerti  simus, 
utnim  eae  revera  per  datum  planetam  unquam  occiiltentur,  nee  ne, 
—  quod  quainvis  per  ae  ostenderet  satis  continuata  computatio ,  tarnen 
ejus  initium  saepius  frustra  futurum  fuisset,  —  ante  omnia  disquirendi 
ei'unt  Hmites  occultantis  planetae,  sive  maximae  et  minimae  pro  data 
quavie  ejus  longitudine  geocentrica  latitudines.  Exhibita  est  ad 
hunc  finem  a  Viro  summo  Gaus  sie  formula  aeque  brevis  atque 
elegans  [MonaÜ.  Corresp.  Bd.  X.  Ueher  die  Grenzen  der  geometrischen 
Oerter  der  Planeten).  Designatis  scilicet  orbitae  terrae  excentricitate, 
semiparametro ,  distantia  heliocentrica  aphclii  a  nodo  ascendente  per 
e',  k',  /  et  iisdem  dementia  planetae  per  e,  k,  g:  ex  distantüs 
heliocentricis  terrae  a  nodo  ascendente  ^  (',  distantiae  planetae  ab 
eodem  nodo  ^=  i,  yel  vice  versa ,  hac  formula  emuntur : 

_        _M k 

cos  t'  —  e'  cos  g'       cos  t  ■ —  e  cos  g  ' 

ita  ut  combinatis  bis  terrae  et  planetae  loois  helioeentricis ,  quae 
dehinc  sequuntur  latitudines  planetae  geocentricae ,  maximae  et  mi- 
nimae  sint  rcspondentium  longitudinum  geocentricai-um. 

§.  3.  Hoc  igitiu;  modo  limitibus  planetae  inventis,  fixisque  stellis, 
quae  intra  eos  cadunt,  lito  clectis,  ad  metbodum  ipsam  earum 
occultationes  computandi  nunc  progrediamur.  Et  primum  quidem, 
quum  tempora  occultationum  adhuc  ignorentur,  observatorem  in 
centro  terrae  collocemus,  removeamus  orbitarum  pei'turbationes ,  re- 
moveamus  et  omnes  deviationes  lucis,  ita  ut  centra  ten-ae  et  pla- 
netae perfectas  ellipses  circa  solem  dcscribant  et  describere  videantur. 
His  stabilitis  continuo  intelligitur,  si  unquam  lixa  post  planetam  ex 
terra  obaei-vata  fuerit ,  eandem  occultationem  iterum  locum  habituram , 
quoties  teiTa  et  planeta  üsdem  orbitarum  locis  simul  observaiitur, 
quibus  prior  occultatio  accidit.  Primum  igitur  erit  necessarium,  ut 
mutuam  istam  terrae  et  planetae  in  orbitis  suis  positionem  defiiiia- 
raus,  ac  deinde,  ut  investigemus  tempora,  quibus  haec  corpora  in 
locis  priori  modo  repertis  simul  occurruut.  Atque  Iiaec  sunt,  quae 
in  duabus,   quae  nunc  sequuntur,   sectionibus  declaiare  studebimus. 
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Detenninatio  locorum  terrae  et  planetae  ad  occiü- 
tationem  fixae  efticieiidam  necessarioruin. 


§.  4,  Concipiatui  conus,  cujus  basis  sit  oibita  planetae,  Vertex 
vero  centrum  stellae  fixae;  superficies  hujus  coni  planum  oibitae 
teiTestris  sive  ecliptices  vel  una  in  recta  linea,  vel  in  diiabus,  vel  in 
ellipsi  sive  otiam  circulo  secabit,  prouti  Stella  vel  in  dilatato  orbitae 
planetae  piano,  quo  casu  conns  ipse  in  planum  abit,  vel  in  orbitae 
terrestris  piano,  vel  abbi  sita  fuerit.  ÄKa  enim  Sectio  conica  prop- 
terea  oriri  nequit,  quia  ob  immensam  fixae  a  systemate  nostro  solari 
diatantiam  conus  pro  cylindro  omnino  est  habendus.  Ipaam  vero 
oibitam  teiTestrem  liae  lineae  vel  nusquam,  vel  in  duobus,  vel  in 
quatuor  punctis  secabunt,  uti  ex  theoria  sectionum  conicarum  satis 
constat.  Jam  quum  tarn  ad  conjunctionem,  quam  ad  oppositionein 
fixae  et  planetae  requiratui,  ut  tiia  puncta,  nimirum  centra  terrae, 
fixae  et  planetae  in  una  eademque  recta  jaceant,  et  quidem  ad 
conjunctionem,  ut  centrnm  planetae,  ad  oppositioncm  vero,  ut  centruni 
terrae  inter  duo  reliqua  situm  sit,  quumque  eandem  ob  canssam  coni 
illius  latera  conjunctionum  et  oppositionum  aint  loci  geometrici :  sequi- 
tur,  si  terrae  orbita  a  superficie  conica  nusquam  secetur,  nunquamneque 
conjunctionem  neque  oppositionem  locum  habere;  sin  autcm  secetur, 
has  apparitiones  revei'a  posse  observari,  modo  terra  in  uno  sectionis 
punctorum  occnri'at,  planeta  vero  in  coni  latere  situs  sit  eo,  quod 
sectionis  punctum  transit.  Caeteium  reqniretui  ad  conjunctionem, 
ut  latitudines  fixae  et  planetae  sint  uti-aeque  vel  septentrionalcs  vel 
australes,  ad  oppositionem ,  ut  ad  diversas  ecliptices  pai'tes  jaceant. 

§.  5.  Ommissis  casibus ,  quibus  fixa  in  piano  dilatato  orbitae  vel 
terrae  vel  planetae  obversatur  et  quos  infra  separatira  tractabimus, 
de  elliptica  orbitae  planetai-ia  in  planum  ecliptices  projectione  per 
coni  superficiem  facta  in  praesenti  nonnulla  addere  liceat,  quippe 
quae  calculos  geometricis  his  diaquisitionibus  mox  siiperstruendos 
haud  panzm  sublevare  poterunt.  Linea  nodoram  quum  planetae  or- 
bitam  in  duas  partes  ita  diesecet,  ut  planeta  in  eai-um  una  eommorans 
borealem  in  altera  australem  habeat  latitudinem ,  eadeni  quoque  linea 
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in  piano  ecliptices  pro  quavis  iixa  puncta  conjunctionum  sepaiabit 
ab  iis,  quae  ad  oppositiones  faciimt.  TJt  autem  de  situ,  quem  haec 
puncta  inter  se  obtincnt,  peifectiores  adhuo  nobis  comparemus 
notiones,  imgamus  id  quod  parum  a  veritate  recedit ,  orbitas  terrae 
et  planetae  esse  circulos,  quorum  ccntrum  commune  obtineat  sol. 
Projectio  igitur  orbitae  planetae  in  planum  ecliptices  per  conum  sive 
potius  cylindrum  facta  tunc  erit  ellipsis,  cuius  centrum  cum  centro 
Bolis  itidem  coiucidct.  Cum  circulari  autem  ortita  terrae  haec 
elKpsis  vel  nulluni  punctum  habebit  commune,  vel  in  duobus 
punctis  semiperipheria  inter  se  distantibus  eam  tanget,  vel  in  qua- 
tuor  punctis,  quorum  iterum  biua  e  diametro  sibi  sunt  opposita, 
eam  secabit.  Idem  contiiigere,  si  orbita  terrae  aimili  modo  in  pla- 
netae orbitae  planum  projiciatur,  sponte  apparet.  Qua  de  le  etiam 
admissis  excentricitatibus  terrae  et  planetae  quatuor  sectionis  puncta 
ita  inter  se  erunt  diaposita,  ut  in  utraque  orbita  bina  quaevis  semi- 
peripheria circitei  inter  se  distent,  quorum  in  uno  si  datur  con- 
junctio,  iu  altero  oppositio  locum  habet;  ut  igitur  ad  unam  lineae 
nodorum  pai'tem  duo  cadant  puncta  conjunctionum,  ad  alteram  duo 
oppositionum.  Sin  veio  duo  vel  conjunctionum  vel  oppositionum 
puncta  in  unum  coeunt,  quae  reliqua  sunt  duo  vel  simul  coincident, 
vel  plane  deficient,  vel  parum  inter  se  distabunt.  Punctum  de- 
nique  conjunctionis  cum  puncto  oppositionis  coiucideie  non  potcrit, 
nisi  in  linea  nodorum  ipsa,  quo  casu  duo  reliqua  in  eadem  linea 
coincidant,  erit  necessarium, 

§.  6.  His  de  locis,  quae  terra  et  plaueta  ad  occultandam  iixam 
occupare  debent,  generaliter  praemonitis  nunc  videamus  quomodo 
ista  loca  ex  datis  orbitarum  terrae  et  planetae  elementis  datisque 
fixae  longitudine  et  latitudine  ope  calculi  possiut  determinari.  Äs- 
sumatur  in  hunc  finem  systema  trium  axium  in  solis  centro  sub  rectis 
angulis  se  secantium,  quorum  duo,  qui  dicantur  x,  y  in  piano  ecli- 
ptices jaceant,  tertii  z  positiva  pars  polum  ecliptices  borealem, 
negativa  australem  transeat.  Vocentur  jam  stellae  fixae  coordinatae 
his  axibus  parallelae:  X,  Y,  Z;  coordinatae  orbitae  planetae:  x,  y,  s; 
coordinatae  tandem  ejusdem  orbitae  per  conum  iu  eclipticam  pro- 
jectae:  ^,  >;:  hae  posteriores  ex  prioribus  ita  definientur,  ut  sit: 
.       xZ~zX  yZ  —  zY 

sive  potius,  quia  z  respectu  ipsius  Z  ob  immensam  fixae  a  sole 
diatantiam  plane  evanescit: 

t  X  ^ 
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Vocatis  igitur  coordinatis  orbitae  terrae  x',  y',  puncta,  in  quibus 
haec  orbita  a  priori  projecta  eecatur,   determinabuntur  aequationibus 

x'  =  §,  y'  =  ij,  sive: 

in  quibus ,  quum  duae  tantum  lateant  quantitates  incognitae ,  nimi- 
mm  argumentum  loci  teriue  in  coordinatis  x',  y',  et  argumentum 
loci  planetae  in  :!;,  y,z,  haec  loca  a  terra  et  a  planeta  occupanda,  ut 
conjunctio  vel  oppositio  accidat,  resolutione  illarnm  aequationum  in- 
veniri  poterunt. 

§-  'J.  Aptissime  autem.  pro  locoram  arguraentis  eligentur  ano- 
maliae  excentricae,  quippe  quibus  coordinatae  loci  in  orbita  forma 
perquam  concinna  exhiberi  possunt.     Positia  enim: 

semiaxi  orbitae  terrae  majori     ,,..=:  i   , 

excentricitate =  sin  <j)'  , 

anomalia  excentrica  terrae t=  E'  ; 

posito  praeterea,  ut  terrae  coordinatae  in  formam  brevissimam  redi- 
gantur,  coordinatas  x  positivas  transire  peiihelium  orbitae  terrestris, 
cujus  longitudo  vocetur  tt',  coordinatas  p  positivas  ad  punctum  qo" 
secundum  ordinem  s^uorum  a  priori  dissitum  tendere,  manifesto  erit : 

X '  =  cos  -E '  —  sin  (p '  , 

.        .  (2) 

y'  =  cos  ip'  8in_E     . 

Planetae  vero  coordinatae,    anomalia  ejus  excentrica  littera  E  desig- 

nata,  in  hunc  modum  poterunt  exprimi : 

X  =  aävx  E  -\-  a'  Q,os  E ^  a"  , 
y=ßsmE  +  ß'  coaE—ß"  ,  (3) 

^r=ysmE+y'cosE  —  y"  , 

ubi  quantitates  a,  a',  a",  /?,...  a  longitudine  perihelii  terrae  ^?r'  et 
orbitae  planetaiis  elementis  dcpendent,  et  quidem  hoc  modo,  ut,  si 
ponatur : 

semiaxis  major  orbitae  planetae     .     .     .     .     =  a  , 

excentricitas =  sia  <p   , 

longitudo  perihelü ^  ?c  , 

longitudo  nodi  ascendentis =  9  i 

inclinatio  orbitae  versus  eclipticam    .     .     .     =i  , 
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emergat*); 

a  =«cos9j{sm(rt'  — Q)eos{/i  — g)cos4— cos(7i.'— Q)sm(/r— Q)}, 
ß'=«{8mK-Q)8m(7^-Ö)co^^■+cosK-ö)cos(^-S]}, 
ß"=  « ain^  {sm(ir'~Q)  8in(?r— Q)  cos;4-cos(?r' —  Q)  cos[^c  — Ö)}  , 
ß  =ßco89){c08(re'— Q)  cos(!T— Q)co8«+siii  [n' —  Q}  ein[/r— Q)}, 
(4)  ;S'=«{co8(^'-Q)sin(^-Q)cosi-sm;(yr'-S)co8{yr-Q)}, 
.  ß"=  a  Bin  <p  {cos(7r'-  Q)8m[^  -  Q)cos*^  sm{^'-  Q)  eos(/r-  Q)}, 
>•  =ac08  97C08(;r—Ö}sin*"  , 


Fixae    denique    loagitiido    a   pei'ihelio    teri'ae    inceptii    si    vocatur  l, 
latitudo  b,  fiet: 

—  ^coih  cos  l  , 

(6)  r         ,  .   , 

—  =  cot  bsiJi  i   . 


§.  8.    His  igitur  eoordmatarum  valoribus  in  aoquationibus  (1)  sub- 
stitutis,  prodibit: 

cos  E'  ■ —  sin  ff'  ^  a  sin  H  -]-  et'  cos  E —  «" 

—  {y  sinü'+ ;'' cos  £— j/"}  cot  i  cos  ?  , 
cos  fp  sinE'  ^  ß  sinE  +  ß'  coaE—  ß" 

—  {y  sinE -{-  y'  cos  E- —  y"}  cot  6  sin/ , 
quae  aeqiiatioues  in  has  fonnas  commode  redigeiitur: 

cos  E'  ^=AsiaE+  A'  cos  E —  A"  , 
(6) 

sin  E' =  B  äin  E  +  B  cos  E  —  B  , 
positis 


*]  Faoile   obtmentur  hae   espressiones ,    in   formulie,    quas  eelol).  Gauaa   in 
Theoria  mot.  coi-p.  cod.  art.  53  pro  ÜBdem  eoordinatis  exhibuit: 

^  =  rco3[A^-Q}co3«+5-coS!sin{J\^-Q)ain«  , 

y  =  r  cosieoiiN—  Q)  sina  — r  sin  UV—  Q) cos»  , 

loco  N  et  M  substitiiendo  ra'  et  v  -\-ti^  Q  Iv  denotante  anomaliam  verain),  ac  dein 
pro  rainv  et  r  eosv  ponendo  «cosysin£  et  a  cos£— «  sin^j.  Confcratur 
art.  58  operä  oitati. 
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A 

^  <x  —  ycotäcos/  , 

A' 

=  ß'  —  f'  cot  5  cos  /  , 

A" 

=  o"  — /'coticos;— Binc/ 

B 

cos  (p        cos  ip 

B' 

=  J^-,-Jl,cotJsi„;, 

cos  ffi'       cos  (p 

B" 

-  <*",  ''".cotisin;. 
cos  rp        cos  (p 

§.  9.  Si  plui'ium  fixarum  per  eundem  plaiietam  occultationes  iii- 
veatigandae  sunt,  coefficientium  A,  A' ,  A",  B,  B',  B",  quibus  aequa- 
tiones  (6)  affieiuntur,  computatio  ope  formularum  (7)  facile  sane  poterit 
absolvi,  quippe  quum  quantitates  a,  «',...  pro  eodem  planeta  eosdem 
retineant  valoies.  Sin  vero  Ms  valoiibus  nonduni  eriitis  unius  tan- 
tum  aut  paucamm  fixarum  per  planetam  quaeruutui"  occultationes, 
satius  erit,  coefficientium  A,  A',...  valores,  ommissis  quantitatibus 
ausiliaribns  «,  «')-■-,  ex  terrae  et  planetac  elemeiitis  immediate  deri- 
vare.  Quod  fiet  ope  formulamm  seqnentium: 
cot  b  cos  ^=:  »j  sin ;(  , 

sin{?r' — Q)  =^m  cos  fi  , 

cos[?r' — Q)  =  ssinö  , 

m  cos  {i-\-  !i)  =  s  cos  a  , 
cot  b  sin  l  =  n  sin  v  , 

coB(?r'— Q)=  H  COS)/  , 


M  cos  («■ +  ■!>)  =  )(  cos  T    . 

Inventis  enim  lioc  modo  s,  a,  t,  t,   contiimo  ■ 

erit : 

A.  =  as  cos  fp  cos  [n^Q  -{-  ü] 

A'  =  assin[7i — Q  + '^)   i 

A"=^asd-a  fp  sin  [vt~  Q  +  r)  - 

-si.y' 

B  =  _^  t  cos  ffi  cos  (/r  —  Q  - 

COSf/)'               '             ^              ^^ 

-'). 

^'  =  ^'^'^''*^~ß-^' ' 

^"-cosV^-^^^-''^       Ö- 

-,). 
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Praeterea  ad  calciiK  recte  instituti  confiimationem  adhiberi  poteiit 
formula : 

st  sin  (ff  +  jr)  =  cos*  —  cotö  sin*  sin  [?  +  ?r'—  Q)  . 

Obtinentur  hae  forniulae  facta  valoi'itm  quantitatum  a,  a'...(4]  in  aequa- 
tionibne  (7)  substitutione.  Quae  quum  nullis  omnino  difficnltatibus  sit 
obnoxia,  in  ulteriori  foimularum  illustratione  h.  1.  commorari  omnino 
supeiflimm  foret. 

§.  10.  Äggrediamur  jam  negotium  in  toto  hoc  oecultationum  cal- 
culo  longe  gravisaimum,  investigationem  valorum  anomaliarum  excen- 
tricarum  £  et  £'  ex  aequationibus  modo  exhibitis  (6).  Prima  autem, 
quae  ad  haium  aequationum  resolntionem  sese  offert  methodus,  haec 
est,  ut  eanim  combinatione  anomalia  vel  terrae  vel  planetae  eliminetur. 
Quo  facto  alterius,  quae  remanet,  anomaliae  sinus  vel  coainus  ae- 
quatione  gradus  quarti  involutus  obtinebitur,  cui  levibus  quibusdam 
adhibitis  operationibus  trigonometricis  forma  ad  instituendnm  calcu- 
lum  aptior  tribui  potest  haecce: 

cos  (2  JE  —  Q  ■ —  ff  cos  {S  —  ^)-\-h  =  o  . 

Hac  igitur  aequatione  biquadiatica  resoluta,  quatuor  vel  duo  reales, 
qui  exinde  ipsius  S  vel  E'  valores  resultant,  in  aequationibus  (ü)  sub- 
stituti  quatuor  vel  duos  alterius  anomaliae  valores  respondentes  euppe- 
ditabunt. 

Verumenimvero  ob  coefficientes  aequationis  biquadraticae  niinium 
compositos  eorumque  computationem  non  admodum  expeditam,  prae- 
stat  aequationes  (6)  sejunctas  retinere  ex  iisque  approximando  valores 
ipsarum  E  et  £'  una  elicere,  Hanc  igitur  methodum  alteram  dili- 
gentius  nunc  expHcare  studebimus. 

§.11.  Jam  paragi-aphus  quinta  nos  docet  modum,  quo  pi-imoa 
valores  approximatos  ipsarum  S  et  £'  invenire  liceat.  Quum  cnim 
neglectis  excentricitatibus  orbita  terrae  abeat  in  cjrculum  et  orbita 
planetae  projecta  in  eUipain  ciiculum  istum  secantem  in  quatuor 
punctis,  quoium  bina  e  diametro  sibi  sunt  opposita,  haec  quatuor 
puncta  anomalias  quaesitaa  determinantia  resolutione  aequationia 
tantummodo  quadraticae  inveniri  poterunt.  Ponantur  igitur  sinqj' 
et  Bm(p  =  o,  quo  fient  etiam  a",  ß",  y",  A",  B",  nihilo  aequalia. 
Aequationes  vero  (6)  transibunt  in  bas; 

coa  M'  =  Asin  E  -\-  A'  cos  E  , 
sin  E'  =  BsmE+  B'  cos  E  , 
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qiiarum  quadratis  additis  leperietur; 

(^'s  +  £'«  —  ^^  —  5^1  cos  2  £  +  2  (^^'  +  BB')  sin  2  E 
=  2—A"  —  £"^A'~B'  . 
Positis  igitur; 

A'<  +  B''—A-  —  B'=f(XBi  , 

2{AA'  +  BB')=fsmS  , 
2^A''  —  B"~A'—B'=S  , 


tmde,  si  statuitur 


cos(2£  — Q  =  |r. 


"f-'^- 


quatuor  ipsius  £  valores  approximati  prodibunt  sequentes: 

^(?  +  V).     l{Z  +  ^)+t8o°,    li;  —  ^],    j(C  — V)  +  i8o°-        (9) 

Caetenim  haec  piima  ipsaium  £1  indagatio  facili  negotio  poteiit 
absolvi,  quum  tantum  absit,  ut  perquam  diligenter  instituatur,  ut 
logaritlmii  ad  quinque  notas  decimales  extenai  abuiide  sufficiant, 

§.  12.  Jam  veio  continuo  poterit  dijudicari,  quinam  valorum 
ipsius  E  pertineant  ad  conjunctionem,  qui  ad  Oppositionen!.  Quum 
enim,  ut  supra  [§.  4)  vidimus,  in  conjunctione  latitudines  stellae  fixae 
et  planetae  debeant  esse  homogen e ae ,  planetae  autem  latitiido, 
utrum  sit  borealis  an  australis,  ex  argumento,  quod  vocant  latitudinis 
(=3  anomal,  ver.  +  ^ — Q),  dignoscatur:  in  locum  anomaüae  verae 
Substitut«  excentrica,  istud  criterium  pro  seligendis  planetae  locis  ad 
occultationem  facientibus  feie  semper  Bufficiet: 

Si  latifudo  ßxae  est  borealis,  requiritur  ad  occultationem,  tit  sit 
S+ sc— Q  <  180°,  sin  australis,  ut  sit  E  +  st — Q>i8o''. 

Fallere  quidem  nos  potest  haec  regula  si  .E  +  ''^— Q  a  0°  vel 
a  i8o°pai-um  distat,  h.  e.  si  planeta  nodi  yel  aacendentis  vel  descen- 
dentis  vicinum  locum  occupat.  Tunc  ope  formularum  (6)  terrae  quo- 
que  anomaÜa  E'  obiter  eruatur.  Quo  facto  in  conjunctione  arcus 
E'-\-^'  —  Q,  l-^fc' — Q  ad  oppositas  diametri  partes  debent  ca- 
dere,  quod  intelligetui  ex  iis,  quae  niox  (§,  16)  eo  de  casu  disserentur, 
quo  fixa  in  eclipticcs  piano  sita  occurrit.  Sin  vero  etiam  hi  arcus  in 
vicinia  nodorum  obversantur,  id  indicio  erit,  iixam  haud  pi'ocnl  a 
nodorum  linea  distare,  quo  de  casu  confeiatm  infra  §.  17. 

MSMna  WerielV.  23 
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§.  13,  Iiiventis  hoc  modo  valoribus  approximatis  primis  ipsius  E, 
iisque,  qui  ad  occultationem  faciunt,  rite  electis,  ex  hia  quomodo  per 
ulteriovem  approximationem  veri  sint  mvestigandi,  nunc  ostendamws. 
Determinentui  in  liunc  finem  quantitates  m,  ft,  fj,',  n,  v,  v',  ope 
aequationum : 

A  =m cos  fj.  ,  £   =:ri cos  v  , 

(10) '  A'  =^msiui.i  ,  B'  =^n  sin)/  , 

A"^msinfi'  ,  B":=nsmv'  , 

quo  facto  aequationea  (6)  ad  calculum  logai-ithmicuni  formam  commo- 
diorem  induant  hanc;       ' 

m  sin  (E  +  fi)  —  m  sin ;('  =^ 

=  2msm-{E  +  i-i  —  fi']  cos  -  [£  +  ;W  +  fi'}  ^  cos  E', 


(11) 

^  ?i  sin  {E  4-  7-)  - 


UE+^+v 


Substituatur  in  his  aequationibus  valor  ipsius  E  approximatua  pii- 
mus,  qui  attdiat  e,  et  qui  debinc  ipsius  JS"  diyersi  valores  emergunt, 
—  aliaa  enim  aequationibus  esset  satisfaetum,  —  designeiitur  litteris 
e'  et  e',  ita  ut  habeatur: 

msiale  -\-  u)  —  «isinu'=  cos  e'  , 

(12)  \       >     r- I  r 

'  nsh\  {e  4-")  — ?*  sin  v'  =  sin  s'  . 

Incident  autem  bae  anomaliae  terrestrea,  quum  a  quaesita  E'  non 
multuni  discrepent,  in  eundem  fere  semper  circuli  quadianteni  ex 
datis  ima  ainu  et  coainu  definiendum. 

Subtrabantui  jam  ab  aequationibus  (11)   hoc  modo  exhibitis: 

msin(e  +  f(  +  -E— e)  —  »isin^('  =  cos  (t''+ £'— e')  , 

« sin  (e  4- V  +  -E  —  ^)  —  n  3in)''  =  ain  (s'  -\-  E'  — s')  , 

respective  aequationes  (12),  negligantur  altiores  differentiai'um  E — e, 

E'  —  e' ,'  E'  —  e'  potestates,  prodibuntque   aequationes   differentiales 

hae: 

m{E~e)  cos  (e  +  ;()  —  —  [E'  —  e']  sin  e'  , 
n{E  —  e)  cos  (e  +  v)  =  {E'  —  s')  cos  s    , 
quarum  ex  conjunctione   valor  ipsiua  B  appcoxiniatus   secundus  re- 
perietur 

{Vi)     E=^c  + 


m  coa  (e  +  /()  cosec  e'  +  w  cos  {e  4- '")  seo  e' 
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Differentia  igitur  anomaliaiaim  terrae  e' — e'  quantitate 

m  cos  (e  +  fi)  C08DC  e'  +  n  cos  (e  +  v)  sec  e'  ^c 
divisa  dabit  cori'ectionem  valoris  approximati  priini  anomaliae  plane- 
tae:  similique  modo  secundi,  qui  dehinc  nascitur,  tertü  etc.  valoLum 
correctiones  inveniri  poterunt,  donec  eaium  aliqua  nihilo  aequalis 
evaserit,  sive  anomaKae  terrae  ex  eadem  planetae  anomalia  per  aequa- 
tiones(ll}  oriundae  prodierint  aequales. 

§■  14.  Patet,  si  quaiititas  e  admodum  parva  reperiatur,  vel  adeo 
evanescat,  approximationis  negotium  vel  aegi-e  tantum  vel  plane  non 
poase  succedere.  Quod  quidem  accidit  tum,  quum  fixa  vel  in  limi- 
tum  zodiaci  planetaris  vicinia,  vel  in  limitibus  ipsis  sita  occurrit.  His 
enim  casibus,  quum  orbita  planetaris  projecta  terrae  orbitam  vel  in 
punctis  parum  inter  ae  distantibus  secet,  vel  eam  tangat,  quumque 
tangentes  angulorum,  quos  lineae  tangentes  orbitae  terrestris  orbitae- 
que  planetaris  projectae  cum  axi  x  faciunt,  sint  lespective   [§.  25): 

n  coa  ffi' cos  (E -\- v)  ,     ,  _, 

■■^-    ,„\ — \—^,      —  cos m' cot  £^  : 

m  cos  (ii  +  ft)  ' 

erit,  ai  hae  orbitarum  lineae  tangentes  coincidunt: 
n  cos  tp'  cos  {E  -\- 
m  cos  {JS  -\-  fi.) 
sive: 

m cos  (E  +  /.i]  eosec E'  +  n cos {E  +  v]  sec E'  ^o  . 
Quum  igitur,  si  sit  c  ^  o ,  methodus  illa  plane  reddatur  inutilis, 
sin  vero  c  exiguum  teneat  valorem,  modica  ejus  variatio  correctionem 
anomaliae  planetaris  vehementer  immutare  possit,  quumque  et  alias 
divisor  iste  pro  insequentibus  valoribus  approximatis  bis  saltem  de 
novo  foret  eomputandus,  qui  calculus,  quamvis  per  se  levis,  pluries 
tarnen  repetitus  aliquam  molestiam  facesseret:  primo  et  seeundo,  uti 
ostensum  est,  ei-uto  valore  approximato  ipsius  E,  ad  ulteriorum  in- 
vestigationem  seqnenti  ratione  praestabit  procedere. 

§.15,  Positis  anomaliarum  terrestrium  anomaliae  planetari  e  re~ 
spondentium  differentia  e'  —  e'  =  S,  valore  ipsius  E  approximato  se- 
eundo =/,  et  quae  huic  respondet  ipsarum  E'  differentia  =i?',  ea 
quaeratur  intei^polando  planetae  anomalia  (/,  pro  qua  diiferentia  ista 
evanescit,  invenieturque 

qui  erit  tertius  ipsius  E  valoi  approximatus.     Cui  porro  si  respondet 


-  = —  cos  9?'  cot  E', 


y  Google 


356  De  computandis  occultationibus  fixarum  per  planetas.  K,  16, 

terrae  anomaliatum  differentia  =  d",  quartus  valor  approximatua  pro- 
diliit  eodem  modo 

vel,  si  prima  ditferentia  d  simul  in  usum  vocetur ,  accuratius  adhuc ; 

—  3-r..9      J)  (d'_d-")(ö  — ,J")  ' 

valor  approximatus  quintus : 

._,,,,_   ,  , &"'^'  ö ä'"  S"  1 

t^n+[n      g)  \^^„_^.,.y^^. _g-.^^^_^.n-^  -t-  ^^ä' —  ö"'){Ö^S'")f  ' 

et  sie  deinceps*).  ßarissime  tarnen  ultra  quartum  progredi  unquam 
eiit  necessarium.  Quuin  enim  elementa  planetarum  continuo  varien- 
tur,  neque  tempora,  quibus  occultationea  accidant,  adhuc  sint  cog- 
nita,  anomaliae  ex  epochae  elemeutis  ad  eingula  minuta  secunda  com- 
putatae  abuiide   sufficient.     Neque   etiam   interpolationis   fonnuiarum 

coefficientes  alü,  nisi  simplices :  -z «r  '    tt J-''"'  a^lübeantur  ne- 

cesse  erit,  excepto  forte  casu,  omnium  ad  computum  difficillimo,  quo 
fixa  in  zodiaci  limitum  vicinia  versante  duo  occultationum  puncta 
fere  coincidunt.  Tunc  etiam  divisor  c  majori,  quam  quae  alias  re- 
quiritur,  diligentia  erit  indagandus;  qui  vero  si  nimium  parvus  vel 
adeo  nihilo  aequalis  emergit,  nihil  lestat,  quam  ut  pro  pluribue  ano- 
maliis  planetae  a  primis  approximatis  parum  distantibus  terrae  aiio- 
maliarum  ex  aequationibus  (11)  quaeramus  differentias,  atque  ex  his 
vulgari  interpolandi  methodo  duas  vel  unicam,  si  fixa  in  limitibus 
ipsis  occurrit,  anomahas  terrestres  computemus  eas,  pro  quibus  difie- 
rentiae  in  nihilum  abeunt. 

§.  16.  Sed  satis  jam  chctum  putamus  de  resolutione  aequationis 
biquadraticae,  qua  loca  terrae  et  planetae  ad  occultationem  necessaria 
in  genere  contineri  ostensum  est.  Consideremus  adhuc  casus  duos 
speciales,  in  quibus  loco  aequationis  biquadraticae  quadratica  solum 
quaesitas  anomahas  nobis  exhibet.  Jam  enim  supra  vidimus,  fixis  in 
terrestris  vel  planetaris   orbitae  piano  obversantibus   projeetiones  or- 


*|  [Conferas   commentationem   subgequentem   intit.   Seitraff   su  det-  Lehre 
der  Auflösung  mimeriaelier  GldcJiungen.] 
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bitae  plaaetaris  in  planum  ecliptices  esse  lineas  rectas,  quarum  cum 
ellipsi  sectiones  quadraticae  aequationia  solutione  inveniri  posse 
coQstat. 

Ponamus  igitur  primum,  fixam  in  ecKptices  piano  occurrere,  sire 
ejus  latitudinem  esse  nuUam.  Hinc,  ut  occultatio  accidat,  planeta 
in  eodem  piano  ideoque  in  linea  nodoruni  obversari  debebit.  Locis 
igitur  planetae  jani  cognitis  terrae  adliuc  loca  invenienda  restant, 
Quod  quidem  fieri  posset  facillime  ope  formularum  (6)  vel  (11),  nisi 
eanim  eoef&cientes  onines  A,  A',  A",  B,  B',  B"  cotangente  latitii- 
dinis  fixae  hoc  loeo  infinite  magna  essent  affecti  eamque  ob  caussam 
cos£'  et  sinE'  emergerent  indefiniti.  Ut  ^itur  cotS  ex  cooidinatae 
Z  valore  oriundam  eyitemus,  elimiiietur  ex  aequationibus  (1)  ipsa  Z, 
eritque 

,  Y  Y 

Y 

ubi  x' ,  y\  — ,  quos   piius  obtinuerant,   etiam  nunc  retinent  valores 

analyticos.  Planetae  vero  coordinatae  x,  y  exloi^tudine  ^Q  — rt' , 
si  ipse  in  nodo  ascendente,  vel  ^  Q  —  tr'  +  i8o°,  si  in  descendente 
versatui,  et  radüs  vectoribus  r  his  locis  respoudentibus  ita  determi- 
nantur,  nt  sit 

x=±rcQs{Q—jt'),         y  =  +  ysin(Q  — jt')  . 

Aequatio  igitur  praecedens ,  si  coordinatis  valores  modo  indicati 
substituuntur,  in  hanc  transmutabitur : 

cos  y' sin  S'  —  tang/cos^'  +sin^' tang? 

et  quum  generaliter  sit 

ffl  cos»/;* 

j  +  sin^icosi'  ' 

designante  hoc  loco  v  ^  Q  —  jt  —  go"  ±  90"  anomaliam  veram  pla- 
netae; facta  substitutione  obtinebimus: 

sinS'cosif'  —  cos£'tang/-H 
■astp 
.(pci 
Hinc  ponendo 


ßCos«j*sm^ — Q+'T       ,     ■       'X        7 

+  T-- /  r^-    I — i — S  +  smqD   tang^==o  , 

[sva.<p  CQ%{-!T — Q)  +  i]cos/  "^         ° 


cosr/i' =:  (cosT  ,         tang/=:  dsiuT^  , 

«cosffi^sinf/ — Q+ft')  .      ,  , 

r-       ^   f     — r-,il    1 — -j  +  sin ^ '  tang i  =  u  , 
[sin^jcosj^r — Q)  ±  i Jcos^  ' 
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aequatio  ista  indiiet  hanc  foi-mam: 

uiide  statiin  fiet 

E'  ^  r  —  ai'c  sin  -•  ■ 

Qiiae  vero  terrae  anomaliarum  E'  hoc  modo  inventarum  quatuor, 
—  duplici  enim  gaudet  u,  duplicique  arc.  sin.  valore,  —  quae  earuni 
ad  conjunctionem  spectent,  qnae  ad  oppositionein ,  ex  eo  facilc  poterit 
discerni,  quod  in  conjunctione  terra  et  fixa  ad  diversas,  in  oppo- 
sitione  ad  easdem  lineae  nodonmi  partes  sitae  esse  debent.  Nam 
denotatis  eentris  solis,  terrae,  planetae  et  fixae  per  S,  T,  P,  F,  triuni 
posterionmi  punctorum  in  recta  linea  jacentium  ordo  erit  in  conjunc- 
tione T,  P,  F,  in  oppositione  P,  T,  F.  Hinc  ubicunque  assumatur  S, 
in  conjunctione  lineas  ST,  SF  ad  diversas  partes,  in  oppositione  ad 
easdem  lineae  SP  in  utrumque  prolongatae  cadere  elneet.  Ex  quo, 
quum  hoc  loco  SP  sit  linea  nodorum,  praecedens  positio  vera  esse 
statim  intelligitur. 

§.  1 7.  Secuado  loco,  si  fixa  in  planetaiis  orbitae  piano  reporitur, 
terra  simili  modo,  ut  antea  planeta,  in  linea  nodorum  sita  esse 
debebit,  eritque  ejus  anomalia  Vera  =  £^— jt' — -go^  +  go".  lam 
quum  non  sit  b=o,  ad  planetae  loca  invenienda  formulae  (ll)revera 
nunc  in  usum  possunt  vocari,  Nihilominue  tamen  calculus  institui 
poterit  siniilis  ei,  quem  in  casu  antecedente  adhibere  fuimus  coacti. 
Fingatur  nempe,  systema  orbitae  terrestris,  planetaris  et  stellae  fixae 
volvi  circa  lineam  nodoriim  tanquam  axem,  donec  orbita  planetaris 
in  planum  ecliptiees  inciderit:  quo  facto  patet,  orbitam  planetae  re- 
praesentaturam  orbitam  terrae  et  Yice  versa,  nodum,  qui  antea  fuit 
ascendens  aut  descendens,  in  nodum  descendentem  aut  ascendentem 
fore  mutatum,  pro  longitudine  denique  fixae  in  ecliptica  substituen- 
dam  esse  longitudinem  ejus  in  orbita  planetae,  ita  ut,  si  haec  poste- 
rior denotetur  per  V,  sit 

r=Q-:.-Harctang^"g'^+^,'-^'. 
^*  ^  cos» 

His  Omnibus  rite  perpensis  facile  intelligetur,  formulam  praecedentem 

bocce  loco  abituram  in  lianc: 

sinEdOsep  —  cos^tang?'  -j- 

cosffi'^sinf?' —  Q -l-iTl  ,     . 

H — r  -      T       /, AtZi       ,,-Hsmytangr  =  o  , 

a[&mfp  cos(?r  —  Q)  +  i]cos? 

ex  qua  eodem  modo ,  \\X  supra  planetae ,  anomaliae  excentricae  teiiae 
invenientur.    Harum  vero  quae  ad  occultationem  pertineant,  quum  in 
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casu  piaesenti  eit  ST  linea  nodoruni,  ita  dijudicabitur,  ut  planeta  et 
fixa  ad  easdem  lineae  nodorum  partes  siti  esse  debeant. 

Ne  denique  casum  omnium  facillimum  praetereamus ,  quo  fixa, 
cujus  occultatio  quaeritur,  in  ipsa  linea  nodorum  occurrit,  manifestum 
est,  terram  et  planetam  simul  [in  linea  nodorum  vereari  debere  et 
quidem,  si  planeta  fuerit  inferior,  terram  in  nodo  opposito  ei,  quo 
fixa  sita  reperitur;  si  superior,  planetam  in  eodem  cum  fixa  nodo. 


Sectio  secunda. 

De  inTeniendis  oceultationum  temporibus. 


§.  1 8.  Explicata  bucusque  methodo,  qua  ex  datis  pro  certa  epocba 
terrae  et  planetae  elementis  fixaeque  longitudine  et  latitudine  mutua 
terrae  et  planetae  in  orbitis  suis  positio  occultationi  fixae  insei"viens 
definiti  possit ,  nunc  tr ans eamus  ad  investigationem  tempornm,  quibus 
teiTa  et  planeta  in  istis  locis  simul  obyeisantui.  Jam  quidem  ob  in- 
commensurabilitatem  nnmerorum,  quibus  ratio  terrae  et  planetae  re- 
volutionum  expiimitur,  et  a  quibus  tempora  ista  pendere  facile  intelli- 
guntur,  si  calculum  instantem  accni-atissime  absolvere  vellemus, 
tempora  prorsus  nulla,  vel  immensis  paene  intervallia  invicem  remota 
nancisceremur.  Atenimvero  quum  propter  continuam  elementornm 
variationem  loca  inventa  pro  exacte  determinatis  haberi  neutiquam 
possint,  quumque  teiTae  et  planetae  centi-orum  loco,  quae  in  praecc- 
dentibus  simplicitatis  caussa  adoptavimus,  puncta  in  superficie  horum 
corporum  jacentia  reapse  substitui  debeant;  ejusmodi  temporum  mo- 
menta  ab  initio  invenisse  sufficiet,  quorum  quovis  terra  et  planeta  a 
locis  computatis  nonnisi  parum  distant. 


§.  19.    Sint  in  linnc  finem  anomaüae  mediae  excentiieis  E',   E 
respondentes  M' ,  M,  quas  ex  illis  formula 

M=  E  —  siu(psiii£ 
deduci  constat.  Sint  porro  anomaliae  mediae  epocha  locum  habentes 
JV',  iV;  motns  siderei  diurni  medii  m' ,  m;  numerus  denique  dierum 
ab  epocha  usque  ad  momentum  temporis ,  quo  terra  in  loco  occu- 
pando  versat\ir,  =  t',  idemque  numerus  pro  planeta,  =^  l,  mani- 
festo  erit: 
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m  in 

m  rn, 

x' ,   X   denotantibus    q^uoscunque    numeros    iiitegros.     Ut    igitvir   haec 
tempora  aequalia  reddantur,  x'  et  x  ita  erunt  definiendi,  ut  satisfa- 
faciaut  aequationi  aiithmeticae : 
360°    ,       360" 
m'  m 

siye  positis  revolutionum  temporibus 

3Öo°  _  360° 


aequationi ; 

p'x'—Px  =  a  , 

cujiLä  resolutionem,  postquam  telatio  ipsorum  P',  P,   Q  mimeris  inte- 
gris  expressa  fueiit,  a  resolutione  aequationis: 

pendele  constat.     Inventis  enim  ^',  §  erit 

x'  =±^'Q  ,         x^±iQ  . 
Huic  igitur   aequationi   alteii  ut  quam  proxime  satisfiat,  quae- 
rantur  methodo  fractionum  continuamm  valores  ratioiiis  ineommen- 
surabilis  P':P  approximati,  qui  sint  successive: 

p'  :  p  ,         p\  '-p^,         ?'i-Pi)      etc. 
et  qui  eam  inter  sü  tenent  relatiouem  notissiniam ,  ut  sit: 

P'iP  —  PiP'  =±^  >        ÄPi—PiP'i=T^  ,     eti^' 
Harum  ergo  rationum  una,   puta  p\  : p^ ,  loco  rationis  P' :  P  substi- 
tuta,  statim  habebimus    ^'  =  p,    §  =  p',  ideoque  quum  pro  Q  ponen- 
dus  jain  sit  numerus  fractionibus    ^  Q     vel     -^  Q     maxime    conti- 
gnus,  qui  appelletur  y,  erit 

x'  :=+pq  -i-np^  ,         ic  =  ±^'y  +  «y,   , 
n    denotante   numenun   integrum   ita  assumeiidum,    ut   numeri   x',    x 
quam  minimi  prodeant.    Quaerantur  ope  praecedentium  aequationum 
bis  ipsis  x',  x  respondentes  valores  ipsorum  t',  t,  qui  quo  minus  inter 
se  differunt,  eo  minus  planeta  a  fixa  tunc  temporis  distabit. 
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§,  20.  Jam  ut  ex  bis  temporibus  t',  t  mveniantur  alia ,  quae,  si 
diiferentia  t — t'  noii  satis  parva  visa  fuerit,  mimis  adhuc  intcr  se 
diiferant,  facile'intelligitur,  quum  p'  -.p  a,  ratione  P'  ;  P  non  multum 
discrepet,  ideoque  p  revolutiones  terrae  fere  sint  aequales  p'  revo- 
lutionibus  planetae ,  fieri  posse,  ut  tempus  i'-['pP'  fere  aequale 
evadat  tempori  t+p'P,  vel  etiam  t' -{- apP'  ipsi  t  +  ap'P,  a  de- 
signante  numerum  integrum  non  admodum  magnuni,  sive  ut  sit 


posita  diiferentia 

p'P  —  pP'  ~d  . 

Quod  vero  si  perfici  non  potuerit,  adhibeatur  ultro  ratio  magis  ap- 
proximata  p\  :  p, ,  vocetm  diiferentia  praecedenti  minor  eique  op- 
posita 

p\P—p,P'  =  </,   , 
ponaturque 

t—t'  -had-\-ßd,  =  o  , 

cui  aequationi  quam  proxime  satisfaciendae  numeii  integri  a  et  ß 
tentando  facile  determinabuntnr.  Quot  autem  hoc  modis  exigi  poterit, 
tot  prodibunt  tempora 

t'  4-  [ap  +  ßPi)P'    fere  aequalia    t  +  [ap'  +  ßp\)P  , 

quibus  planeta  fixam  etiamsi  non  occultare,  parum  tarnen  ab  ea  distare 
obseiTabitur.  Facilem  diximus  numerorum  a  q%  ß  determinationem 
piopterea,  quod  nisi  ipsi  paucis  tantummodo  unitatibus  contiiierentur, 
tempora  ab  epocha  nimium  remota  emergerent,  quam  quibus  epocliae 
elementa  ad  occultationum  inventionem  adhiberi  adhuc  possent. 
Eandem  igitur  ob  canssam  non  opus  erit,  biuomio  ad-^ßd^  plures 
adjungere  terminos  yd^,  öd^  etc.,  qui  propter  hanc  quoque  rationem 
tuto  ommittuntur,  qnod  omnes  insequentes  differentiae  (7, ,  t?, ,  etc.  ad 
formam  md-\-nd,,  m  et  n  designantibus  numeros  integres  reduci 
possunt.  Nam  quum  haec  sit  natura  fractionum  continuarum,  ut 
habeatur : 

p'j^  =  mp'  4-  )ip[  ,        p^  =  mp  -j-  npf  , 
erit  etiam 
d^  =1  p'^P- — p^P'  =  {mp'  -\-}tp\)P  —  [mp  -j-  np,)P'  :=  md  -\-nd,  . 

§.21.  Singulis  conjuuctionum  temporibus  hoc  modo  approximate 
erutis  restat,  ut  tempora  ipsa,  quibus  planeta  a  fixa  minime  distat, 
atque  hao  minimae  distantiae  adhibitis  elementorum  yariationibus  et 
aberratione  lucis  accurate  detenniuentur.  Cujus  vero  calculi  ope  ta- 
bulaioim  astronomicarum  institutioni  quum  plane  similis  in  eclipsibus 
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solaribus  et  occultationibus  fixai'um  per  lunam  obveniat ,  ulterius  eam 
hoc  loco  explicare  nolumus. 

Sit  jam  terrae  a  sole  distantia  media  pro  unitate  accepta, 

semidiamcter  terrae  =  q'  ,         plauetae  :=  q  , 
distantia  planetae  a  terra  tempore  minimae  distantiae  =  z/  ; 

elucet  futurum  fore  ■--■■■-^—  =  V  omnium  maximam  ex  ceatro  terrae 
apparentem  centii  planetae  a  fixa  distantiam,  qua  quidem  ex  terrae 
superficiei  loco  planetaris  disci  contactum  observare  licet.  Hoc  igitur 
maximo  distantiae  valore  si  computata  distantia  minima  fuerit  minor, 
certi  erimus,  occultationem  revera  locum  habituram :  sin  contra  major, 
ex  quovis  terrae  loco  planeta  et  fixa  a  se  invicem  distare  videbuntur, 

§.  22.  Omniissis  adhuc  elementorum  variationibus  minima  di- 
stantia ejusque  tempus  immediate  quoque  ex  diiFerentia  temporum  t',  t, 
qiiibus  terra  et  planeta  definita  prius  loca  occupant,  inveniri  poterunt. 
Quum  enim  perinde  sit,  quicquid  momentum  temporis  pro  epocha 
acceptum  fuerit,  patet,  quaesitas  illas  quantitates  a  nuUa  alia  tem- 
porum i',  t  functione,  nisi  earum  differentia  pendere  posse,  ideoque, 
si  distantia  minima  ejusque  tempus  inde  ab  epocha  inceptum  vocentui' 
6  et  r,  esse  S,  t —  t\  r—t  functiones  ipsius  t  —  f.  Hinc,  quia  eva- 
neseente  t  —  t'  evanescant  quoque  S,  t — t',  x- — t,  et  qüum  prae- 
terea  t  —  t'  sit  quantitas  admodum  parva ,  functionum  istarum  forma 
poni  poterit:  h{f  —  f'f''-  Semel  igitur  coefficientibus  h,  qui  nonnisi 
ab  orbitarum  elementis  fixaeque  loco  pendent,  erutis  pro  quovis  con- 
junctionis  tempore  per  duo  momenta  t' ,  t  obiter  assignato,  minima 
fixae  a  planeta  appai-ens  distantia  ejusque  tempus  illico  potemnt  ex- 
hiberi.  Quae  quam  vis  determinationes  ob  neglectam  elementorum 
variabilitatem  pro  exactis  haberi  neutiquam  poasint,  praeclare  tarnen 
praeviae  apparitionum  cognitioni  inservient.  Ipsos  autem  coefficientes 
differentiae  t — t'  ex  terrae  et  planetae  elementis  fixaeque  loco  hac 
ratione  deduximus. 

§.  23.    Vocentur 

coordinatae  terrae  tempore  t'  ...x'^  y^, 
tempore  z  ...§',  rj' , 
coordinatae  planetae  tempore   t  ...x  ,  y ,    z , 

tempore  t  ...'§,  i-j ,    'C  . 

Hinc,  quum  partes  orbitarum  terrae  et  planetae  intervallis  t — t' , 
f —  t  descriptae  pro  rectiHneis  omnino  haberi  possint,  statuere  licebit: 
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Sectio  secunda.     De  inveniendis  ocoultationum  temporiljuE 
dx' 


=  3!    +(»^ 

')w 

=  </+{'- 

')|f 

=  »  +   («- 

'>^ 

£-<'-'■ 

1^^ 

^'i:^,,-,- 

,<;?_■ 

Positis  igitui 


erit 

£-1'=^  — 3;'+o  , 

,  _  ,■  _  j,  _  ,'  +  6  ,  (2) 

Vocatis  jam  fixae  longitudine  a  terrae  perihelio  incepta  l,  latitu- 
dine  b,  planetae  longitudine  geocentrica  tempore  z  ab  eodem  ecliptices 
puncto  numerata  k,  latitudine  ß,  minimaque  distantia  d;  des^nata 
porro  dist::ntia  terrae  tempore  i'  a  planeta  tempore  t  per  D,  terrae 
vero  a  planeta  distantia  tempore  t  per  z/,  erit; 
X  —  x'  ^=  D  cos  i  cos  l  , 
y  ~^y'  :=  D  cos  ö  sin  ?  ,  (3) 

z   ^D sin 6  , 
^  —  §'  ^z/  cos  ß  cos  J.  , 
ij  —  )j '  ^  z/  cos  j?  sin  J,  ,  (4) 

?  '-=^sin^  , 
et  secundum  aequationes  (2) ; 

^  cos  ß  cos  i.^D  cos  5  cos  Z  -j-  a  , 
z/  COS  /J  sin  i  =  Z>  cos  5  sin  ?  +  6  ,  (5) 

^  sin  /?  =  Z)  sin  S  +  c  . 

Multiplicetur  harum  aequationum  prima   per  sin?,  secunda  per 
cos/,  eritque  facta  tunc  subti' actio ne : 
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(6)  J  sin  {l  —  }.)  coa  ß=  asin  l  —  i  COS  l  . 

Ex  tertia  autem  sequitur: 

^  (sin  b  —  sin  ß)  =  {J  —  D)  sin  b  —  c  . 

Jam  si  "aequatioiium  (5)  quadrata  adduntui,  neglectis  ipsorum 
T  —  t,  T  —  t' ,  ideoque  Q,  ß,  i,  sicuti  brevi  post  l — X,  b^ß,  Ö, 
utpote  infinite  parvorum,  piima  altioribus  potestatibue,  et  ponendo 


ö)                   ac 

OS  S  cot 

j/+£)cos5siiiü-i-csin 

erit: 

J=D  +  u  , 

et  consequenter : 

(8) 

z/[&. 

-ß]cosb=usiTib-c 

Statuatm-  jam: 

dT 

--j-cotbcoal  =  v  cos  y 

du       da        ,    .    , 

■~ ^  cot  b  sm  l  ^  V  sm  ip  , 

(9)  ''•       •'' 

dx'        ,  , 

-j— =0/    COSlif     , 

d-c  ^    ' 

dy  ,  .       , 

37  =  *"'""''    ■ 

unde  fiet  ex  (1) 

0^[r  —  i)  [v  cos^j-^-  -^cot  b  cos  1}  —  {t  —  (')  w'cos  tp'  , 

h  =  {t  —  t)  {v  sm-ip  -{-  j-  cot  h  sin  1}  —  {z  —  t')  v'  sin  ^}'  , 

qui  valores  in  aequationibus  (7),   (6)  et  (8)   substituti  dabunt: 

«=  (t — t\vcosbcos(l — M  —  (T  —  f)  f' cos  5  cos  {/ — yf'lH — : — T-  -^  , 
'^ '  ^        ^  '       sm  b    dt 

J[l  —  l)  cos  i  =  (t  —  t)v  am{l  —  ip)—{T~  t')v'  ainll—th')  , 
(10) 

J  {b~ ß)  =  {{t ^  i]  V cos{l  —  ip]  —  {t  —  t'}  v'  cos  [i  —  ^} '))  sin  5  . 

Positis  igitm: 

cos/^cosö  cosf?  — i/j)  , 
cosx'^  cosScos  [l  —  ^p') , 
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Sin  X  sm  X 
Omnibus  rite  leductis  obtincbimus : 

=  (t^;}^c''+  (t — iy  c'^  —  2  (t  —  i()(T  —  t'jcc'  C08(a  . 

Hinc  ut   S  fiat  miiiiinum,   ejus  dÜferentiale  secundum  t  annihi- 
landuni  erit,  ideoque  etiam  differentiale  ipsius  z/*  3'^,  quippe  quiim  altera 

hujus  differentialis  pars  2^*^-5—     ob  6^  infinite  parvuin  secundi  or- 
dinis  per  se  evanescat.     Diffeientiata  igitur  aequatione  (14)  prodit: 

0=  (7; —  ()  c^  +  (t  —  i')c'^ —  [zT —  t—t']  cc' cos  w  , 
unde  sequitur  tempus  minimae  distantiae: 

-cc'  cos  0) 


■v=t'+{t  —  t']- 
=  t~{i-n- 


+  c'^  —  2 

c'^  —  cc' 


^  —  2CC    COS  (U 

quod  in  (14)   substitutum  dabit  minimam  diatantiam  ipaam: 
.  (t — -t')  cc'  sin  w 


DYc^  +  o 


(15) 


(16) 


vv'taii'. 

sm(,f  — V'')[«'«08(i  — V'|-«<!0S(;-« 

i,C0sJ(='  +  «"-2"'C0S») 

vv'  sin  6  s 

in  ()//  — V')[«  8in  {l  —  ^]  —v'  sin  (i— i/»')] 

Si   denique   hi   iijsoium  t — t',    et    t  —  t  valores   ex  (15)   in  aequa- 
tionibus  (10)  substituuntur,  emeiget: 

?— l=(i  — r) 

b-ß^it-^t']     nie^  +  c'^-2ce'cosu.) 

quae  igitur  formulae  mutuam  planetae  et  fixae  apparenteni  positio- 
nem  yersus  eclipticam  tempore  minimae  distantiae  determinare  valent. 
Praeterea   combinatione    aequationum  (11)   et  (13)    non    difficile 
sequens  adhue  elicitur  foimula: 

sintü=^^^"^^"^^^~^'^  ,  (18) 

sin  z  sin  z' 

quae  quamvis  Signum  ipsius  cos  10   ambiguura  relinquat,  bene  tarnen 
ad  confirmandum  calculum  in  usum  poterit  vocari. 

^.  24.    Formulae   (10)   adhiberi  etiam  poterunt  ad  inveniendum 
tempus,  quo  fixa  et  pianeta  eandem  habent  longitudinem ,   sive  tem- 
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pus  vulgo  tUctae  conjuuctionis ,  et  differentiam ,  quam  tunc  servant, 
latitudinum.  Ponenilo  enim  1=1,  sequitur  ex  aequationiun  (10) 
priori; 

„  (i-f)„  Bin  (;-,/,) 

'  ^.    I  (<-f>-sm(;-»-) 


V  sin  (l  —  1p)  —  i''sin(;  —  -ip')   ' 
et  ex  posteriori,  facta  substitutione : 

iliW     h       ff  —      t^  ~"  '^'1 '"'"'  ^'^  t*/*  ~  ^'^  ^^"^  ^ 
^  "'  '^        D[v&iii{l  —  ^)  —  v'sm[l~tp')]  ' 

quos  valores ,  quum  anguli ,  quos  circuli  latitudinum  cum  orbitis 
apparentibus  planetaxum  faciunt,  a  rectis  plerumque  perparum  diife- 
rant,  simul  vaJores  approximatos  temporis  minimae  distantiae  distan- 
tiaeque  ipsius  exhibeie  manifestum  est.  —  Caeterum  ex  omnibus  bis 
quantitatum  ad  mimm.ain  distantiam  spectantium;  t  —  (',  t  —  t , 
l — ^,  b^-ß,  ö,  expresaionibua  earum  cum  t  —  t',  quam  supia  iu- 
nuimus,  proportionalitas  ultro  cognoscitui'. 

§.  25.  Superest,  ut  quantitates  v',  v,  ip',  ip,  quae  supra  (0)  per 
coordinatarum  diiferentialia  esbibebantur ,  nunc,  quomodo  ex  ipsis 
elementia  et  anomaliis  deducendae  sint,  ostendamus.  Patet  autem, 
v'  et  V  exprimere  velocitates  terrae  et  plauetae  in  projecta  ad  eclipti- 
cam  orbita  ae  moventium,  i^'  et  ip  vero  angulos,  quos  directiones 
harum  velocitatum  cum  abscissarum  linea  faciunt.  Instituta  jam  col- 
latione  fonnularum  (1),  [2]  et  [G)  primae  sectionis  emanat  (§.  13); 

dx       dz        ,         ■,       I  .        n        ,.   .     T11  dE 

-r—  —  -^—  cot  0  COS  1={A  cos  A  —  A  sin  i  [  -7— 
dt       dT  ^  -'  dT 


=  n  cos  (£  +  v)  eoa  (p  —j—  , 

=  —  sin  E  -^—   , 
dt 


Constat  autem  intei   tempus  a   transitu  planetae  per  perihelium 
incipiens  t  et  anomaliam  excenti'icam  E  haec  relatio: 
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Secfio  Beounda.     Ue  inreiiiendis  ocDultationum  tsmporibus. 


T  =z  —  (£  —  sin  rp  sin  E)  , 

k    designante    numerum    pro    omnibus    plaiietis,  si   massae   eorum 

i-espectu    maasae    soUs    negliguntur ,   constantem ,  euius    logaTÜhmus 

^8-2355814  —  10  (Grauaa,    Theoria   motus  corp.  coelest.  ait.  1  et  6). 
Unde  sequitur  differentiando : 

dE  _  k 

dt        „ 


in  (p  cos  E ) 

et  quum  terrae  a  sole  distantiam  mediam  pro  «iiitate 

dE' k 

dr  ~~   I — ähitp'  cosE' 

Haec  igitur  si  in  antecedentjbus  (9)  snbstituuntur,  fiet: 


V  cos  ip  = 


SIP': 


nxp'-. 


a'^{i  —  sia<pcosE) 

_kn  cos  (p' cos  fE  +  c) 

a^{\  —smfp  aosE) 

—  k  sin  E' 
~  I  —  sin  (p' cosE'  ' 

kcostp'cosE' 
~  i  —  sin  rp'  cos  E' 


(21) 


§.  26.  Quod  tandem  attinet  ad  computationem  distantiae  D  pla- 
netae  a  terra,  quae  ad  inveniendam  appai-entem  distantiam  6  requiri- 
tui',  in  usnm  potent  vocari  vel  una  formularum  (3) ,  quum  coordinatae 
X,  y,  z,  x,  y'  ex  formulis  (2)  et  (3)  primae  sectionis  inveutis  ano- 
maliis  simnl  innotescant,  vel  certins  analytica  evolutio.  ipsius 

D^  =  [x-xr  +  {y-yr  +s' 
ex  iisdem  formuHs  in  hanc  formam: 

r+  ^cos  {E'  +  x)  4-  i  cos  {E-\-  X)  -H  Jf  cos  {E  +  E'  ■\-  ^) 
+  Ncos{E—E'  +v]+Pcos2E'  +  Qcos2E  , 

in  qua  /,  K,  L, ..-/.,  l,..  pro  eodem  planeta  constantes  tenent  valores 
ita  quidem,  ut  sit: 
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/^  I  -[--sin  (jp'^  +  ß^  {'  H--sin  r/f*)  — 2  a"sin  y'   , 
Ä'coßJt^s«" — ^2sin(jp'  , 
Ksmx  =  —- 2  ß"cos(f'  , 
L  cos  X^  2  a '  sin  ()£j '  —  2  «*  sin  ip  , 
i  sin  Ä  =  —  2  a  sin  (jo '  , 
i¥  cos  ^  :=  /?  cos  (jfJ '  —  a '  , 
M sm  ji ^  ß' cos  rp' +  cc  , 
Ncosv^  —  a'~~ßcos^'  , 
Nsin  v=a  —  ß'  cos  <p '  , 

Q^-a}  sin  rp'^  . 

§-  27.  Hoc  igitur  modo  diatantia  planetae  a  terra  inventa,  reli- 
quarnm  formularum  ad  computandos  valores  ipsoruni  t  et  ö  ordo 
erit  hie: 

(21),  (22),  [(11),  (13),  (18),  (12},  (15),  (16),  vel  approximate  (19),  (20)]. 
Jani  quiim  sit  maximus  distantiae  apparentis  minimae  valor  (§.  21): 

ut  occultatio  locnm  habeat,  debebit  esse: 


<e- 


('-0<±(e  +  ?')  _ 

unde  ex  teniporum  differeiitia  ipsa,  cujus  hac  ratione  masimum  sive 
limites  innotescunt,  jani  satis  certo  de  oceultationuni  exsistentia  pote- 
rimus  judicare. 

§-  28.  Apprime  autem  horuni  limitum  cognitio  utilis  erit  ad  obiter 
aestimandas  temporis  periodos,  quibus  eandeni  occultationem  reverti 
probabile  est.  Generaliter  perspicitur,  ei  elapso  tempore  T  terra  post 
P',  planeta  post  P  integras  revolntiones  in  üsdem  orbitarum  locis 
A',  A  iterum  inveniantur,  quibus  iüitio  illius  temporis  occurrerunt, 
planetam  intra  tempus  T  et  üs  quidem  momentis,  quibus  terra  punc- 
tum A'  occupat,  in  aequalibus  anomaliae,  quam  describit,  mediae 
arcubus   ob  numeros  P' ,   P  infinite  magnos  aequalibus   vicibus  ob- 
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§.  28. 


Occultationes  fixarum  sex  principaliomm  per  Venerem. 


versaturum  esse.  Unde  porro  sequitur,  si  sint  duo  arcus  auomaliae 
planetaris  mediae  a  et  ß  in  ratione  numerorum  integroruni  a  et  h, 
iisdem  momentis  fore  multitudines  viciiim,  quibus  planeta  in  arcus  a 
et  ß  iiicidit,  respective  ut  a:  b.  Quamobrem  si  statuitur  a  ^  toti 
peripheriae  ideoque  «  =  /"',.  quia  intra  tempus  T  terra  P'-ties  in 
puncto  A'  occurrit,  erit 

360° 
Haec  veio  omnia  nonnisi  probabiliter  evenient,  si  loco  temporis 
infiniti  T  alind  finitum,  eamque  ob  caussam  pro  P',  P  numeri  fracti 
substituantur.     Ponendo  jgilur 

&=i,   cum  fiat  i"  =  Al°:  , 
ß 


et  per  consequens  T  aequale 


360- 


.  intra  spatium 


360' 


probabile  erit,  terra  in  A'  commorante ,  planetam  semel  intra  fines 
arciis  ß  ftiturum  esse  obvium.  Jam,  quum  quaeratur,  quoties  accidat, 
ut,  dum  terra  in  A'  sita  sit,  planeta  a  puncto  A  non  plus  arcu 
~  {t  - —  t')  m  distet  {t—~  t'  exhibente  valorem  illum  limitiYuin  et  m, 
uti  supra  (§.  19),  motum  planctae  diumiun),  eiit  casu  praesenti 

arcus  ß=^  2  [t  —  t')m  , 
et  numerus  annorum,   intra  quos  probabile  est,  oecultationem  denuo 
locum  habituram: 


Occultationes  fixarum  sex  principaliorum  per  Venerem. 

Orbitarum  Tei-rae  et  Veneris  elementa  ex  Laplace,  Exposition 
du  Systeme  du  monde,  troisicme  edit.  pag.  116,  divisione,  quam  ad- 
hibiiit  Vir  illustr.  circuli  centesimali  in 
desumta  sunt  haec: 


Epociia:     iSoo  Decbr.  3 

.1,  12''  temp.  med. 

Parisin. 

Teri'ae 

"Veneris 

Bevolutio  siderea 

365^25638350       : 

324^70082399 

Semiaxis  maior 

I '0000000 

0-7233323 

Excentricitas 

0-0168532 

0'0D68530 

Longit.  med.  epoch. 

100"   9'  i3"o 

10"  44'  34"? 

Longit.  perihelii 

99   30    5'0 

128    37     c-9 

Longit.  nodi  asc. 

74    52   39 

Inclinatio 

3    23   33  . 
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De  eomputandis  occultationum  fisarum  per  planetas. 


Ex  his  priinum  computatus  est  secundum  formulam  §.  2  allatam 
Veneris  zodiacus,  quem  in  usuni  eorum,  qui  plmes  per  Venercm 
occultandas  fixas  ad  calculum  sibi  forte  eligere  volunt,  pro  denis 
longitudinis  geoeentricae  gradibus  apponendum  curavimus  in  tabula 
sequenti,  cujus  columnae  litteiis  B  et  A  designatae  limites  boreales 
et  australra  latitudinum  geocentricaruin  exhibeiit. 


Zodiacus  Veneris. 


Long. 

S 

A 

Long, 

B 

A 

geoo. 

geoc. 

0° 

8°  37' 

«"s*' 

iSo" 

^"Si' 

8-36' 

10 

S  aa 

147 

190 

I  47 

Sas 

20 

8    I 

2     4 

200 

2     8 

8     9 

30 

7  35 

2.8 

210 

3  34 

7  47 

40 

7    4 

257 

2ZO 

3     S 

720 

50 

6  30 

3  30 

230 

3  40 

6  49 

60 

S  54 

4    4 

240 

4  18 

6  14 

70 

5  lö 

4  40 

250 

4  5S 

5  37 

80 

438 

5  17 

260 

5  37 

45S 

90 

4     I 

5  54 

270 

6  15 

4  19 

100 

3  26 

630 

280 

ö  51 

3  41 

110 

2  s+ 

7    3 

290 

7  24 

3     6 

I20 

2  26 

7  3^ 

300 

7  53 

a  35 

130 

a    3 

7  57 

310 

8  16 

2    9 

140 

I  44 

8  17 

320 

S  33 

I  49 

150 

I  32 

83^ 

330 

8  44 

r  35 

160 

I    36 

840 

340 

8  48 

r  27 

170 

1 26 

841 

350 

8  45 

I  27 

180 

1   33 

8  36 

360 

S  37 

'  34 

Intra  hos  zodiaci  limites  cadunt  fixae  primae  magnitudinia :  Ee- 
gulus,  Spica  et  Antares;  secundae;  a  Librae  et  ß  Scoi-pionis.  Atque 
hae  sunt,  addita  tertiae  magnitndinis  Alcyone  multis  minoribus  eam 
CLTCumaistentibus  fixis  prae  ceteiis  insigni,  quibus  per  Venerem  oc- 
cultandis  praecedentem  methodum  illustrare  nobis  proposuimus.  Fu- 
sius  autem  hunc  occultationum  calculum  in  Antare  explicabimus, 
reKquaa'uni  fixarum  nonnisi  calculi  summas  tradituri. 

Ex  elementis  terrae  et  Veneris  ante  propositis  quantitatum  con- 
stantium  a,  «',  ...  auxilio  formularum  (§.  7,  4]  valores  inveniuntur  bi: 
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«     =  —  0-3522578 

-^=  +  0-6313253 

logy  =  8.4033952 

a'    =4-0-6315061 

—  -  ■  )  ;=  +  o-^5i074.5 

logy'  =  3-5379972 

a"  —  sia  fp'  ;=  —  0-0125255 

ß" 
■      ■  ■-,  =  +  0-0024050 

logr"  =  6-3738779 

log  cos  ()o'  =  9-9999383  • 

Est  autem  Antaris  longitudo  tempore  epoehae 

Z  +  tt' =  246"59'6",     ideoque     /=i47"29'i"  , 

latitudo  b  =  —  4''32'32"  . 

Hinc  facili  secuudum  formulas  (§,  8,  7)  instituto  calculo  emergent: 

_4  =  —  0'62097o6  ,        B   = -f- 0-8026467  , 

^' ;=-{- 0-2651611   ,        £'=  +  0-5846424, 

A"  ^  —  0-0150361  ,       fi"  =  +  0-0040065  . 

Ex  quibus  quum  sequatur  {§.  13,  10): 

log?»  =9-8294418,  logm  =9-9969491   , 

ft   =       i56"52'37"2  ,  r   =       36"  4'  9"6  , 

fi'  =  — ■      I   1633-6,  1''=+    01352-2, 

aequatioiies  resolveiidas  (§.  13,   11)  obtinebiraiis  has: 

iium  !ogo-i3047i88in(-^£'+7Q''   4'35"4)x 

cos(-|£+ 77"48'    i"8}=cos£'  , 

mim  log  0-2979791  sia{^E  -\-  17° 5^'   8" ■;)  x 

eos(|J5+i8"   9'   o"9)=sin£'  . 

■Tarn  primi  valores  appioximati  ipsiiis  E  ope  formularum  (§.  11, 8,  9) 
eruentur  hi: 

42°43' ,  92°4i'  ,  222^43',  272''4''  , 

quibus  si  additur 
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"^—  ß  =  53°44'  , 
duo  priores  i8o  gradibus  minores,  duo  posteriores  majores  evadent. 
Hinc,  quum  sit  latitudo  Antaris  australis ,  priores  ominittendi  ad  oppo- 
sitiones  pertinebunt,  ad  conjunctiones  posteriores,  quorum  igitur  cor- 
rectiones  nunc  ulterius  erunt  investigandae  (§.  12).  Statuatur  ergo 
piinrnm  (§.  13); 

e  ::^  222'^43' ,     ideoque     -e=iii''2i'5   , 

quo  valore  in  aequationibus  resolyendis  Substitute  prodit: 

e'  =  283'^58'  ,         s'  =  282°!'  ,         S  ^^  e'  —  e'  =  i^sy'  . 
Iiiveiiitur  jam  divisor  corrigens  ex  (§.  13,  13): 

unde  sequitur  valor  approximatus  secundus: 

/=e  +  -=222"43  ~i"i3   ^aai^so    , 

quo  iterum  Substitute,  adhibitis  logarithmis  ad  septem  notas  decimales, 
emanant  anomaliae  teiTae: 

283''io'26"5  ,  283^9' 45"8  ,     ideoque     ö'  ^-\-^o"-j  , 

unde  valor  ipsiua  S  approximatus  tertius: 

</  =  /+(/— e)j-—^  =  22i"3o'  —  25"6  =  22i<'29'34"4  , 
cui  respondent  anomaliae  teiTae: 

283''io'9"7  ,         283''io'9"8  , 

quae  quum   nonnisi  decima   parte  minuti  secundi  inter  se  differant, 
neglectis  secundi  decimalibus  statuere  licebit; 

E'  :=  283"  10'  10"  ,        _E  =  221" 29' 34"  . 

Notasse  juvat,  quum  valor  approximatus  secundus  plerumque 
paucis  tantum  minutis  primis  a  vero  aberret,  calculum  pauUo  commo- 
dius  absolvi  posso,  si  logarithmorum  sinuum  et  cosinuum  incremcnta, 
puta  pro  uno  minuto  secundo,  ex  tabulis  simul  excerpantur.  Ita 
enim  fiet,  ut,  quae  restant,  correctiones  absque  ulteriori  tabularum 
auxilio  possint  inveniri.  Quin  imo  bis  solis  logarithmorum  differen- 
tiis  approximationis  istud  negotium  peragi  poterit.  In  genere  enim 
perspicifcur,  si  fuerit 

log  sin  ß  =  j4 

et  incrementum  ipsius  A  pro  uno  minuto  secundo  =  a ,  fore 
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et  vice  versa,  si  datus  fuerit  sinus  alicujua  logaritlimus  =^  A-{-  hx, 
arcTim  ipsi  respondentem  fore  ^  a-\ ■ 

Ponatur  igitur,  ut  hanc  methoduin  alteiam  eodem  exeniplo  illu- 
stremus,  correctio  anomaliae  222°43'  aequalis  2X  minutis  primis, 
ita  Tit  sit 

E=  222°43'  +  2a:'  ,■■      ^E  = 
atque  calculus  oiietur  hie; 
iii°2i'5  +a^' 

189     9-5  +  ^' 


:i^2i'5+a^' 


7q 

4-5 

77 

48 

17 

55 

iS 

9 

12g    16-5  +  X 

129  30.5 -hÄ 


log  SIQ 
log  COS 

9 

13047 

257go»  +  68a^* 

99443"—    2  a: 

log  cos£" 
log  ™ 
log  cos 

9 
9 
9 

38280    +66« 

88881      — 103^ 

80359« -1-153: 
29798 

log  sinü" 

9 

99038»+    ^x 

ex  cos_E',  £' =283'>58'-|-(- 


ex  sin£'    E' 


.282"   i'-|-(- 


-1-67)^  , 


qui  arcus  quum  deteant  esse  aequalcs,  prodit  aequatio: 

i^S?'  4-  a-g63T  =  o  , 
hinc 

iK  ^  —  o''39'5  ,         -jE=  iio°42' , 

Äddita  jam  huic  secundo  valori  approximato  correctione  x  miiiu- 
tomm  aecimdorum,  calculo  ope  majorum  tabulamm  i-cpetito: 


i8g''46'35"4-|-a:" 
188  30     I   %  +  x" 


10 

42 

+  x" 

79 

4  35-4  1 

77 

48 
55 

1-8 
8-7 

18 

9 

0-9 

0 

13047 18 

log  sm       9 

2299513«+  i22-2a; 

log  cos      g 

9952027«—      3-2^ 

log  cos  E'  g 

3556258    +119-03; 

log  sin       9 

8928249    —    ib-Zx 

log  cos      9 

7974663,1+    26-1^ 

0 

2979791 

log  sin  £'9 

9882703«+      9-3^ 

*)  a  indicante  logaritlimum  n 
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inveiiitiLr : 

£"  =  283  15  23-B  —  '^a:  , 

o  =  8'54"2  — 3-I9Ä:  ,         x=  3' 4?" 5  , 
ex  quo 

E'  =  283"   6'29"6  +  3'4o"2  =  283°io'    g'S  , 

E   =  221'' 24'  +  5'35"o  =  2zi   29  35-0  , 

jui  ^  üoit     1  piius  mventis  \ix  notabiliter  discrepant. 

Inve'itigindae^  mmc  es  ent  alterius  ijKoque  anomaliarum  paris 
conectiones  cui  tarnen  cakulo,  quum  ejus  ratio  eadem  sit,  qualem 
pio  piimo  paii  expo&viuiiua  lioc  loco  diutius  mhaerere  foret  super- 
fluuni  Iransoaiiius  igitui  ad  inventionem  teinporunij  quibus  teiTa  et 
"V  enus  in  loci    modo  eiutis  simul  obveniunt. 

Ex  anomalii«  excentncis  derivantur  niediae  (§.  19): 
M  —  '84   6  3=i"  ,         J/=  22i''45'ii"  , 
atque  ex  his  ope  constintium 

N'  =      o^sg'   8"  ,      log  m'  =  3.55ooo72  , 
N   =  242     7  34  ,      log  m    =  3'76iooo3  , 
invenientur : 

M'  —  N'  .        ^         M—N 

—, =287-596,       __— -_  =  2ii-q85  ,       Q  =  -75.6ii. 

Eesoluta  jam  fractione 

■F' ^  365^25638350 
P        224-70082399 
in  fractionem  continuam,  pro  duobiis  ejus  valoribus  appioximatis  im- 
mediate  sese  excipientibus  assumantur  hi: 

p'  :p=\i:&  ,         p[:p,  =382  ;  235   , 
Uiide  cum  sit; 

Pip—PiP'  =  +  1    , 

pro  Omnibus  a  Venere  occultandis  fixis  habebimus: 

x'  =    8q  +  n.  235  , 

»   =  i3?4"?i-  382  , 

log(^  YelJ)  =  0-01946  , 

d  =z  p'P-^  pP'  ^--_  0-940  , 
rf,  =^|P^/),P' =4- 0-465  , 
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et  dehinc  (§.  20); 

t — t'  —  o-g40ß -|- 0'465 /3  ^  o  ; 
quae  generalis  omniiun  per  Veuerem  occiiltationum  aequatio  quo  com- 
modius  pro  dato  quovis  singulo  ipsiue  t—t'  valore  in  usum  vocari 
possit,  tabulam  construximxis  sequentem ,  quae  pro  pluribus  ipsorutn 
a  et  ß  {ß  sempei  positivi)  valoribus  in  prima  columna  suppositis,  va- 
lores  quantitatis 

T=- 0-940  «  +  0-465/? 
dohinc   oriundos  in   secunda   columna   exhibet,   in  tertia   autem  nu- 
meroa  revolutionum  terrae: 

complectitur. 


+  1    0 

T 

R 

r 

R 

—  0-940 

8~ 

+  3+3 

—  1-890 

494 

+  3    0 

—  I 

8S0 

16 

0  +  3 

+  1 

395 

705 

—  1+  I 

+  1 

405 

227 

+  1  +  3 

+  0 

455 

713 

O  +  I 

+  0 

465 

235 

+  2-1-3 

—  0 

485 

721 

+  I+I 

—  0 

475 

243 

+  3  +  3 

—  I 

425 

729 

+  a  +  i 

—  I 

415 

251 

0  +  4 

+  1 

S60 

940 

-1  +  3 

+  1 

870 

463 

+  1+4 

+  0 

920 

948 

0+2 

+  0 

930 

470 

+  2  +  4 

—  0 

020 

956 

+  1  +  2 

—  0 

010 

478 

+  3  +  4 

—  0 

960 

964 

+  2+1 

—  0-950 

4S6 

+  4  +  4 

-1.900 

972 

TJt  jam  redeamus  ad  Antai'cm  nostrum,  ex  Q  invenietui,  ommissa 
fractione  decimali  0-075  1 


=  3 ,  pi-c 


i'=287''596+    73x365^256..  =  26951*^312  , 

(   =  211-985  +  iig  X  224-700..  =  26951-383  , 

t —  t'  =  +  0^071   . 

Ex  his  igitur  temporibus  t',  t,  quorum  in  vicinia  ob  parvam  eorum 
difFerentiam  Veneria  et  Antaris  conjunctio  locum  habebit,  ut  ejuamodi 
resultent  alia,  addantur  vel  subtrahantur  tempori 

{v  denotante  revolutiones  terrae  sidereae)  revolutionum  uumeri  ex 
tabulae  praecedentis  columna  tertia,  eodemque  modo  differentiae  0-071 
jimgantur  numeri  respondentes  ex  columna  secunda:  quo  facto  priora 
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.  plan, 


aggregata  exhibebunt  valoies  ipsius  f,  posteriora  differentias  t  —  t', 
quae  quo  inveniuntur  minores,  eo  magis  plaiietam  ad  fixam  accedere 
generaliter  perspicuutn  est.    Hinc  obtineiitur : 


-478 

~405'-H287''596 

-243 

—  170  +287-596 

-235 

—  162   +287.596 

-235 

+  308  +287-596 

-243 

+  316   +287-596 

-478 

+  551    +287-596 

-t' 


ho-o8i 
h  0-546 
-0-394 
h  0-536 
-0-404 
i-o-o6i 


Quam  paivae  autem  hae  ditFerentiae  debeaiit  esse ,  ut  revera  acci- 
dat  occiiltatio,  et  quae  sint  ipsa  occultationum  tempora,  nonnisi  es 
earum  coefficientibus  (§.  22)  potent  dignosci,  quorum  ad  computationem 
nunc  progredimur.  Quaeratui  hunc  in  fineni  primo  ex  anomaliis  ex- 
centricis  planetae  a  terra  distantia,  secundum  formulam  paragrapho  26. 
exhibitam,  quae  constantibtis  pro  Venere  computatis  ita  se  habet: 

/)=  =  1.5232181  +  num  log  0-I599511  cos  [E —  E'  -\-  zoif    6'56") 
4- num  log  8-4066881  COS(  £'  +  19052   12) 

+  num  log  8-2658661  cosfiS  -(-40    4  ig  ) 

+  num  log  7-1247550  cos (£  +  £'  +  254  19  18  ) 
+  num  log  6-15233      cos2i" 
-(- num  log  5-08941      cos2£  „ 
Hinc  invenitur 

logZ)  =  9-73338   , 

et   quum  sint  seinidiametri  terrae   et   planetae   minutis  secundis  ex- 


erit    maxima    ex    centro    terrae    apparens    lixae    a    planetae    centro 
distantia  {§.  21): 

V  =  30"  7  ■ 
Sunt   jam    logarithmi    tonstantes   ad  coefficientium  calculum  ne- 


in usum  forml,  (21 )  :  in  usum  forinl.  (22) : 

log(A«-i)              =8-4465747  ,  log*                =8-2355814  , 

log(Äcosy'a~5}  =  8-4465130  ,  log(j^eos()o')  =  8-2355197  , 

log  sin y                =7-8358807  ,  log  sin ip'       ==8-2266824  ■ 
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Hiiic  pro  Antare   elicitui': 
(21)    logw  =  S'2740o  ,  (22)   logii' =  8-23725  , 

V  =  34J°53'46"  ,  J/J' =    13"  10'   3"  , 

(11)  t=  165  13  *o  ,  t   =  134     8  26  , 
(13}     et     (18)               w=i3"7'24"  , 

(12)  logc=  7-68027  ,  logc' ==  8-09315  , 
ex  quibus  tandem  prodit  secimdum  formulas  (15)   et  16): 

T  =  t'  —  [t  —  t')  0-572  ,  &  =  [t—t')  10' 58". 

Differentiae  autem  longitudinum  et  latitudinum  ex  formulis  (17)   se- 
qiiimtur : 

l—l=  —  [t  —  t']&,\",         b  —  ß^  —  (i^i']io'^f. 
Tempus  oonjunctionis  obtinctur  ex  formiila  (19): 
r=  ('  — (if— -^10-586  , 
et  differeiitia  tunc  latitudinum  ex  (20) : 

b  —  ß=—  ((_(')  10' 5q". 
Multiplicatis  igitur  differentüs  ante  repertis  per  lo'gS"  et  0-572, 
minimae  distantiae  eoiiinique  tempora  prodibunt  iiaecce: 

T  ä 

—  405'' -i- 287^596  —  0-046  =  —  405''  +  287^550  —  0*53" 


596  —  0-313  =  —  170  4- 287-283  —5  59 

596  +  0-226  =  — 162  +287-822  +415 

596  — 0-041  =  +  73+287-555  —047 

596— 0-307  =  +  308  +2S7-289  —5  53 

596  +  0-231  =  +  316  +287-827  +4  26 

596  — 0-035  =  +  551  +287-561  —040 


^170  +287. 
—  162  +287 
+  73  +287 
+  308  +287 
+  316  +287 
+  551  +287 

Ex  quibus  peispicitur,  quum  bi  omiies  ipsius  §  valores  masimo  ante 
invento  adliuc  majores  emerserint ,  intra  hoc  mille  fete  annorum  spa- 
tiura,  si  elementa  Veneris  invariata  retineiitur,  nuUam  Antaris  per 
Venerem  occultationem  locum  habere.  Pro  periodo  autem  harum 
occultationura  secundum  §.  2S  inveniuntiu-  circiter  2400  anni. 

Jam  quum  et  hujus  fixae  occultationum ,  quae  elicuimus  ele- 
menta,  et  quae  ex  altero  anomaHarum  pai'i  evolvenda  adhuc  restant, 
tum  et  reliquarum,  quas  supra  indicavimus ,  occultandarum  elementa 
una  in  tabula    placuit    comprehendere   hunc    in   modum   composita. 


y  Google 


378  De  compiitandis  occuhationum  flsarum.  per  planetas. 

Fixas  in  prima  serie  coUocatas  eequuntur  primum  longitudines  modiae 
ten"ae  et  Veneris  L\  L  ad  fixarum  occultationes  neceseariae,  loga- 
rithmi  deinde  diatantiae  Veneris  a  terra,  posthinc  tempora,  quibus 
terra  locos  assignatos  occupat,  quibus  si  adduntur  differentiae  t- — t', 
tempora  Veneris  prodennt.  Cuiyis  auteni  terrae  et  Veneris  positioni 
ea  tantummodo  adjnnximus  tempora  t',  t,  quae  ab  epocba  quam  mi- 
nime  distant  et  parvam  simul  inter  se  tenent  differentiam ,  quippe 
quum  ex  bis  alia  tot,  qnot  quisque  voluerit,  modo  in  praecedenti 
exemplo  declarato  facile  derivari  possint.  Sequuntur  jam  columnis 
per  C<S  et  Cr  designatis  coeffieientes  ipsius  t  —  t' ,  ut  quibus  diiFe- 
lentiae  latitudinum  h  —  ß  in  conjunctione  et  differentiae  tempoi-um 
I — t'^  %  exhibente  tempus  conjunctionis,  inveniantur.  Computati 
sunt  hi  coeffieientes  ope  forniulamm  §.  24,  (19),  (20),  in  quibus  quum 
altiores  ipsorum  t  —  t'  et  i  —  ß  potestates  neglectae  fuerint,  coeffi- 
eientes isti,  quo  sunt  majores,  eo  minus  pro  exactfe  liaberi  possunt. 
Arcus  denique  et  tempora,  quae  repeiiuntur  in  columnis  Mä  et 
M{t  —  t'),  maximos  ipeorum  ö  et  t —  t'  valores  (§,  27)  produnt,  quo- 
rum  igitnr  ope  ex  inventis  differeiitiis  i — 1\  utrum  occultatio  revera 
locum  habeat,  an  sola  conjunctio,  satis  eerto  diseernere  licebit. 
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Beitrag  zu  der  Lehre  von  der  Auflösimg 
numerischer  Gleichungen. 

[Berichte  über  die   Verhandlungen   der  K.  S.  Gesellschaft  der  WiBsensehaftea  au 
leipaig,  Matheia-physiache  Olasse,  Bd.  4;  S.  1—4.     Sitaiing  am  21.  Februar  1852.] 
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bezeichnet  X  eine  gegebene  reelle  Function  von  x,  nnd  soll 
für  X  ein  reeller  Werth  gefunden  werden,  welcher  der  Gleichung- 

X  =  o 
Genüge  thnt,  so  weiss  man,  dass,  wenn  für  x  bereits  zM'ei  nur 
wenig  von  einander  verschiedene  Werthe  a  und  b  bekannt  sind, 
für  welche  X  zwei  wenig  von  Null  abweichende  Werthe  A  und  B 
erhält,  die  Differenzen  zwischen  a,  J>  nnd  dem  gesuchten  Werthe 
von  X,  welcher  c  heisse,  den  entsprechenden  Differenzen  zwischen 
A,  B  und  o  sehr  nahe  proportional  sind,  dass  also  sehr  nahe 

a—c-.b  —  c:a  —  b  =  A:B:A  —  B  , 
und  damit 

Findet  sich  für  den  solchergestalt  berechneten  Werth  c  von  x, 
X  nicht  gleich  Null,  sondern  gleich  G,  so  ist  auf  dieselbe  Weise 
ein  dem  gesuchten  bedeutend  näher  liegender  Werth  von  x, 

rf=c  +  (o-J)j-§p;  (2) 

und  auf  gleiche  Art,  wenn  für  at  =  <?,  X  =  D  wii-d,  ein  abermals 
um  einen  Grad  genauerer  Werth  von  ar, 

e=,d+ld-~c)-^^i  (3) 

u.  s.  w.  Es  lassen  sich  aber  der  vierte  Näherungswerth  d  und  die 
folgenden  e,  u.  s.  w.  noch  um  ein  Beträchtliches  genauer ,  als  durch 
die  Formeln  (2),  (3}  u.  s.  w. ,  ermitteln.  Denn  da  man ,  wenn  d  be- 
rechnet werden  soll,  bereits  drei  Paare  zusammengehöriger  Wei-the 
von  X  und  X,  nämlich  a  und  A,  b  und  B,  o  und  C,  kennt,  so 
wird  man  d  noch  um  einen  guten  Theil  schärfer  finden,  wenn  mau 
bei  seiner  Berechnung  nicht  bloss  das  zweite  und  das  dritte  Paar, 
wie  vorhin ,  sondern  auch  noch  das  erste  mit  berücksichtigt.    Eben  so 
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wird  man  den  fünften  Nähemngswertli  e  ungleich  genauer,  als  durch 
(3)  erhalten,  wenn  man,  ausser  d  und  D,  c  und  C,  auch  noch  das 
Paar  h  und  B,  oder  selbst  noch  das  Paar  a  und  A,  mit  in  Rech- 
nung zieht,  u.  8.  w. 

Bemerk enswerth  ist  hierbei  die  sehr  einfache  Gestalt,  auf  welche 
sich  die  zu  dieser  schärferen  Rechnung  nöthigen  Formeln  bringen 
lassen.  Bereits  in  der  von  mir  im  Jahre  1815  herausgegebenen 
Gelegenheitsschrift:  De  computandis  occuUationibus  fixarum  per  pla- 
netas,  §.  15,*)  habe  ich  diese  einfachen  Formeln  zusammengestellt,  und 
wenn  ich  mir  jetzt  erlaube  auf  dieselben  zurückzukommen,  so  ge- 
schieht dieses  besonders  deshalb,  weil  sie  an  jenem  Orte,  wenigstens 
auf  den  ersten  BUck,  nicht  die  allgemeine  Anwendbarkeit  zu  haben 
seheinen,  deren  sie  doch  fähig  sind,  und  weil  sie  dort  ohne  ihre 
Entwickelung  mitgetheilt  sind,  die  ich  aber  jetzt  beifugen  werde. 

Man  betrachte,  um  zunächst  den  schärferen  Werth  von  d  zu 
ermitteln,  umgekehrt  x  als  eine  Function  von  X,  welche  für 
X-^A,  B,  G  resp.  die  Werthe  a,  h,  c  annimmt.  Der  irgend 
einem  anderen  Werthe  von  X  zukommende  Werth  von  x  ist  alsdann 
nach  der  bekannten  von  Lagrange  gegebenen  Tnterpolationsformel : 


{A  —  B){A  —  C)  ^"{B  —  AjIB^C}^     {0  —  A){0^£)  ' 
und    daher,    wenn    man  X  =  o  setzt,    als  wofür  x  =  d  werden  soll; 

(41       tf—  ^g  ,  AO  AB 

*  '      "^      ^ {A  —  B){A—  Oy      {B—A][B—  Cy   '^ [Ü—  A){C—B]  ' 

Es  hat  aber  zwischen  A,  B,   C  die  identische  Gleichung  statt: 

'51  =  -Bg  AC  AB 

^  '  *        iA  —  B\{A~C}'^{B  —  A){B—C)~^{C'—A){C—B]  ' 

Diese    Gleichung,    mit    c    multiplicirt    und    von    (4)    abgezogen, 
gieht  die  für  die  Berechnung  von  d  etwas  einfachere  Formel: 

die  sich  aber  noch  mehr  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  zwischen 
«,  b,  c  und  A,  B  bereits  obwaltende  Relation  (1)  berücksichtigt.  In 
der  That  reducirt  sich  mit  dieser  Gleichung,  die  sich  auch  also 
schreiben  lässt : 

"1   [Seite  355  dieses  Bandes. J 
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<.-c  =  li^c)i,  (7) 


'  -B  ' 


die  Gleichung  (6)   auf 
d.i. 


[A  —  1S]IA  —  Cj  ^  [-B'-A)IS^0]1 


-i'-'')7<&7^'74-n  ■  (2*) 


wegen 


der  identischen  Gleichung 


(  +  7 


{A  —  B){A—C)  "^  [B  —  AjiB  —  C]  ^  [Ü^A][C  —  B] 

Wie  man  sieht,  entsteht  dieser  genauere  Werth  von  d  ans  dem 
früheren  (2) ,  wenn  man  das  dortige  zweite  Glied  von  d  noch  mit  dem 

Bruche  ^ ^  mnltiplicirt ,  —  einem.  Bruche,  der,  wegen  der  Klein- 
heit von  C  gegen  A^  von  der  Einheit  nur  wenig  verschieden  sein 
wird. 

Aehnhchei-weisc  erhält  man  als  fünften  Näherungswerth ,  wenn 
man  dabei  nächst  den  Paaren  d  und  D,  c  und  C  noch  das  Paar  h 
und  B  in  Rechnung  zieht; 

«=.^+,rf_.,^.^.  ,3.) 

Indessen  wird  dieser  sich  noch  verschärfen  lassen,  wenn  man 
auch  noch  das  erste  Paar  a  und  A  mit  berücksichtigt,  und  es  dürfte, 
wenn  auch  niclit  um  der  Praxis  willen,  doch  in  theoretischer  Hinsicht 
der  Mühe  nicht  unwerth  sein,  die  deshalb  erforderliche  Rechnung 
noch  anzustellen. 

Zuerst  folgt  nach  Lagrange  aus  den  vier  Paaren  zusammen- 
gehöriger Werthe  a  und  A,  ...,  d  und  D ,  für  irgend  ein  fünftes  Paar 
a:  und  X : 

r  -  AX-~B){X~CJ){X-D)  [X-A){X-B]{X~C)  . 

{A  —  B]{A  —  C][A  —  D)^'"  '^     [D  —  A)[D  —  B][D  —  C)  ' 

mithin  für  X  =  o: 

SCD ABO 

{A—B}{A—Oj{A^U}       ■*■  {n  —  A',{D  —  B}{JJ^C}'  ^  ' 

Setat  man  hierin  »^ö  =  c  =  t/=:e=i,  so  erhält  man  eine 
identische  Gleichung  zwischen  A,  B,  C,  D,  und  es  kommt,  wenn 
man  dieselbe  mit  d  multiplicirt  und  von  (8}  abzieht : 

MöbinB  "Werke  IV.  25 
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'  \B  —  A][B  —  C)[B  —  h]      ^'^         '[C  —  A]{C  —  B][Ü—B]  " 

Auf  ähnliche  Art,  wie  vorhin,  wollen  wir  nun  hieraus  mittelst 
der  zwischen  a,  b,  c,  d  bereits  stattfindenden  Relationen  (4)  und  (2^*) 
die  Difi'erenzen  a-^d  und  b  —  d  eliminifen. 

Von  der  Gleichung  (4)  die  mit  d  multiplicirte  Gleichung  (5) 
abgezogen  bleibt: 

,    ,         ,,  AB 

und  hiermit  reducirt  sich  (9)   auf 
(10)  o  =  d  +  {l-d)  ^"'^ 


[B  ^  V)\A  ^  D)[ii  —  D) 

_,  _,. ABD 

^^         '  {B—C){A~D){C~  n)  ' 
Femer  ist  nach  (2*) 

.         ,,fB       B— Ol 

und  mit  diesem  Werthe  von  b  —  d  verwandelt  sich  (10]  nach  leichter 
Ecduction  in 

(3-)    e^d  +  {d-c)[^—^-^-jy  ^—^  +  ^^_^^^^^_^^\  , 
welches  die  gesuchte  Formel  ist. 
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De  peculiaribus 

quibusdam  aequationum  trigonometricariim 

affectionibus  disquisitio  analytica, 

Lipsiae,  1815. 
Mit  handschriftlichem  Zusatz  aus  dem  Nachlasse  des   Verfassers. 
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Dissertatio  quam  anototitate  amplissimi  Philosopliorum  Lipsieasium  ordinis 
die  XIX.  m.  aprilis  a.  MDCOCXV  pubHee  defendet  AuguBtuB  Ferdinandus 
Moebius,  Philoa.  Dr.  Aa.  11.  Mag.  Socio  Aiiguato  Langio,  Collmena  J'ri- 
bergae  propinqua  otiundo  jur.  stud. 


I,    Nulla  datur  alia  generalis  et  absoluta  potentiaruin  deflnitio,   nisi  qiiae  inni- 
titur  evolutioni  analytieae  quaaütatis  e^  in  seriem,  e  designante  basin  loga- 
lithmprum  naturalium. 
II,    Errant,   qui  coatendunt ,   logaiithmos  quantitatum  formae  a"   aequales  esse 
m-tuplis  logaritbmis  ipsiua  a. 

III.  Anguli  eontftctua  licet  cum  angulis  rectilineia  comparari  nequeant,  eorumquo 
reapectu  omnino  eyanescant,  inter  se  tarnen  rationea  qiiaBCunqiie  ai'iignabiles 
habeie  posaunt. 

IV,  Doctrina  de  mofu  curporum  mathesi  purae  jure  annunieratur. 

V.    False  dofinitur  axioma,  quod  ait  eniineiatio ,  quam,  eimulac  peTccperis    etiam 

pro  Tera  agnoscere  dcbeas. 
VI.    Dofinitionum  diviaio  in  verbales  et  reales  omni  caret  sensu. 
VIT,    Juri a prüden tiae  hodie  raagis   prodest  solida  matheseos   quam  profunda   anti- 

quitatum  Romanarum  cognitio. 
Vin.    Haud  destituitur  argumentia  aententia  celeber.  Jacobi  Bernoullii,  omnea 
disciplinaa  Matheai  indigere,  Mathesin  nulla,  Bed  per  Be  solam  sibi  sufßcere. 
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Be  aequationibus  trigonometricis  in  genere. 


§.  1.  Mirari  aliquis  possit,  qui  acciderit,  ut,  quuni  Älgebram 
definierint  scientiam,  quae  valores  quantitatum  incognitamm  ex  re- 
lationibus  inter  has  aliasque  cogiiitas  quantitates  intercedentibus  ge- 
neraliter  invenire  doceat,  functionem  conti'a  algebraicam  quantitatis 
variabilia  vocaveiint  eam,  quae  si  nihilo  aequalig  poaita  fuerit,  non- 
nisi  limitatuni  numenun  valorum  iliius  quantitatis  admittat.  Orta 
autem  est  haecce  in  definitionibus  repugnantia  ex  imbecillitate  Al- 
gebrae  ipsim,  quae,  dum  onmium  aequationum  solutionem  ab  initio 
gloriose  promittit ,  tautumniodo  ad  proprietates  sese  extendit  inqui- 
rendas  earum,  quae  finitum  radiciun  habent  nunierum,  atque  ne 
harum  quidem  generalem  solutionis  methodum  nobis  suppeditare  valet. 
Nain  etiamsi  aequationes ,  quae  ex  infinita  radicum  multitudipe  sunt 
constructae,  üsdeni  gaudeant  necesse  est  proprietatibus ,  quibus  illae, 
qu^  Algebra  tractare  solet:  verum  tarnen  si  leges  certae  assumuntur 
locum  habere  inter  radices  numero  infinitas,  —  alias  enim  aequatio 
ex  infinita  terminorum  multitudine  conflata  neque  concipi  neque 
solvi  ullo  modo  posset,  —  quantitas  incognita  necessario  jnvoluta 
obtjnebitur  transcendentibus  functiouibus ,  quae,  etiamsi  plures  earum 
sublimioris  Analyseos  ope  accuratius  sint  investigatac ,  tanta  tamen 
vaiietate  inter  se  connexae  atque  compKcatae  osse  posaunt,  ut  de  ejus- 
modi  aequationum  natui-a  geneialius  quiddam  proponere ,  Algebrae 
yires  eo,  quo  nunc  versatur,  statu  longe  superare  Tideatur. 

Si  tamen  nihiloniinus  visum  fuerit  facere  periculum,  traoscen- 
dentes  simul  functiones  Algebrae  imperio  subjiciendi,  initium.  ca- 
piendum  esse  ducimus  ab  aequationibus  trigonometricis,  quippe  quae 
tum,  quum  radices  numero  quidem  infinitae  certis  tamen  legibus  ob- 
strictae  assumuntur,  sponte  se  nobis  offerunt. 

Ponendo  enim  generalem  seriei  cujusdam  tenninum  ^  y  =  /{■£), 
ex    quo    deducantur    singulae   aeqnationis   ladices,    si  loco    ipsius  x 
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iiumeii  inte^"i  successive  substituuiitiir ,  aequatio  inde  proditara  erit: 

(1)    •■•[y-/(-^)][!/-/(-"i][y-/(o!][!'-/(')](y-/(2)]--=o- 

Introducendo  jam  loco  functionia  f  ejus  inversani ,  quam  littera. 
F  designatimus ,  ita  ut  aequationes 

pro  identicis  haben  queant,  aequationem  (1)  sie  exhibei'ß  licebit: 
{%)  ...[F(j,)  +  2][r,j,)+.]Fis)[Fij)^i;[Fiy)-2],..  =  o  , 
vel  etiam  sub  hac  foi-ma: 

„FMi.-tSi^'K.+^K.-^K.+'jM)..^^, 

7C  denotante  semiperipheriam  eirculi,  cujus  ladius  unitati  aequali» 
est.  Hoc  vero  productum  quum  exprimat  sinum  arcus  ?rF{y),  aequatio 
in  hanc  formam  brevissimam  redigi  poterit: 
sin[7rF(y)]  =  o  . 
Jam  si  acquationis  radices  sunt  teiiniiii  pluiium  serienim,  qiia- 
lum  termini  generales  vocentur  f[x),  /'{x),  f"[x],  ...  ;  fiiigaiitur 
eodem  modo,  ut  antca,  singulae  aequationes: 

sin[7rF(j')]  =  o,     sin[/rF'[y)]  =  o  ,     sin  [n;W[y]]  =  O  ,     etc. 

Datas  igitur  ladices  omnes  singulanim  aequationum  complectitur  pro- 
ductum i 

.m[«F(j,)]  sm[«F'(!,]]  sm[,jF"i!,;]  .. .  =  o  , 

quod   secundum  noti^ima  tiigonometriae  praecepta  in  haue  tandeni 
formam  redigi  poterit: 

(3)  asi-a.Y+hshxY'->rcm.-a.Y"  +  ...  =  o  , 

Y,   Y',   Y",  . . .  dcsignantibus  functiones  quantitatis  incogiiitae  */,   ex 
prioribus  F(y),  P'(j/),  F"{^),  ...  facile  devivandas. 

§.  2.  Haud  abs  re  erit  ad  praecedentium  illiistrationeni  exem- 
pla  nonnulla  adjecisse. 

1)  Sit  iiivenicnda  aequatio,  cujus  radices  constituant  seriem 
arithmeticam  hanc ; 

...  ,  a—  2li  ,     a—h,     a  ,     «  +  5,     a  +  zb  ,  ... 

Cujus  quuni  sit  tcrminus  generalis 

y  =:  a-\-hx  ,      habetur  iUico     x  =^  '■ — ■ —  , 
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ideoque 

qiiaesita  erit  acquatio. 

2)  Sit  y  =  x^\  aequatioiiis 

s\-R[7tyy)  =  o 
railicea  enint  omnes  numeri  quadrati:  o,   i,  4,  9,   16,.  ... 

3)  Si  aequatio  esset  eonstmenda ,  cujus  radices  essent  numeri 
trjgonales  omnes,  haberetur: 

y  ^ ,     et  consequenter     x  =  — - — ^ - 

Hinc  aequatio  ipsa : 

sin  -(i  ±^1  +  8)/)  =  cos (- l/T+~Sy J  =  o  . 

4)  Aequatio ,  cujus  radices  sunt  termini  progressionis  geonietri- 
cae ,  cujus  teirainus  generalis  y  ^  a'^,  erit  haec : 

.i„(4»)=o. 

5)  Si  propositi  sunt  ladicum  termini  geneiales: 

siiigulae  ex  iis  formabuntur  aequationes  hae: 

sin  — ■  ^  o  ,     sin  — -—  =  o  ,     sin =  o  , 

i~y  I  —y  I  —!/ 

quarum  productum ; 

lOJT     ,      .       6!C      ,      .       4?r 
siii h  sm h  sm =  o  , 

1— y  ^  —  y  1—2/ 

vel 

i—y  I—j,  ,—y 

quaesitam  nobis  exhibebit  aequationem. 

§.  3,  Omnium,  quae  in  forma  (3)  art.  1  comprehendi  possunt, 
aequationum  simplicissimae  sane  sunt,  quarum  radices  series  con- 
stituunt  aiithmeticas.  Quum  enim  ejusmodi  aequationes  oriantur 
multiplicatione  factorum : 

gm—- ,     sm— ^^ ,     sm^-^,^       -,     etc. 
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functiones,   quas  aupra  Ktteris  Y,    Y',    Y",  ..   designavimus ,   omnes 
formam  habebunt:  my-\-A,  ubi  m  erit  quantitas  numerica  ex  com- 

biiiationB  fractionum  -j- ,  =7  ,  7;,  ,   ...  per  additionem  et  subtractionein 
000 

ovta,  et  similiter  A  ex  fractionum  -7-  ,  —77-  ,  -7,7-  ,  ...  combiiiatione. 


Ponendo  igitur,  ut  summam  adipiscatur  aequatio  simplicitatem ,  quan- 
titatum  h ,  V ,  h" ,  . .  sive  exponentium  serienim  arithmeticariun  esse 
singnlum  quemvis  toti  circuü  peripheiiae  aequalem,  numerus  m  vel 
integer  evadet,  vel  integei  unitatis  dimidio  auctus,  proufc  factorum 
multitudo  est  vel  pai  vel  impar.  Factores  autem  singuli  nanciscentur 
forma  s ; 

smi^{(p—a],     am.^{^~ß),  ... 
si  loco   ipsius   y   litteram   <f   ad  arcus   circulares  designandos   magis 
usitatam  introducimus,     Generalea  tandem  serierum  teiinini  exbiberi 
poterunt  expressionibus ; 

a+iy.7t,     ß^2-A7t,     ... 
in  quibus  si  pro  Httera  -x  iiumeri  omnes  integri  substitunntur ,  omnes, 
quae  insunt  aequationi  radices ,  auecessive  prodibunt. 

Atque  hae  sunt  aeqiiationes ,  quarum  proprietates  sequentibus 
bujus  libelli  paginis  accuratius  investigare  nobis  proposuimus.  XTt 
a  reliquis  distinguantur  aequationibus  trigonometricis ,  tribuimus  iis 
nomen  periodicarum  petitum  ex  natura  radicum,  quas  antra  quos- 
vis  numeros  aequalibus  intervallis  :=  27F  a  se  dissitos  eodem  semper 
ordine  reverti,  ex  prioribus  facile  iatelligitur. 


De  relationibus  inter  coefficieiites  atque  radices 
aequationum  periodicarum  locum  tenentibus. 

§.  4.      Problema.     EvoluUonem  instttuere  aequationis periodicae , 
CII//US  radices  sint :  a~\-2y.it,     ß -\- 2y.7C  ,     j'  +  2zjr,     ...     n  +  2-/.7t. 

Ex   antea  dictis   patet,   fore   eam   productum  ex  singulis  aequa- 
tionibus 

sin^[f/)  — «)  =  o  ,     sin  \  {cp  —  ß)  =^  o  ,     ...     sin  .|(r/)  — /i)  =  o  . 
Restabit  igitur,  ut  evolvatur  productum; 
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smj^{rp  —  a)sml{fp^ß)  ...  shi^{((>—  1.1) 
in  seriem  secundum  simis  vel  cosinus  multiplorum  ipsius  ^(p  pro- 
gredientem. Fieri  quideiu  hoc  posset  successiva  applicatione  regu- 
laruin  notissimarum  de  multiplicatione  sinnnm  et  cosinuuni.  Multo 
tarnen  commodius  et  generalius  rem  ad  finem  perducendam  censuinius 
in  subsidium  vocatis  quantitatibus  imaginaiiis.  Est  nimirum,  si  brevi- 
tatia  gratia  Y —  ^  designatur  litteia  i : 

cos  -j-  <p  +  *  sin  ^  (p        cos  )^a-\-i  sin  ^  a 

cos  ^  a~{-i  sin  ^  a        cos  ^fp-^isin^rp 

Ponendo  igitur: 

cos  ^(p  -^i  sin -^cp^x,        cos  l-  «  +  *  sin  -|  a  ^=  fl  , 
eodemqne  modo 

C08-^^+*sin|/S==6,  cos^3'  +  8sin-|/  =  c,...  cos-|;t +  4  8in|;(  =  nt  , 
et  nnmerum  quantitatum  «,  ß,  y,-..  it  aequalem  m,  eiit 

2™i™sin|((j[)— ß)sin^{f/)— ,3). ..  sin|((p— ;0  =  (~^)(|— -) ' '  ■  i^—^^) 
aa'"-(a'+F+c'+.>''''~'+(fln''+a^cVB^c^+.-)g''"--''--(fi^b°c^+..)j:""-°4-..±an°c^.n 

at)C.,m 

"■  a" ' b c. .  JI1      a t" '  c . . m      a b c~ *  t . . ra      " '•' 
+^"'"'[a-'l>-'c..m''~a-'6c-'b..nt"'"a&-'r'b..in"'~'"' 

;+■-] 


Ln  '  b  'c""'b.. 

etc.         etc. 

±  — ^--ro'"'!6'"'c..nt  +  a~'bc~'  fc..m+  ab~^  c"'fc..in+.- 
=F  -^[a-^bc..m  +  a&-'c..m+abr'b..m+...] 
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De  aequatjoi 


a~' tcni-i j^m  '-         ab  'c..ni-| 

^.m-s      J       L(i6~'  cm  a:"'~*     J 


+  U-T^r 


■"'"  ,  a~'  b~'  c~'  fc-.m-, 


ubi  Signa  Talent  supeiiora,  si  m  est  numerus  par,  infeiiora  si  impar. 
Intioducendo  jamloco  ipsorum  a;,  a,  &,  C, ...  111,  quantitates   fp,  a, 
ß.  y,  ...  ^i,  reperietur; 

2™  i™  ein  ^rp  —  «)  sin  |  [f/j  —  ,:?).. . sin  ^{(p  —  /')  = 
^(  cos  ^[mf-(a  +  ß  +  ..fi}]  +  isia^[mf-(a  +  ß +  ../.!)]  i 

~t±cos^[a+^  +  ..  +  |(-m97]±»sin^[a  +  /S  +  ..  +  ^-fflr/.]' 

'i±cos4[-«+/i  +  ..  +  f(-(m— 2)y]±jsin^[-ö+;?+..+i(t-(m-2|f;)]/ 

\±cos^r~<^—ß+y+..+!i—{m~^)(p]±ism^-a-ß+y+..+fi~-[m-4]<p]l 

—  etc.         etc. 

Hinc  ponendo  primum  m  numerum  parem  =  itz,  resultabit  : 

±  2*"~'  sin^(fjp  —  a}sin-^  [rp  —  ß) ..  .sm  ^  {rp  ^  ft)  = 
=  COs[n(p  —  ^{a  +  ß  +  y+..+  /.t]] 

—  cos[(»-i)f/.-i{-o  +  /S+. .  +  ,,)] -cos  [(h- l)</J-^(«-^  +  ..  +  /()] -■■ - 
-\.cosHn~2}fp^^-a~ß+y+..-i-ft]]+cos[{n-2](p-i{a~ß-y+..+fi}]+... 

—  cf,s[{n^^)(p  -^{- a~ ß -y  + . .  +  n)]-. .. 
+  etc. 

^  coä[<p-H-^a~ß-..~s +  !;  +  .. +  fi]]zf... 

dz  icosi[-«-/?-..-C  +  .. 4- ;.]±---±^cos-|[«  +  ;?  +  . .  +  ?-..-,«]  , 

si  quantitatum  ß,  ß,...fi  {n — i}^"  et  m"^  voccntm-  e,  t[  . 

Seeundo  si  m   assuniatuv    esse    numerus  impar,    et    qiiantitatuni 
ff,  ß,  y,..-  fi    - — —  priores  siiit  a,  ß,...£,  C;  simili  modo  invcniotur: 


y  Google 


g.  4.  Do  relationibus  Lnter  coeilieientes  afquö  radiccs  acquationum.  395 

±  2"*-'  sin  I  (r/5  —  «)  sin  i((jc  —  (3) , ..  sin  1(71  —  ;<]  = 
=  sin4[mip-(o  +  /!  +  y  +  ..+(i)] 

—  sinl[(I)l-2)^^-(-o+/!  +  ..  +  (.)]-sinJ[(».-2)f^~(«-/S  +  ..+rt]-... 
+8ini[(».-4)^,!-(-o-|?+y+..+,<)]+sinä.[(».-4|J,~(-«+/^-J'+..+,.)]+.■■ 

-  -  etc. 

=fSm^[i<p  —  {~a~ß  —  ..  —  e  +  C  +  ..+  fi}]  T •  ■  ■ 
±8ini[c/)— (-0-/3-..-!;+.. +  /i))±-±sinH?'-(«+(*  +  " +?  +  >;— -—rij- 
Ponendo  igitur 
sin  ^  =  sin  .^  (ß  +  /5  +  y  + . .  +  ;() 
cos ^=  cos  ^  (et  +  /^  +  y  +  ..  +  !') 
o  siii  ^  =  sin  i  (~  (.  +  ,«  +  7  +  . .  +  Ji)  +  sin  i  (o  —  /!  +  7  + , .  +  p) 

+  sini(o  +  ^  — 7  +  . .  +  (<)  +  ■■. 
o cos  ^  =  cos  1  (—  o  +  /;  +  r  +  . .  +  (0  +  cos  |(ii  —  f(  +  7  + . .  +  ,1) 

+  eosi[<,  +  ß~y+..  +  ,i)+... 
l,amE==ai,ii(—a~ß  +  r  +  ..+/:}  +  ani(-c,+ß—y +..  +  ,,} 

+  sinl(«  — /«  —  /+.. +,,)+■■■ 
äcosü  =  cosiHo_|5+/+..+(i)  +  »»sJ(— «  +  /«-r  +  "  +  rt 

+  co»l(o  —  (!  —  7  +  . .  +  (,)  +  ... 
»sin  C  =  sinl(-«-,!-y  +  . .  +  ,,)+... 
ccosC=cost(-«  — (;  —  )-  +  ..+(.)  +  ... 
vel,  quod  eodem  redit: 

«sin (2  —  ^)  =  sin  ß  -^sin  (9  +  siny  +  . ..  +  sin|( 
ß  cos  {^  —  ^)  =  cos  «  +  cos  j5  -t-  cos  ^  +  . . .  +  cos  fl 
bsm{S  — -B}  =  shi(„  +  ß) +  da(a  +  r}  + sin  (ß +  ■/)+... 
äcosp  — £)  =  cos(o  +  ß)  +  cos(o  +  r)+  cos  (/i  +  7)  +  ... 
csin(S—C)  =  sin  («  +  ,!  + 7)  +  .,. 
ecos(2  —  C)  =  cos  («  +  (!  + 7)  +  ... 
etc.         etc. 

«sin  p-iS)  =  sin(o  +  ,J  + 7  +  .. +  «)  +  ... 
.cosp  —  £)  =  cos  (»  +  (!  + 7  +  .. +  «)  +  ... 
eoque  in  casu,  quo  m  est  nuraetus  impar: 
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feoBl2-F]=cosla  +  ß  +  y +..  +  ;)  +  ...  , 

quo  vero  m  est  numerus  par; 

f  ÜnS^^smia  +  ß  +  y  + ...  +  -C)  +  . . .  +  \&in{ri  -\-  ..  +  (c)   , 
/cos  2  =  ^  cos  («  +  /^  +  >•  4--  ■  +  t)  +  ■  ■  -  +  ^  cos  [»;  +  ■  ■  4-  m)  - 

aequatio  quaesita  alterutra  harum  formarum  exhibcri  poterit: 

cos[»</,-2]  — «cos[(«-i)y-^]  +  Jcos[(«  — 2)r/.-B]-.., 

sin[-my — 2}  —  «sm[-(»i — 2)(p — A']-.\-bBia[-[m — 4)  rp  — B]  — ... 
cpesiii[|y  — E]±/sm[w/)  — F]  =  o  , 
prouti  m  est  vel  numerus  par  ;=  2  w,  vel  impar. 


§.  5.  Theoreina.  Quaevis  functio  ipsius  tp  sub  una  vel  altera 
formarum(0),(it)  contenta  resoliii  potest,  et  unico  quidemmodo,  in  tot 
factores  formae  sinjfy  —  «),  siu  ^ [r/)  — /?) ,  ...  quot  summtis  ipsius  if 
coefftciens  dupUcatus  continet  uniiates. 

Posito  enim,  uti  antea; 
CQ%\(p  +  ism^rp=x,  cos -^-o:  +  »sin 4ö  =  a,  cos^f?-f-!sin|t'^;=b,... 
et  praeterea 
cos  2  -j-  *'sin  ^=^  @,     cos .4 4-  «sin -4  =  31,     cos.S  +  inmB^  23, ... 

CQfiE+iai-a.E^'^  , 
ut  a  priori  forma  (O)  faciamus  initium,  demonstrandum  erit,  functio- 
nem  ipsius  x 

speotari  posse  tanquam  productum  ex  2?j  factoribus 

U       xl  U       i!      Im       i'  ' 
sive  mulfciplicata  utraquD  cxpressione  per  a:*",  esse 


y  Google 
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~  ab..m 

seu,  cum  exinde  sequatur  @  =  ±  o  6 . . .  Hl ,  serieni 

»'»  —  ©  1 3^*"-'+ ©1  a:^"-' — ... +  @5S3;*  —  ©«ata;^  +  ©' 
unico  tantum  modo  resolvi  posse  in  zn  factores; 

Hoc  vero  ex  elementis  Algebrae  certissime  conatat. 

Similibiis  plane  ratioeinüs  alterius  quoque  forniae  (<I)  in  factores 
resolutio  demonstrabitur. 

§.  6.  Theorema.  St  positis  sin  JJ,  cos  !S,  «sin -4,  aco&A,...,f, 
sin^',  cos^',  ffl'  sin^',  a'  cos  A',...f'  invariabilHus , pro  quoms  ipsius 
(p  valore  habeatur: 

cos[«fp-:S]-«cos[(«-i].^~^]  +  ...±/  = 
=  cos[nrp—:^']—acos[{?i—i)(p  —  A']  +  ...±f  , 
erit  : 

siu  ^=sin^',     cos ^^  cos  ^',     asin  A=^a'  sin -dt', 

ß  cos  j4==«'cos  ^',    ...   f=f'  ■ 

Ponendo  iterum 

cos^^)  +  *ain^9>  =  3:,    cos2-j-«  sin^=©,    cos^+  *  sin^  =  2i,... 

cos2'4-t8in2'  =  @',  cos^'  +  isin^'=ai'  ,.,, 

substitutioue  rite  peracta  aequatio  periodica  in  propositione  occurreiis 
mntabitur  in  sequentem; 

unde  secundum  notissiinuni  Analyseos  ratiocinium   concluditur  fore : 

ideoque  aut 

aut 

ß  =  — a'    et   %.  =  —  %.•  . 

Ex  aequalitate  vero  ipsorum  @,  ®'  coUigitur 

cos  ^  —  cos  2'  =  i  (sin  2'  —  sin  2)  , 


y  Google 


398  De  aequationum  trigonometricarum  affectioiiibua,  §.  7. 

et  utraque  parte  aequationis  elevata  ad   quadratum  luvique  adhibita 


Simili  modo  aequationes 

3t  =  ai:'      vel      9I  =  — 31' 


dabunt 


Tel 


cos  A  =  cos  A',  sin  A  =  sin  A' 

et  consequenter 

«  sin  ^  ^  a'  sin  A',     a  cos  A  =  a'  cos  A', 

etc.     Id  ipsuni  theorema  etiam  valere,   si  loco   formae  (O)   ponatiir 
altera  (Ct),  iisdem  proraus  argumentis  evincetur. 

§.  7.  Praestiuctis  !iis  de  aequationibus  periodicis  theoreniatis, 
eodem  modo  ut  in  theoiia  aequationum  algebraicarum  dcmonstrari 
etiam  poterunt  sequentia: 

Si  a  est  una  radicum  aequationis  periodwae,  ea  per  shi^{fp  —  u) 
divüibilis  sit,  necesse  est; 
et  vice  versa: 

Si  una  vel  altera  exp7-essionum  (©),(d)  dimsibilis  est  per  sin  ^{fp  —  ci), 
ea  ad  mhüum  redigetur,  si  loco  ipsius  cp  ponitur  cc. 

Horum  igitur  ultetiorem  hoc  loco  attulisse  explicationem  super- 
fluum  omnino  judicavimns. 

Divisio  autem  ipsa  aequationis  peiiodicae  per  sin  \  {<p  —  «) ,  si  u 
naa  radicum  supponitur,  quomodo  commodissime  possit  institui,  plu- 
ribus  jamjam  videamus.  Et  primum  quidem  manifestum  est,  quum 
numerus  serierum  a  +  sz/c,  ß  -{-  2%7t , ...  u-{-2-A7T  per  divisionem 
evadat  una  minor,  eamque  ob  caussam  ex  impari  reddatur  par,  ex 
pari  vero  impar,  aequationem  ex  una  formarum  {0),((I)  in  alteram 
peracta  divisione  abituram,  Quodsi  igitur  quantitates  — ',  «'sin^', 
a'cos  A',  b'  sinB',  b'  cos  B',...  eadem  ratione  ex  radicibus  ;;;,  y,  d, ... 
derivatae  ponuntur,  qua  supra  ^,  asin^,  acosA,  5sin5,  ScosB,... 
ex  radicibus  a,  ß,  y,  6,...  componendaa  esse  doeuimus,  aequatio 
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cos[»rf-;j]-oco»[(»-.)ff-^]  +  icos[(.i-2)y-i(]~...=o  (1) 

divisa  per  sin -K^)  —  a]  formam  adipiscetur  sequentem: 

3m{-{2n~i)(p-~2'}--a'sia[^{2n—il(p—A']+b'sm[^{zn—s](p—B']  -—...  =o,  (2) 

et  eodem  modo  aequatio,  ubi  m  est  numerus  impar, 

sin[-m(p  —  2]  —  a  sin [-(m— 2)99  —  A]'^- iBiii[-{m—^]fp — B] — ...=o,  (3) 

si  dividatur  per  sin^(f/>  —  a)  ti'ansibit  in  hanc: 

cos[-!»n^ — ■i)q) — 2']— ß'cosJ-(»i — :i)(p — A']-]-b'cos[-ifn — '^]<p—B']-^. ,  .=0.  (4} 

Jam  ut  lelationes  detegantui-,  quibus  incognitae  adliuc  quan- 
titutes  2',  a' »inA',  a' coaA',...  ex  datia  «,  ^,  asmA,  acosA,...  ■pos- 
sint  deteiminaii ,  multiplicetur  qnotiens  forma  datus  per  divisorem. 
Quo  facto  erjt 

—  2  sin-^((/)  — «][si}ii^(2w—  j)fp  —  2']  —  a'  sin[^(2?i — i)<p  —  A']  + 

=  cos[ntp  —  ^'  —  ^  «]  —  cos[(w  —  i)  (^  —  5'  +  %] 

—  a  CQs[(n  —  i)(p  —  A'  —  ^a]  +  a' cos  [{n  — z)(p  — A'  +  ^  a] 

-\-b'cos[{n  —  2)cp  —  B'—la]~...  , 

quod  quum  congruere  debeat  cum  aequatione  piius  supposita ; 

cos[n(p  —  —  ]  —  ßCos[(fö  —  i)fp  —  A]-'rbcos[{n —  2]f/)  —  B]  —  ...  ^  o  , 

institnta  comparatione  secundum  art.  6,  seqiientes  prodibunt  relationes: 


cos^  =  cos  (2'  -i--a] 

asinA  =  sin  {2' f) -J-  «'sin(^'  +  -a) 

acosA  =  cos(— ' a)  -^ a' coü[A'  ~\ — a) 

b%iaB  =  a'sui{Ä—^-c()  +  b'sm[B'  +  ^a) 

hcosB  ^  a'eos(^' «)  +  l>'cos{B'  +  -«] 

ratione 
c  sin  C  =  ä '  ein  [5 '  —  i-«)  4- c' sin  (C  +  i  ß) 
ccosC  =  b'  (iOs{B' ß)  4-c'cos(C  -\ — a] 
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Ex   his  vcro,   ope  lemmatis   es   priinis  trigonometriae   elementis 
petiti,  si  fuerit; 

o  =psmP -\-  qsmQ-\-  ...-\~ ^ssinZ  , 
et  simul 

o  =:p  cos  P-\-  q  cos  Q  +  . . .  +  s  cos  Z  , 
quod  in  posterum  hoc  modo  breviter  indicasse  liceTjit: 

o  ^^  scP+ j  8cQ  + , ..  +  e  sc^  , 
fore  tunc  etiam 

o=p  sc(P+w)  +  y  sc(a  +  w)  +...  +  ^sc(Z+tii)  , 

quemcunijue  co  teneat  valorem;   hoc,  inquam,  lemmate  facili  negotio 
deducentixr  determinationea  sequentes: 

b'scB'  =5sc(i;  — ^«)  — asc(^  — |ß)  +  se(^  — |k) 

c.'scC  =csc[C  — ^«)  — ösc(^— fß)+fflsc(^— |a)  — scp--|-ß) 


His  igitur  valoiibus  in  aequationibus  (2)  vel  (4)  substitutis,  quaesiti 
quotientes  iUico  obtinebuntur.  Caeterum  easdem  prodituras  fuisse  re- 
lationes,  si  aequationem  (4)  per  2sin^{<p — ■  a]  multipHcatam  com- 
parassemus  aequationi  (3),  et  rei  ratio  suadet  et  calculi  probabuiit. 


De  singularibus  quibusdam  formis  aequatiomim 
periodicamm. 

§.  8.    Problema.    Invenire  formam  aequattonis  peHodicae,  ciy'tis 
radicum  binae  siÜ  sint  aeguales  et  opposttae. 

Posita   Tina   radicum  ^  «,    altera    erit  =;  —  a,   eodemque  modo 
caeterae  per  ß,  —  ß,  y,  —  y, .  -  -  exprimi  poterunt.  Quaesita  igitur  aequa- 
tio  orietur  multiplicatiooe  factorum  numero  parium; 
dTiii{<fi—a)sm\{(p+a)dn^[(p—ß)sm.^[<p-^ß)w\\{(p  —  y)%m\[(p-\-y)... 
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Cujus  producti  quum  valor  non  mutetur,  si  ubiqjue  loco -\- (p  scri- 
batur — >p,  ejus  evolutio  eadeni  proprictate  gaudeat,  necesse  est. 
Evolutio  igitur  ipsius  posita 

=  co8[nq> — -2]  —  acos[(K —  1)91  —  A]  -{-b cos [{n  —  z)(p  —  B]  —  ...±/ 

etiam  debebit  esse 

—  co8[ng>  +  2]  —  acos[{n — 1)9!  +  ^]  4-5cos[(m — 2)tfi+B~\  —  ...±f, 

unde  secundum  art,  6  coacluditur  fore: 

sin^  =  —  sini  ,        asmA  ^=  —  «sin^,        hsinB  ^—  hsinB  ,  ... 

ideoque 

em^  =  o,     a=o    vel   sinJl  =  o,         5  =  0    vel   siiiS  =  o,     etc. 

Aequationis  igitur  quaesitae  forma  erit: 

cosn(p^acos(n —  1)9)  +  äcos(ra—  2)^  —  ...  ±/^  o  . 

§.  9.     Probleraa.     Invenire   aequationem  periodtcam,    cujus  ra- 
dices  sint: 

p  designante  datum  numerum  integrum. 

Manifestum  est,  radices  omnes  unicam  constituere  seriem  arithme- 

ticam,  cujus  terminus  generalis  =  k  +  -" j  binc  secundum  art.  2,  (1) 

quaesita  aequatio  erit: 

sin^7>(^  — a)  =  o  . 

CoroUarium.     Quia  radices 

«  +  -.     «  +  f+- «+i<^^  +  .«», 

quas  omnes  inter  se  diveraas  esse  facile  apparet,  suppeditant  respec- 
tive  aequationes; 

.1,          ,             .1/               2jr,                  .    1/               z{p—i)7tx 
sm-  m — M  1=0,  sin-((p  —  a i^o,,..,  sm.-(w—a — ■ )  =  o, 

^'■t  I  '  2\'  p     <  '  '  Z\'  P  ' 

sequitur,  sin  -p  [cp  —  a)  per  singulum  qucmvis  sinuum:  sia—[ip  —  c),- . . 

sin -j^  —  a — — \  dividi  posse  et  simul  per  eoruin  productum, 

ita  ut  ponere  liceat: 

asliius  Werke  IV".  26 
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De  aequationum  tvigonometi'ii 


A  sin-  [(p  —  a]  siii-jf/i  —  «  —  — ) 


A  denotaate  factorem  numericum,  qui  ex  ai-t.  4  iiivenitur 


§,  10.     Problema.      Inveattgare   naturam   radtcuni ,    quae  conU- 
nentur  aequationibus  hujm  formae: 

(1)  a  —  Äcosfpip  — 5)  +  e  cm{2p(p  —  C')  —  dco%{-^ptp  —  Z))±...  =  o  , 

(2)  sini^prp  —  A)  —  hsir\.l^p(p  —  B]-^csiii{-pip  —  C)^^  ...  =  o  , 
p  designante  datum  numerum  integrum. 

Ex  art.  5    perspicitur,    utramvia    earum   resolvi  posse    in  factores 
formae : 

sin^{?>7>  — ß}  =  sin^^(f^— p  ■ 

QUTiöi  Veto  aequationis  sin-^i^ 1  ^o  radices,  uti  articulo  praece- 

denti  vidimua,  seriem  efficiant  arithmeticam ,  cujus  exponens  =  - — -  , 

sequitur,  radicea  omnes  aequationis  (1)  vel  (2)  fore  terminos  tot  ejus- 
modi  serierum,  quot  summus  ipsius  p(p  coefficiens  dupKcatus  con- 
tinet  unitates. 

§.11-     Problema.     Ex   datis   coeffidentibus   aequationts  peiio- 
dicae,  cujus  radices  sint: 

a-\-  ZX7t  ,  ß  -^  2V.1t  ,  ...    ,  j.l.-\-  ZV.fC    , 

invenire  coefficientes  alius,  cujus  radices  habeantur: 

pa+2X7T,        pß  +  2X7t,...  ,        pfi  +  zufe  , 
p  desipiante  datum  numerum  integrum. 

Data  igitur  aequatio  producetur  multiplicatione  sinuum: 
(1)  sia^{(p  —  a]Bin^{cp  —  ß)...3mii{(p^fi)  , 

qiiaesita  vero 


•)  Eadera  fotmula  legitur  in.  Euleri   Introd.  in  anal.  inßn.  Tom.  I,  cap,  14, 
§.  240,  quo  in  oapite  et  multae  aliae  relationes  maxime  memorabilea  et  nostram  in 
1  trahcndae  occurrant. 
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^m^{ilJ—p<x]smi{^p—pß]...siaUip^P(i)   .  (2) 

Liquet  auteni  ex  art.  9,  sin  ^{ip — pa)  resolvi  posse  in  factores; 

sm-p-  —  tt  sin- P- —  K —  —    ...  sin -(//  —  «  — —i^- '—]  . 

2  \j}  !        2,\p  p  !  -iX^  p  I 

Reliquis  igitur  factoribus  8in^(i/'  —  pß)  ,  ...  sin^()/( — pi^\  similiter 
resolutis,  productum  (2)  in  hunc  modum  poterit  tranaformari : 


.     i/t/y  27t\    .     i/i//  27t'.  .     illp  27lx 

xsm-  -i a —  -— -  sm- ß ...sm-  —  —  «  —  — 

2\p  p  I       z\p  p  I  z^p        '  p  I 

etc.                        etc. 
xam-P-— « ~ i—  sm-P" — ß i^^ ^  ■-■sm-P-— (i ■■  ■  --■!--) 

3\p  p  I        %\p  p  !  1\p  P  ' 

cujus  producti  quTun   qui  in   singulis  Kneis  horizontalibus  occurrunt 
factores  obtineantur,  si  in  [])  loco  ipsius  fp  successive   substituantur 

y         ■üi       in  ip       zip — i)?r      ..  ,  ,     ., 

z. ,      JL. , . , .     z. '-^■-  ■  ■■-'■■-■  I    iisdem    valonbua    pro    w    m 

p         p        p  p  p 

aequatione  data  substitutis,  omnium   aequationum  hoc   modo  confec- 

tarum  productum  quaesitam  aequationem  exbibebit. 

üt  rem  exeniplis  illustremus,  sit 

1)  ex  datis  coefficientibus  aequationis 

cos{<p~2]~a  =  o  , 

cujus   radices   a-\-27!,jc,    ß~\-2xft   incognitae    adhuc    suppouuntur, 
derivanda  aequatio,  cujus  radices:    ^a  -i-  2-An,    ^ß -\-  2'x.7t . 
Habebitur  ergo  aequatio 

o:=sinf((//-3ß)sin^(t/'  — 3^)  . 
sive 

2^3  3/  2^3         '  3   I    ' 

et  quum  aequatio    cos  ((je  —  2)  —  «=0   aequivaleat  isti: 
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404  De  aequationmn  trigonorae.tricarum  affectionibus.  §.   12. 

quaesita  formula  crit  productum  ex  factoribus: 

[c„(f— ^)-,.][co,(f--f„-^)-«][c„(S_l„_..)-.], 

quod  leapse  evolutuni  sequentem  nobis  suppeditat  aequationem : 
cos  (t//  —  3  ^)  ■—  4«'  +  3  ffl  =  o  . 
2)  Aequatio,   cujus   radices  2C(  +  2Kjr,   2ß  -\-  2Kn: ,   2/  +  25(?r, 
2Ö-\~zy.ir,    positis    o+2Zjt,    ß-\-zx7t,     y-\-zX7t,    <i-t-2Krc    radi- 
cibus  aequationis 

cos  {2<p  —  1)-—  accis{fp  —  A)  -\-b^o  , 
invenietur  haec: 

[cos (i/J — S] — a cos {-ip—A]  4- h] [cos (V — 2)  +acos{^ip  —  A)  +  b'}=o, 

sive  multiplicatione  levera  peracta: 

cos  {2  1p— 2  2}  —  a^cos{ip —  zA)  +4ÄCO8  (i//^  — )  + 2Ä*  —  a'-|-i=:o  . 

§.  12.    Coefficientes  aequationis,   cui  insunt  radices  ^a  +  2 x/t, 
pß  +  2y,fc,...  designentur  per 

sin^,,   cos2',,  a,siii.^,,  a,cosjd,,  h,sh\B„  b,cosB,,.. . 
qui  quomodo  ex  datis  coefficientibus 

sin  .5,  cos^,  «sin^,  «cos^,  Ösinß,  öcosß,... 

aequationis,    cujus    radices    sunt    a-^2K7T,,     ß  -\r  2-^7T,...    inveniri 

possint,  articulo  praecedenti  clare  ostendimus.     Jam  quum  sit  (art,  4): 

«  sc  (^  —  ji)  =  sc  a  +  sc  /3  +  sc  ^  + . . .  , 

fi  sc  p  —  B)  =  sc  [a  +  ^)  -1-  sc  (ß  +  j')  + . . .  , 

etc.  etc. 

eaderaque  ratione 

ß,sc(— ,  —  A,)-^^cpa-\-scpß-\-scpy  -\'  ...  , 
5,sc(^,  — 5,)=  3Ci.(a  +  ^) -f  sc j5[a +  ;-)+...  , 
etc.  etc. 

Solutions  problematis  praecedentis  simul  nacti  sumus  methodum,  ex 
datis  summis,  qui  conficiuntur  sinubus  et  eosinubus  plurium  quanti- 
tatum  earumque  binionum,  ternionum  etc.,  easdem  summas  pro  aequi- 
multiplis  istarum  quantitatum  deriYandi, 
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Instituta  v.  g.  coniparatione  aec(uatioiium 
cos(2t/y  — 2  2j  —  a^  cos  {ip  —  2  A'j-i-^  b  cos{ip—:S)  +  2Ö'  — a^  +  i  =o, 

cos{2\fi — S,)  ■ — «,  cos  [i/i — j4,}  +  ö,  =  o  , 
resultabunt  relationes  sequentes: 

sin  2,  =  sin  2  2  ,     cos  ^,  =  cos  2  2  , 
a,  sin  ^,  =  a'  sin  2  -i4  —  4  S  sin  2  , 
a,  cos  A,  =  ß*  cos  2 -4  —  4J  cos 2   , 

quas  ope  lemmatis  art.  7  commemorati  sie  transformare  licebit: 
a,  sin  p,  —  ^,)  =  «*  sin  2  (2  —  ^)  —  4 5  sin  ^ 

=  2  .  R  sin  ( J  —  j1)  .  a  cos  [2  —  A]  —  45  sin^  , 
a,cosp, -— ^,)  =;  a'  cos  2  (^  —  jd)  — 4äcos  ^ 

=  [ß  cos  [S  ~  Ä)]''  —  [a  sin  [2—  A)f  —  4  5  cos  2  , 
b,  sin  2,  =^  2  S*  sin  2  2  +  [i  —  a>)  sin  2  ^ 

=  4.5sin2.5cos2-|-(i — [ßsin{2 — A^f- — [«coep — ^)]'}sin2  J, 
Zi,cos  2,  =  2 5*  cos  2  2-f-  (1  —  ß^)  cos  2  2 

=  2(5cos2)'— 2(isin:£)*+(i— [asin(2— ^)]'— [ßC0s(5— ^)3')cos22. 
Hinc  introductis  quantitatibus  a,  /?,  y,  5  obtinebimus  tandem: 
sin  2  a  +  sin  2  /?  +  sin  2  y  4-  sin  2  (J  = 
=  2  [sin  a  +  sin  /?  +  sin  y  +  sin  8]  [cos  «  -|-  cos  ß  -}-  cos  y  +  cos  S\ 
—  2[sin  («  +ß)  +sin(a+r)+ein[a+.J]  +sin  \ß^y)+&\a[ß+^)  -\-Bin[y+ö)l 

cos  2  tt  +  cos  2  /5  +  cos  2  j/  +  cos  2 15  = 
=  [cos  ö  +  cos  /^  + . ,]'  —  [sin  a  +  sin  /?  + .  .f  —  2  [cos  {«  +  ^)  + . .]  , 

sin2(ß+^)+...=2[sin{«  +  ^)  +  --][cos(«  +  ^)  +  ..] 
+  2[i— (sina4-sin,?+.,)^^{cosß  +  cos/J+..)*]sin(<:«+^  +  r4-<5), 

cos  2 [«  +  ^)  + . . .  =  [cos  («  +  ^ )  -J-  .  .]^  ^  [sin  (ß  +  ,^)  + .  :f 
+  2  [i  —  [sin  «  + sin/? 4-..)^  —  (cosci;  +  cos/?  +  ..)^]  cos(a  +  ^+y-f-i5]  . 
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1  trigonoraetrioarum  afiectionibus. 


§.  13.    Ponendo, 

ut  ■ 

jam  supia 

,  factum  est: 

cosly  +  . 

;sm. 

',9  =  ^, 

cos|ff +«8ir 

1.1« 

=  0, 

et  praetcrca 

CO» 

i^P  +  is: 

■m^^>=y  , 

2ismi((p-a): 

~  a 

a 

iäiniiip^po 

')  = 

S 

unde    facile    colligitur,    ] 

iroblema 

art.  11    tractatum 

nonnisi 

forma 

differre  a  problemate  illo  notissimo  in  algebraicaiuin  aequationum 
theoria,  quod  aequationem  invenire  posttdat  pro  ^-tis  datae  alius 
aequationis  ladicum  potentiis.  Aderit  ergo  etiam  methodus  hujus 
problematis  Solution!  inserviens  similis  plane  illi,  quam  expoauimus 
art.  11  pro  aequationibus  periodicis.  Nimirum  si  sint  aequationis 
algebraicae  datae  radices  a,  b,c,...,  quaesitae  yeio  a^,  h^,  cP,..., 
illa  multiplicatione  factonun  {x  —  a]  [x  —  b)  [x  —  e) . . . ,  haec  factorum 
[y  —  ßP)  [y  —  5P)  [y  —  c^)...  oiietur,  Jam  vero  quum  sit  y  —  «P 
resolubilis  in  p  factores 

yV — c,    yv  —  aUm  —  Arhm.  —  ]  ,   y~P —a[cos^—-^isax- — ),... 


ponantur  euccessiye  m  aequatione 


yP  (cos  - 


2{p~\)n 


loco  ipsius  x;  quo  facto  omnium,   quae  sie  prodierunt,   aequationum 
productum  quaesita  erit  aequatio. 

Idcirco  etiam  hoc  modo  poterunt  ex  summa  quotvis  datarum 
quantitatum  earumque  binionum,  temionum,  etc.  summis  indepen- 
denter  derivari  summae  earundem  combinationum  pro  ^-tis  ülarum 
quantitatum  potentiis.  Quum  yero,  si  tantummodo  potentiarum  sum- 
mae  requiruntur ,  eae,  quae  hucueque  ab  analystis  adhiberi  solitae 
sunt  methodi,  multo  facilius  eeleiiusque  ad  optatum  finem  perdnceie 
nobis  videantur,  neque  spatium  bis  pagellis  circumsciiptum  copio- 
siorem  illam  disquisitionem  dilucide  exponere  permittat,  ex  bis  notio- 
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ribus  methodis  iinam  in  praesenti  seligere ,  eamque  aequationibus 
periodicis  pro  inveniendis  summie  sinuum  et  cosinuum  arcuum  multi- 
plorrnn  accommodare  juTabit. 

§■  14.     Ex   formulis    (6)    articuli    7,    divisioni    aequationis    per 
sm^(f/i  —  a)  inaervientibus ,   levi   adbibita  mutatione  deducuntur  se- 


ae  (2'  — -^ß)-=sc(5  — «) 
a'se{A'  —  -  ß)  =  «  sc  [j1  —  a)  —  sc  p  —  2  a) 
b' sc (5'  —  -  ß)  =  5  sc  (ß—  a)  —  ß  sc  (^  —  2  a)  +  sc  (:2  —  3 a) 


Eodem    modo    divisione    euccessive    instituta    per    sin  ^  (yi  —  ß) , 
sm^{(f — y),...   sin^{(p  —  iA)   prodibunt  relationes; 

a" sc  {A"  —  ^ß)  =  asc(A-—ß)-~sc{S—2ß) 

etc.  etc. 

sc(-2"'  — ^/)  =  sc(^~/] 

a'"  sc  [A'"  —  -;■):=  ß  sc  (^  —  ■/)  —  sc  (.2  —  2  y) 

etc.  etc. 

sc^",  a"scA",  5"8cS",...;  sc.2'",  a"'s<iA"',  h'"  sg  £'",... ;  etc. 
respective  eadem  ratione  ex  a,  y,  <5,.,.fi;  a,  ß,  6,...ii\  etc.  com- 
positia,  qua  sc  .2',  a'BdA',  b'scB',...  ex  ß,  y,  iJ,,..^.  Additione 
igitur  facta  erit: 

sc(r-i«)  +  S0(2"-^/S)+sc(y"-i7)+...= 

=  sc(2-o)+scp  —  ,S)  +  scp  — )•)  +  ..■  , 

<.'sc(^'  -io)  +  «»sc(^»— i«  +  ...  = 

=  a[»e{A  — a)  +  sii(A  — ß) +  ...]  — sc(S  —  2ct)  —  sc{2— -,2  ß)^..., 
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quas  formulas  brevitatis  gratia  sie  exhibebimus : 
8  sc{:2'  —  la)  =  S  sc(2  —  a) 
Sa' sc  (A'  —  ^a)  =  aS  sc{A  —  a)-'S  sc{2—za} 

Sb'sc  {£'  —  '-tt)  =  bSsc{B—0!)~a8sc{A~za}  +  8Bc{S—ia) 

etc,  etc. 

Jam  vero  reapse  instituta  evolutione  sammamm 

*S^sc{^'  — -«}  ,     S a'  fic{A'  -~  ^«)  ,     Sb'  sc{B'  —  ^«)  ,  -.- 

in  singulos  terminos  formae  sc-|  {±  a  ±  ß  ±  y  ±  ...) ,  facile  est  in- 
telligere : 

1)  in  summis  istis  nullos   alios  occurrere  terminos,  nisi  qui  re- 
spective  in  a  sc  A,    h  scB,    c  sc  C   inveniantur; 

2)  terminos  summae  Ä  sc(^' tx]  omnes  inter  se  esse  diversos; 

terminorum  suramam  «'O  sc (-4' — -tt)  ingredientium  quemvis  occur- 
rere bis,   uti  V.  g.  terminus   sin ^ ( —  oi~[-  ß  —  y  +  ^  +  ..),    qui   tarn 

evolutioni   ipsiua     o'sin(^' a)     quam     »"'s!n(-4"' /)      inest; 

eadem  ratione  quemvis  terminum  aummae  OÄ'sc(B' — ~a),  v.  g. 
sin-^(— «  —  ß — -y -\-6-\-..),  occurrere  ter,  quia  trium  terminoriim 
b'sin{B' — -et),  i"sm{B"  —  -ß),  ö"'8in(B"' — -y]  partem  facit;  et  sie 
porro. 

Habemus  idcirco: 

O  sc (2'  —  'ct)  =  ascA,      iS  a'  sc  {A'  —  ^a)  =^  2  h  acB , 

O  J'  ac{B' a)  =  3 c  sc  C,     etc. 

His  igitur  in  prioribus  formulis  substitutis,  erit; 
ascA  =  S  fici^  —  a] 
2h  BG  B  =  a  S  ac  {A  —  a)  ■—  S  sc  p  —  2a) 
ic  sc  C  ^  bS  sc{B  —  a)  —  aS  äc(A  — 2a] -hS  sc  {S  — 3a) 
etc.  etc. 
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unde  recurrentes  relatäones  iiiter  summas  sinuum  cosinuumque  mul- 
tiplorum  arciium  prodibunt  hac: 

O  sc  a  =  «  sc  (2  —  A] 
S  sc  2a=asc{2  —  A)  Scoaa-i-asc.{A  —  2)Ssma—2bsc{S—B) 
O  sc  3  ß  =  a  sc  (2  —  A)  S  CQä2a  -{^  a  sc  {A  —  2)  S  sinza 

~hse{S  -—B)  S  cosa  —  baciB  --2)S  sma-\-icac{2  —  C) 
Ij  sc  4«  ^  (2 sc [5 — A)i9  cos3«  +  asc{j4 — —)>S  31113« 

~-bsc{:S~-B)Scos2a—bsc{B-'2}Ssmza 
-\-csc{:2—C)Scosa-^csclO—2)Ssma—iid&c{I  —  I>] 
etc.  etc. 

Independentes  vero  ex  his  derivantur  formulae  sequentes: 
O  sc  ff  =  a  sc  (^  —  A) 
Ssc  2a  =  a*  sc {22  —  2  A]  —  2b sc  {2  —  B] 

8sc3.a  =  a'sc{i2—iA}  —  iabsc{2l~A~B)-\-^osc[2—C) 
Ose  4a  =i  m'  sc  (4^  —  4.^4)  —  4«*^  sc  (3^ —  2A  —  B) 

+  2b^ac{2  2  — 2  B)  + ^.ao  sc  (22  — A~0)— ^d  sc  {2  — D) 
etc.  etc. 


Similitudo  haruni  formularum  cum  iis,  quibus  summae  poten- 
tiarum  in  aequationibus  algebraicis  exhibentur,  piimo  patet  adspectu. 
Oramissis  enim  sinubus  et  coaiiiubus,  quae  restaiit  expressiones 
ß,  a' — 20,  a? ■ — ■  ■^ab  -\-  ■^c,  etc.  summas  dabunt  radicum  eaiumque 
quadiatorum,  cuborum,  etc.  aequationis: 

Siouum  autem  et  cosinunm  has  expreasiones  ingredientium  ea 
lex  est,  ut  generaliter  termino  a^  b^  d^  ...  adjiciatitr : 

sc[{p  +  q-j-r-\-...)S~pA  —  qB  —  rO—...}  . 

§.  15.  Interea  tarnen  cavendum  est,  ne  latiorem  his  foimulis 
tribuamns  usuin,  quam  quem  ipsa  earura  natura  iis  permisit.  Pri- 
mum  enim  in  aequatioiiibus  fonnae  (O)  loco  termini  ultimi  f  (art,  4), 
duplex  ejus  valor  in  formulis  istis  est  substituendus.     Deinde  si  nu- 
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merus  serierum  «  +  2 x ?r,  ß  -\-  2-^7t,  ...  est  vel  =  2 n,  vel  =  2 k  +  i , 
formulae  usque  ad  evokitionem  summae  O  sa  na  in  usum  vocari  pos- 

sunt.   Si  vero  ulterius  exhibendae  sunt  O  sc  (w  +  ■ )  **  1    O  sc  («  +  2) «, 
etc.,    ob  defectum   terminorum   aequationis,    qui   tarnen   in   formulis 
requiruntur,  rem  paullo  aliter  aggrediamur  necesse  est. 
Mnltiplicetur  aequatio  formae  [O] 
cos[nip—S]  —  acoal{n  —  i)fp—A]-\-hco3[{n—2)<:p— £]  —  ...  =0 
per  aclpip  +  2).     Quo  facto  habetur: 
o  =  sc{p  +  n)  cp  +sc  [{p  —  n](p  +  2  1] 

-asc[{p  +  n^i)cp-h:S-A]-asc[(p-^n+j)<p  +  2  +  A-\ 
+  hsc[{p  +  n-  2)  tp  +  2  -  S]  +  I>sc[(p-n  +  2)  rp  + 1  +  £] 
etc.  etc. 


et  dehinc,  ai  loco  ipsius  ep  successive  substituuntur  a,  ß,  y  ...  j-i,  facta 
additione , 

S  sc{p  +  fi}a  = 
=  asc{2—A)Scos{p+n—i]a  +  asc{A—2)8sm{p+n—i)a—... 

—  sc  22  S  cos  {p  —  n]a  — sc  (—22)  S  sin  {p  —  n]a+  ... 
Ponentes  igitur  successive  ^  =  i,   2,  3,  -.■ ,  formulas  recurrentes  pro 
O  sc(w  +  i)ö,   O  sc(n  +  2)a,  ...  illico  obtinebiinus ,  ex  quibus   ope 
praecedentium  formularum  totidem  lelationes   independentes  produci 
poterunt. 

Si  aequatio  data  sitformae  (il),multiplicetureaper  sc[(p — ■^)(p-\-2], 
unde  simili  modo ,  ut  antea ,  recurrentes  formulae  et  independentes 
poterunt  derivari. 

§.  16.  Juvabit  hoc  loco  attentos  fecisse  lectores  in  casum  sin- 
gularem  jam  supra  commemoratum,  quo  datae  aequationis  radicum 
binae  sibi  sunt  aequales  et  oppositae.  Tunc  enim,  qnum  siii2, 
a  sin^,  ösinß,  ...  evanescaiit,  erit: 

Ocosß  =  a,    >5cos2G  =  a*  —  2b,    Ijcos^a^^a"  —  sa^  +  S*^;    ^t*'- 

*5  sin  tt  ^  O  sin  2  a  ^=  Ä  sin  3  o  ^  etc.  ^  o. 

Suppositis  igitur  duabus  aequationibus  periodica  et  algebraica; 

cos  tiq>  —  «  cos  (w  —  1)  <p  -i-  h  cos  [n  —  2)  (/)  —  . .  ±  /  =  o  , 

ä"  —  ax"~^  4-  Äs;"-*  —  . . .  ±  2^  =  o  , 
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quamm  prioris  cosinua  iisdem  sint  aifecti  coefficientibus ,  quibns  in 
posteriori  potentiae  ipsius  x,  ultimis  terminia  y  et  2_/  exccptis;  po- 
sitis  praeterea  2«  radicibus  per-iodicae:  ±  a,  ±  ß,  ...  iy;  n  vero 
radicibus  algebraicae  a',  ß',  ...v'\  liabebimus: 

2  (cos  a  -1-  cos  (5  4-  ■  ■  +  cos  v)  =  a'  +  Z^'  +  ■  ■  +  »^ 
2  (cos  2  a  +  cos  2  (9  -}-  . .  +  cos  2  •)/]  =  «'^  +  ;5  '^  4-  . ,  +  /^ 
2  (00830:  +  cos3^  -f"  ■■  +  C0S31')  =^  a''  +  (5'^  +  -■  +  /' 

etc.  etc. 

2  (cos  reo  +  cos  j;/S  +  ..  +  cos  ?;*')=  «'"  +  /?'"+..  + /". 
8ed  jam  fincm  imponaimis  disquisitionibus  nostiis.  Quamvis 
eaim  plura  adliuc  de  ejusmodi  aequationibus  ftter-imus  perscrutati  ßt 
magna  formularum,  quibus  goniometria  haud  mediocriter  locupletari 
videtur,  restiterit  copia,  urgente  tarnen  tempore  consultius  duximus 
brevitati  studere  et  in  aliam  potius  oecasionem ,  si  qua  forte  sese 
praebuerit,  ista  rejicere,  *) 


De  relationibus  inter  variationes  differentiales 
radicnm  et  coefficientium  aeqnationis  periodicae. 

§.  17.  Problema.  Ex  datis  radicum  differentialihus  invenire 
differentialia  coefficientium. 

Diffeientiatione  formularum  art.  7,  (5)  secundum  radices  a  +  zy,tc 
illico  liabetur: 


C8(^«-:S')  +  ^«'cs(-f«^^')    , 

a'cs(^«-^')  +  ^i.'cs(-^«^J5')  ,  (1) 

5'ca(|«  — -B')  +  ^c'cs(— ^a—C")   , 

etc.  etc. 

*)  In  Möbius'  hinterlassenen  Papieien  hat  sich  noch  das  Originalmanusciipt 
seiner  Habilitationsschrift  aus  dem  Jaire  1815  vorgefunden.  Dasselbe  enthält  im 
Anschlüsse  an  den  damals  gedruckten  Theil  einen  weiteren  Abschnitt  über  die  au- 
gehörigen  Differentialaua drücke  (als  Artt.  17 —  19),  weicter  hier  zuerst  Terßffent- 
licht  wild.  A.  d.  H. 


b.ßSC 

A 

iu 

a.Sso 

B 

ia 

«.ose 

C! 

ha 
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et  dehinc,  eliminatis  es  .2',    a'csA',    h'csB',    c'cs  C",    etc.  ope  foi- 
mularum  art.  7,  (6j , 

(2)    ^4^_lSc.(-£)-acs(«-4+»(3.-5)   , 


Patet  autem,  easdem  formulas  non  minus  vaKturas  esse,  si  pro  a  sub- 
stituantur  successive  ß,  y,...i,i. 

Hinc  facta  earum  omiiium  coUectione  obtinebimus: 

d2  =1  [da  +  dß  +  dy  ■\-  .. .  +  d[i)  , 

d.ascA={-acs{—Ä)^cs{a—2)}da-\^{-acä{—A)—Q.s[ß—2)}dßJr--- 
(3)  \ 

d.hsaB=^{^h  cs[—  B)  —  acä{a  —  A)  -^ cä{2a  —  2)} da 

+  {'^b^5{-B]  —  acs[ß-A)-\-^5{2ß-2)}dß  +  ... 
etc.  etc. 

§.  18.    Problema.     Datis  differentialibus  coefficientiam  invenire 
differentialia  radicum. 

Aequationem  formae  (O)  (art.  4) 

cos [tup  —  2)~a  [cos [n— i)  <p  — A^-^-b  cos [{n  —  2)<fi  — B]—... 

ip e  cos (?)— ^ ±/=  ±  2^"-Uin ^ (9^  — «)  sin ^ {^— ,?}  ...  sin |(y~^) 

secundum    omnes    ejus    coefficientes   atque   radices   differentiando  ac 
deinde  pro  q>  successive  substituendo  a,  ß,...ii,  resultabit: 

sin[M« — 2}d2 — coe(m— i)a  d.acosA — 8in{re — 1)0;  d . asm A -^- . .  .-^ df 

^^^      =^.^"-^.ini(«-^)sini(«-y)...sinila-^)^«  , 

sin{nß—2)d2—cos{n~-i}ßd.acosA  —  äm{n—i)ßd.asmA+....±d/ 

=  ^2^"-'sin^{ß-a)Bmi{ß-y)...^ini{ß-fi}dß  , 


Quum  vero  +  2^"-^  sin  -J-  (a  —  ß)  sin  ^  {a  —  y)  ■  ■  ■  sin  ^{a  —  y.)  etiam 
obtineatur,  si  proposita  aequatio  differentietur  secundum  y,  et  deinde 
loco  ipsius  (p  substituatur  a,  prodibit  tandem 
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nl.na  —  S)d£—eos{n—i)itd.aeosAsijiln~j]iid.a»itiA  +  .. 


da  =  ~ 


413 


m[{n-l)<.~A]+{n- 


n — 2 )  ß — B] — . . .  T  esin  ( (t- 
idices  ß,  y,-.-  ;(,  reli- 


nsiii(!!n — £)  — (n — 
qua  in  formula,  ai  pro  a  reliquae  ponuntui 
quarum  valores  differentiales  eliciuntur. 

Aequationem  (■!]  simili  modo  tractantes  habebimus: 

±.'»-^sm^(a-i5)smi(«-r)...smi(«-^)</«  = 

(; 
=  co3(^ma — 5)(^JS-f-8in|(»J  —  2)ad.acoaA—cos\{m—2]ad.asmA 

—  ...  ^  sin  ^a  d .f  cos  F±  cos ^a  d  .fdn  F  , 
sive 

cos  (4- m CT  — S)  d2  -^  ■■■■  ±  cos  ^ad.f  sin  F  , 


im 


,s(i« 


et  similiter  dß,  dy, 
ß,  Y,...fi. 


-^(m-^2)cos[^{m^2)a-A]+...±^fcos(ia~Ff 
.  dfi  exhibentur,  pro  a  substituendo   successive 


§.  19.  Äpta  combinatione  relationum,  quas  inter  differentialia 
radicum  et  coefficientium  aequationis  periodicae  exsistere  praeceden- 
tibus  problematis  fart.  17,  18)  ostendimus,  magna  sane  ac  paene 
miranda  novarum  formularuin  trigonometiicarum  profluit  multitudo. 
Quamvis  enim  silentio  praeterire  non  possumus,  alias  jamjam  ab 
Eulero  detectas  esse  formulas,  quae  a  sequentibus  nonnisi  eo  düfeiuiit, 
quod  sint  destitutae  fanctionibus  trigonometricis ;  tarnen  non  solum 
eam  ipsam  ad  has  functiones  translationem ,  verum  etiam  modum, 
quo  eas  derivandas  statim  docebimus,  et  qui  non  minori  facilitate 
Eulerianis  quoque  formulis  poteat  adaptari,  nobis  vindicare  nos  posse, 
parum  abest  quin  crcdamus. 

Ex  formulis  art.  18,  (1)    piodeunt   quotientes   differentiales  parti- 


^(ß  — j')...sin^(ü  — ;,) 


0/       —  2^"-*  sin  ^[a- 

^f       —  2"'-=sin^{/:J  — a)  si-n.\{ß—y)...s,i-ai^[ß-~fi) 


&/      —  2'"-^  8in-^{^  —  a]  aiu-^  {^i  —  j?).,.sin-J  (// — X) 
His  aequationibus  additis,  quum  sit  aecundum  art.  J7,  (3): 

hu  ^  hß  ^       ,  a^(      zn      ^      ,^ 
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quia  in  diffcTentiatione  radicum  a,  ß,  ...  fi  nonnisi  coefficiens  f,  non 
ergo  2,  variabilis  spectabatur,  habetur  pro  pari  numero  quarumvis 
quantjtatum  a,  ß,  •y,...^i: 


■.n\{a^ß)ün\[a-y)...^hi\{cc~^)^^i^\{ß-cc)An\[ß-y)...^mW~}^) 

ein l  f/i  —  «)  sin 4  [ji  —  ß)  ...svo.\{n  —  l) 
Sirailiter  additione  aequationum 


ö 

.e^E 

2^"-Hm\{<.^ 

-P), 

i.i(«- 

-r)- 

.smi(.- 

-!■) 

hß 
.escE 

sc,S 

Ö 

2^"-*sini{^- 

-ttjai 

"i(?- 

-Yl- 

..mi(,J- 

-."} 

etc. 

etc. 

.e&cE 

SCfi 

i, 

a^-^'sinK^- 

-als: 

i-ilc- 

-!!]■■ 

,smi(p^ 

-i) 

quum 

iterum  ' 

habeatur : 

Ö.esc 

+    *''    + 

■  +  » 

b^ 

^  ö 

.esc-E 

' 

prodit 

BCi 

X 

ämi(|S-o)...sii 

liKi»  — p) 

sin  1-  (a 

■.~ß).. 

.smi(«~p)    '     ; 

sin  |-  [/(  — ■  a)  ...  sin  ^-  [ja.  ■ —  l]  ' 

ideoque  etiam 

cos  (a  —  A)  cos[|g  —  A) 

Bin^{a  —  ß)...sin^{<x  —  fi)       sin  -^  (/S  —  ß) . . .  sin  i^  iß  —  (i) 

^       ^sini[^-a)...sini[,t-/)         °  ' 
j4  denotante  quantitatem  pro  lubitu  determinandam. 

ülterius  autem  hac  via  progrediendo  generatim  invenietur  esse: 

cos  (pa  —  P]  cos[pß  —  P) 

sin\{a-ß)...ün\{a-i7y^iTi\[ß-a)...sm\{ß-^] 

4_         ,  cos(j>,M  — P)  _ 

"^■■■"^sini[f/-K)...sin|(^->.)       °  ' 

dummodo  sit  p  numerus  integer  ipso  n  minor. 
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Omnes  vero  lias  formulaa  si  addendo  conjungimus,  luultiplicatas 
antea  respcctivc  per  factores  arbitrarios  s,  a,  b,  ...  ,  foimulam  multo 
adhuc  generaliorem  consequimur  hanc: 


2  +  OC 

08  [« 

—  Aj  +  b  cos 

(so- 

-Il)  +  . 

..+ 

oos(yo- 

-P] 

Sin 

2  +  O  008  [ß 

—  A)  +ÖCOS 

-7).. .8111 

..+ 

cos  {pß~ 

-P) 

sin  i  (((- «i  sin  i  (,!-,.),..  sin  i  (/S  -  ,1) 


g  +  tt  cos  (^  —  ^)  +  i  cos  (2  j<  —  g)  +  ■ . .  +  cos  (;D,n  —  P)  _ 
+  5inl(,.-a)sin|(p-/()...sinJ(^~*)  -°  ' 

vel  resolutis  harum  fractionum  numeratoribus  singulis  in  zp  factoi'e 
foi-mae  sin^(a  — a)  [art.  5),  ac  dein  quovis  arcu  duplicato: 


sin  {a  ~ 

-  a)  sin  (ß  —  Ä)  sin  [«  —  c).. 

..sin(ff— ^) 

sin  («  - 

-^)sin[a  —  y]  sin[a  — d).. 

.sin  («  —  ,.} 

,    .iniß^ 

-«)sin(,9-6)sin(/S  — c).. 

.sin  (/?  —  ?) 

1    Sil.  (^- 

-a)sm(ß~y]sm{ß  —  ö}.. 
etc.                      etc. 

..sm{ß -fi) 

j   sin  (|it  - 

-ß)  ein(,«  —  5)sin(f(  —  c)., 

..mnifi  —  q] 

sin  [^  —  tt]  ein  {/t  —  /^)  sin  {fi  —  y) ...  sin  [fi  • — ■  X]  ' 

dummodo  elementonim   a,    ß,    y,...  fz    et  a,    b,    c,...  q   nunieri  sint 
pares  et  prior  major  posteriori. 

Eandem  vero  formulam  non  minus  ralituram,  si  uterque  elemen- 
torum  numerus  sit  impar  et  prior  posteriori  major,  intelligitur  ope 
aequationis  düferentialis  art.  18,  (3)  eodem  modo  in  üsum  vocatae, 
quo  supra  tractabantur  aequationes  art.  18,  (]}. 
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De    minima  variatione   azimutM   stellarum 

circulos  paralleles  uniformiter  describentium 

commentatio, 

Lipsiae,  1S16. 


Neisi  äer  Selhstameige  des  Verfassers  im  drUten  Bande  der  Lindenau- 

Bohnenherger'sehen    Zeitschrift  für    Astronomie,    Tübingen    1817 

S.  S2-S7. 
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'nerementis  Analj/seos  per  Astrunomtam  saiortis 
MDCGCXVI  observantiBBime  invitat 
du8  Moel)iu3   Astr.  Prof.  extraord.  design. 
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§.  1,  Inter  varias,  quae  recentiori  tempore  ad  accuratiorem 
terrae  dimensionem  in  usum  vocatae  sunt,  operationes  haud  ultimum 
sibi  locum  vindicat  determinatio  azimutlii  objecti  terrestris  ex  obser- 
vata  ejus  a  sole  vel  Stella  aliqua  distantia.  Cognito  enim  simul  ob- 
servationis  hujus  tempore  et  debinc  compiitatis  stellae  a  zenitbo  appa- 
renti  distantia  et  azimutho,  obsersata  denique  objecti  zenithali  distan- 
tia, in  triangulo  sphaerico  inter  zenithum,  stellae  locum  apparentem 
et  objectum  concepto  tria  innotescunt  latera,  ex  quibus  angulus  ad 
zenithum  inventus  et  stellae  azimutho  additus  vel  ab  eo  subtractus 
quaesitum  objecti  terrestiis  azimuthum  nobis  exhibet.  Moraentum 
autem  bis  observatiouibus  iuprimis  opportunum  generaliter  id  esse 
intelligitur ,  quo  stellae  azimuthum  minimas  variationes  subit.  Ita 
enim  fiet,  ut  etiam  objecti  azimuthum  minoribus,  quam,  quibus  alias, 
erroribua  sit  obnoxium. 

Satis  fuse  de  atellae  loco  ad  determinationem  .  azimuthi  objecti 
terrestris  aptiseime  eHgendo  dissemit  celeb.  Delambre  in  Base  du 
Systeme  metrique  pag.  151-^156.  Designatis  poIo,  zenitho,  stellae 
loco  vero  et  objecto  terrestri  respective  per  /*,  Z,  S,  G,  azimuthum 
objecti  a  meridiani  parte  boreali  inccptum  erit 
PZG  =  PZS±:  SZG  . 
Jam  errores,  quibus  azimuthum  stellae  PZS  adfectum  esse  potest, 
Delambre  invenit  differentiatione  aequationis: 

sin  ZÄ  .  sin  PZS  =  sin  ZPS .  sin  PS  , 
dPZS  =  dZPS  .  cot  ZPS  .  tang  PZS  (A) 

—  dZS  .  cot  ZS .  tang  PZS  +  dPS  .  cot  PS .  tang  PZS  . 
Ilis,  et  erroribus,  qui  in  angulum  SZG  redundant,  in  summam 
collectis  ita  deinde  argumentatur : 

he  ierme  le  plus  important  est  celrn  qui  depend  de  Vwngle  horaire 
Pt  or,    la  seule  impeetioii  du  terme  dP .  ootP.  tang  Z  fait  voir  qu'il 
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faut  emter  les  ohservatiom  atix  environs  du  premier  vertical;  car  alors 
Z  diffSrant  peu  de  go°  le  facteur  tang  Z  seroit  tres-considSrable  et  la 
moindre  erreur  dP  deviendroit  tris  sensible;  .  , .  Quand  f angle  P 
diffkfe  peu  de  90",  ce  terme  doit  Mre  fort  petit,  et  comme  il  change 
de  signe  ä  6^,  on  voit  que  dans  les  observations  votsines  du  cercle  de- 
6*,  les  erreurs  de  la  pendule  sont  tr&s-petites  et  de  signes  contratres 
avant  et  apres,  en  Sorte  gu'elles  doivent  se  compenser  et  s'aneantir. 

Ät  non  animadvertisse  videtiir  Vir  celeb.,  quum  distantia  zeni- 
thalis  ZS  ex  horario  ZPS  computetur,  etiam  harura  quantitatum 
differentialia  a  se  invicem  pendeant,  nccesse  esse.  Quae  quidem 
mutua  relatio  inyenitur  differentiatione  aequationis: 


cos  ZS=  cos  ZPS.  sin  ZP.  BmSP+ cos  ZP.  cos  SP, 

dZS.  smZS=  dZPS.  &mZPS.  sin  ZP.  sin  SP, 

dZS  =  dZPS .  sin  ZP .  sin  PZS , 

et  facta  in  (A)  substitiitione : 

dPZS=^dZPS  .t^-a^PZS  {cotZPS—  coiZS  .siwPZS  .smZP]-^ 

Hie  autem  ipsius  dZPS  coefficiens,  qui  relationcm  variationis  azi- 
muthi  ad  variationem  anguli  horarii  exprimit,  neque  ^YoPZS^=go° 
iiifinitus  fieri,  —  hoc  enini  casu  expressio  uncis  inclusa  ad  nihilum 
rcducitur,  —  neque  pro  ZPS  =:  1^0°  minimum  semper  valorem,  ut 
ex  sequentibus  patebit,  tenere  diei  potest. 

Simile  quiddam  contendit  etiam  ccleb.  Biot  in  Astronomie  physi- 
que,  Tom.  I,  pag.  318.  Ibi  eiiim  operationem  illam  geodaeticam  expli- 
cans  addit,  momentum,  quo  stellae  angulus  horarius  sit  =  go",  obser- 
vandae  objecti  a  Stella  distantiae  maxime  opportunum  esse.  Tunc 
enim  aaimuthum  stellae  parum  variaxi,  propterea  quod  hoc  loco  Stella 
a  piano  meridiani  sit  remotisaima.  Cui  vero  hujus  argumentationis 
tenuitae  non  cadit  in  oculos?  Verum  quidem  est,  nostris  regionibus 
angulum  horarium,  cui  minima  azimuthi  variatio  respondet,  pro  stellis 
non  ultra  quadraginta  circiter  gradus  ab  aequatore  dissitis,  paucis 
tantum  gradibus  quadrante  majorem  vel  minorem  esse.  CJuod  tarnen 
non  idem  yalet  pro  terrae  locia  in  vicinia  aequatoris  vel  polorum 
sitis.  Praeterea  si  declinatio  stellae  ab  elevatione  poli  nonnisi  pa- 
rum siiperatur,  angulus  iste  horarius  admodum  parvus  evadit  adeoqiie 
in  nihilum  abit,  si  declinatio  elevationi  aequalis  fit. 

De  minima  igitur  azimuthi  variatione  quum  non  satis  omnibus 
cODStare  animadvertissem,  in  hanc  rem  paullo  accuratius  inquirere 
apud  me  constitui,  eoque  minus  has  diequisitiones  publici  juris  facere 
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dubitavi,  quo  majorem  elegantium  relationum  et  formularum  copiam 
id  ipsum  argumentum  subministrabat. 

§.  2.  Problema.  Data  elevatione  poU  dataque  cvrcuU  paralhli 
declinatione,  ea  in  parallelo  tnvenire  hca,  in  quibtts  stellae  paralhlum 
uniformiter  descHbentis  azimuthutn  tardisdme  variaiur  stve  aequaUhus 
iemporis  elementis  minima  incrementa  capit. 

Vocentur 

elevatio  poli cp 

ötellae  declinatio d 

ij       altitudo tj 

})       anguluiS  lioraiius r 

1)       azimuthum  a   meridie  directione   motus   diurni   nume- 

ratum ß 

»       augulus  parallacticus ft 

erit  in  triangulo  sphaerico,  cujus  latera 

90°  —  tp  ,  90"  —  6  ,  go°  —  rj  , 

et  anguli  bis  laterjbus  respective  oppositi 

sin  rp  cos  t  =  tang  ö  cos  <p  +  cot «  sin  jr ,  iJ) 

cos  n  =  ain  fp  sin  a  sin  r  +  cos  a  cos  t  ,  [II) 

sin  a  cos  rj  =  cos  5  sin  t  ,  [III) 

sin  (p  =  cos  ft  cos »;  cos  d  +  sin  i;  sin  d  ,  [IV) 

sin  ij  ^  cos  T  cos  <p  cos  ö  +  sin  y  ain  ij  .  (V) 

Assumtis  jam  Ö  et  (p  constantibus,  1  variabili,  et  a,  rj,  n  a  varia- 
■bili  T,  cujus  diffeientiale  primum  constans  ponendum  est,  dependen- 
tibus,  erit  differentiata  formula  (1)  et  in  usum  vocatis  (II),  (III),  [IV): 


sin  fp  —  sin  d  sin  ij  . 

cos  -rj^ 
et  reiterata  differentiatione : 
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„  2  sinm  sin»)  —  sind  —  simJsinj)*  ,     , 

d^a  ^ '— — T -'—  cosridrtdT  . 

cos  rj^ 

Invenitur  autem  differentiata  formula  (V) : 

coa i^dri  =  —  sin r  cos (p  cos  d  dt , 

quo  in  praecedenti  substituto  prodit  tandem  quotiens  differentialis 
eecundvis ; 

d'  a        sin  Ö  sin  «*  —  2  sin  w  sin  v  -4-  sin  6   . 

-^-:  ^  — ■  ■■■     ■ — '— — — —  Sin  T  coa  w  cos  0  , 

dT^  cos  7]'  ' 

quem   si  variatio    azimiithalis   da    maximum  vel   minimum   valoreni 

obtinet,   nihilo   aequalem  fieii  constat.     Hunc  igitur  quotienfcem  an- 

nuilando  erit  vel  sin  r  :=  0,  vel 

(1)        sin  li  sin  ij^  —  2  sin  9)  sin  1;  +  sin  Ö  ^  o  , 

quarum  aequationum  prior  stellam  in  meridiano  positam  exhibet,  ubi 
Variationen!  azimuthalcm  maximam  esse,  omnibua  notnm.  Altera 
snppeditat  sinum  altitudinis,  quae  minimae  Variation!  respondet: 


Hol  ' 


§.  3.  Jam  vero  ut  valor  ipsius  sin»;  ex  hac  formula  realis  emer- 
gat,  debebit  esse   absoliite 

sin  (p  >  sin  ö,      aive     ly  >  ij . 
Ex  quo  porro  sequitur,  ne  sinrj  Umites  d=  i  superet,  signorum  quanti- 
tati  radicali  praefixorum  nonnisi  negati?um  accipi  posse.    Neutiquam 
vero  limites  isti  hoc  loco  aufiiciunt.    Arctioribus  ain  rj  continetur,   üs 
scilicet,  quos  in  meridiano  valores  asseqiiitur ; 

sin[d4-9o'' — fp)  =  co8{if  —  Ö)   et  sm[S  —  [go" — ip}]  =  — cos {r/j  +  ij) ; *] 
ita  ut  habeatur: 

sin  ij  <  cos  (yi  —  6)  ,        sin  1/  >  —  cos  [ff  •+■  ö)  . 

Videamus  igitur,  quae  novae  exinde  inter  rp  et  ij  relationes  inter- 
cedere  debeant,  ne  sin  j;  hos  terminos  transgredi  possit.  Quum  diffc- 
rentiae 

sin  t^  — -  cos  {fp  —  (J)  ,         sin  tj  +  cos  {cp  -}-  6) 


")  Idem  ex  eo  quoque  deduei  potest,  quod  trium  ttianguli  laterum,  go" —  ip, 
d",  90°  —  >j,  binorum  summa  tertio  major  esse  debet. 
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oppositis  signis  adfectae  esse  debeant,  earum  productum  erit: 

{sin  ij  —  cos  {fp  —  iJ))  {sin  ij  +  cos  [cp  -\-  S))  <  o  , 
et  multipHeatione  peracta: 

sin  t;^  —  2  sin  tp  sin  iJ  sin  j;  —  cos  <p^  +  sin  ö*  <  o  . 
Atqui  liquet  ex  §.  2,  (I); 

sin  li*  sin  rj^  —  2  sin  y  sin  d  sin  ij  +  sin  ö^  ^  o  , 
qua  aequatione  a  praecedenti  subtracta  reperitur: 
cos  6^  sin  ))*  —  cos  95^  <  0  . 
Hinc  diios  alias  ipsius  sinij  Kmites  cognoscimue: 

cos  Iß  .  cos  (ß 

sm  1}  < {-  ,        sui))  > ^  , 

'        cos  0  '  eos  0 

quibus  comparatia  cum  limitibus  prioribus,  prodit: 

CO8  ep  ^  ,      ,     ,,  cos  ffi    ^         ,  t, 

f  >  —  cos  9>  4-  <5) , T  <  cos  [fp  —  ö], 

cos  0  "^  '  cos  0  "^ 

vel 

^  +  c„M.,  +  ä)>«,      -°51|  +  co.,^~ä)>„, 

et  dividendo  per  cos  f/"  cos  d: 

tang  S^  -\-  2  —  taug  <p  tang  ij  >  0  ,      tang  li^  -J-  2  +  tang  fp  tang  iJ  >  o , 

ergo: 

[tang  cp  tang  (5  —  2  —  tang  ö^]  (tang  (jo  tang  iS  +  2  +  tang  ()^)  <  o , 
et  dividendo  utrumque  factorem  per  tang  ö : 

(tang  ip  —  2  cot  S  —  tang  ö)  (tang  (p  -{-  2  cot  ä  -\-  tang  li)  <  o  . 

XJnde  concludimus,  si  rj  intralimites  ^=^(90" — <p]  occurrat,  tangy 
intra  limites  äz  (2cot  d  +  tang<i]  contineri.  Simili  autem  ratioci- 
nandi  modo  evincitur,  ei  tj  limites  ülos  superet,  ideoque  sit  sini; 
cosinuum  —  cos  (rp  -[-  ö),  cos  {tp  — ■  d)  utroque  vel  major  vel  minor, 
fore  tunc 

(tang  tp  —  2  cot  ö  —  tang  d]  (tang  (/J  +  2  cot  Ö  +  tang  d)  >  o  , 

et  hanc  ob  rem  tang  tp  extra  limites  ±  (2  cot  d  -|-  tang  d)  obversa- 
turam,  Quibus  tandem  conficitur,  quo  pro  datis  fp  et  d  minima  azi- 
muthi  variatio  locum  habeat,  requiri,  ut  sit  absolute : 

<p  >  ö     et     tang  9)  <  2  cot  d  +  tang  d  . 
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§.  4.    Ponendo 

2  cot  d  +  tang  d  =  taug  tp  , 
patet,   ip  pro  positive   6  eosdem  positivos  valores  nancisci,  quos  pro 
negativo  d  negativos  accipit,  nunquam  autem  ad  nihilum  reduci  posse. 
Habet  igitur  tang  ip  valores  duoe  niinimos  sibi  aequalea  et  oppositos, 
qui  inveniuntut  resolutione  aequationie 

tang  d*  —  tang  d  tang  t/i  -}-  2  =:  o  . 
Hinc  enim  cum  prodeat 

2  tang  d  =  tang  fp  ±  Vtang  1//'  —  8  , 
sequitur  minimus  valor  ipsius 

t&ngtp  =  YS  ,     linde     -ip  =  70°  31'  44", 
cui  respoiidet 

tangd  =  y2,      d  =  54°  44'  8". 

Quum  igitui  generaliter  debeat  esse 

tang  if  <  tang  ip  , 
elucet,  si  (p  minimo  isto  ipsius  ip  valore  minor  sit,  pro  quavis  Stella, 
quae  ipso  rp  minorem  declinationem  habet,  minimam  azimuthi  varia- 
tionem  revera  adfore. 

Sin  vero  est  tp  >  70°  31'  44",  resolvatur  primum  espressio: 

tang  I?*  —  tang  d  tang  <p  -\-  2 
in  factores 

(tang  6  —  tang  3')  [tang  ö  —  tang  d")  . 

Quo  facto  pro  declinationibus,  quae  extra  d'  et  d"  cadunt,  modo 
elevationem  poli  non  superent,  minima  azimuthi  vaiiatio  locum 
tenebit,  neutiquam  vero  pro  iis,  quae  intra  hos  limites  obversantur. 
Sit  enim  primum  declinatio  D  utraque  d',  d"  vel  major  vel  minor, 
differentiae 

tang  /?  —  tang  d',     tang  D  —  tang  d" 

iisdem  gaudcbunt  signis  eamque  ob  caussam  eai-um  productum 

tang  D^  —  tang  I)  tang  9)  +  2  >  o  , 
ergo 

tang  (f  <.  2  cot  D  -\-  tang  D  . 

At  si  D  intra  S'  et  d"  cadit,  diiFerentiae  istae  diversis  signis  adfectae 
erunt,  itaque  productum 

tang  D'^  —  tang  D  tang  rp  -^  2  <.o  , 

ex  quo  conficitur 

tang  rp  >  taug  D  +  2  cot  ß  . 
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6',    d",   D  valores^ 


Caetenim   haec   ratiocinia    absolutos   ipsorum 
spectare,  vix  opus  ^t,  ut  moneatur. 

Ad  numerice  resolvendam  aequationem 

taug  6^  —  taug  d  taug  91  +  2  =  o  , 
praestat,   eam  in  hanc  formam  redigere  calculo   logarithmico   magis 
adaptatam : 

3C0S(/)^ — cos  (("/)-(- 2  ö)  ^  cos  [180° — {rp-\-2  6}]  =^  cos[y  +  2(3  —  180°)  . 
Poneudo  enim 

3  COS(/J  =  C03X  ; 

duo  valores  ipsius  d  statim  eliciuntur: 

6'  =  go"  — i(y.  +  x),     ä"-=  90°  — i('/'  — X)  ■*. 
Ope  hujus  formulae   adjectam  tÄbulam  computavimus,  quae  pro  rp  a 
70"  32'  usijue  ad  90°  biiiis  gradibus  accrescente,   valores   declinatio- 
num  iJ',  ö",  intra  quas  nulla  datur  minima  azimuthi  variatio,  exhibet. 


V 

ä' 

r 

70»  32' 

54°  44' 

54"  44' 

72   0 

43  0 

65  0 

74   0 

35  54 

70   6 

76   0 

30  16 

73  44 

78   0 

25  18 

76  42 

80   0 

20  42 

79  IS 

82   0 

16  21 

81  39 

84   0 

12  9 

S3  51 

86   0 

8   3 

85  57 

88  0 

4   . 

87  59 

90  0 

90  0 

§.  5,  Poatquam,  quomodo  altitudu,  tui  minima  azimuthi  variatio 
respondet,  inveiiiri  possit,  ostensum  est,  trauseamus  jara  ad  reliqua- 
rum  triangiüi  partium,  puta,  aiiguli  horarii,  azimuthi  et  aiiguli  pa- 
rallactici  determinationes.  Quamvis  enim  inventa  ista  altitudine  tria 
latera  cognita  sint,  ex  quihus  anguli  solitis  trigonometriae  pracceptis 
computari  possint,   tarnen  lelatio   ipsa  ex   natura   niinimae   azimuthi 


*)   Prodit  exinde  horum  valorum  summa!    d'+  ö"^  rSo" —  rp. 
modo  intelligitur,  quod  ex  natura  aequationie  quadratioae  sit: 

tang  ä'  +  tang  rf"  =  taug  ip  ,         tang  <f '  tang  ä"=  t  . 
Ergo 

.n,  „.+  ,,.  J^^-£  +  i^  =  -.„„  =  ..„, „sc 


Iden 
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vaiiationis  inter  trianguli   partes  intercedens  formulas   ad  haue  ejus 
Solutionen!  multo  concinniores  nobis  siippeditat. 

Introducantui  in  hunc  finem  altitudo  stellae  iii  primo  veiticali, 
quae  audiat  H,  et  angulus  tunc  tempoiis  horarius  T.  Quae  quidem 
quantitates  per  (p  et  iJ  solutione  trianguli  rectanguli  inter  polum, 
zenittum  et  etellam  in  priino  veiticali  positam  hunc  in  modnm  de- 
finiuntur : 

(I)  sma»?"-!, 

' '  sin  (jp 

(II)  cos  T  =  tang  §  cot  (p  , 
nee  non  piaeteiea  habetur; 

(ni)  cos  B"  =:  cos  (5  sin  T , 

(IV)  sin  H  =  ^^  cos  T . 

'     '  cos  (p 


§.   6.     Hinc  primuni  pro   sini;  ex  §.  2,  (2}   accipiemus    simpli- 
cissimani  omnium  relationem: 

{I)  srnj;  =  —  =  tang^JT . 


Est  igitur  sinus  altitudinis,   cui  minima  aztmuthi  variatio  respon- 
det,  aequalis  tangenti  alUtudinis  dimidiae  in  primo  veriioali. 

Deinde  pro  t  haberi  constat: 

sin  jj  —  sin  <p  sin  d 

cos  fp  cos  ö         ' 

et  si  expressiones 

I  —  cos  H         ,  .     ,        sin  (J* 

sm  v  ^  - — .  ■  r-,  -  ■■  ,      sm  ffi  sin  0  =  —. — 7^  , 
'  smJa  '  sm  II 

substituuntur  ac    dein    loco    cos/f,    sinlf  valores   eorum    ex    §.  5, 
(ni),   (IV)   ponuntur; 


sin [45°  —  i(r  —  d)]  sin  [45°  -  |  (T  +  d)]  tang  y 
sin  d 


Porro  invenitur  azimuthi  cosinus: 
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sin  fl)  sin  v  —  sin  ö         sin  ii  —  sin  H  ,„, 

-  _ — f'.  .  .  L,^_-^^__  —  __i tang  rc  3} 

cos  (p  cos  )/  cos  rj 

cos  Ä'  (cos  II  - 


aHc: 


-  tang  (p  =  —  cos  H  tang  tj  taug  y 


-  tang  }j  tang  rp  -     t   rr  i/~ — i^  ,. 

I  -|-  2  tang  )j*  -^  °  '^ 


(leniqne  cosinus  angiili  parallactici ; 
sin  (p  —  sin  ij  sin  ö  _ 


cos  ij  cos  ci  cos  ij  sin  II 

tang  (i  I  ^        V     ^  ycos  // 


-tang.3cot^=  tang  .5  . 


cos  j;  tang  II        2        °  2  sin  ^  -ff 


§.  7.  Eadem  fere  concinnitate  ij,  t.  a,  jt  auxiliari  angulo  pa- 
rallactico  primi  verticalis  exprimi  poseunt.  Sed  omissa  harum  ex- 
pressionum  evolutione,  omnino  nullie  difficultatibus  laborante,  in 
praesenti  sufficiat,  nonnullas  adhuc  formulas  ex  prioiibus  derivare, 
q^uae  tum  pei  se  inprimis  dignae  memoratu  videbantur,  tum  etiam 
examini  calculi  prioribus  siiporstrncti  commode  inservire  possunt. 

E  formula  (3)  habetur: 

cos  II  sin  jj  tang  rp  cos  H  sin  iy  tang  fp 


[§.5,  (III)],  neonc 
cot^  ^= 


sni  a  cos  ij 

cos  ä  sin  t 

—. sin  ij  tang  <p  , 

a.  e  formula  (4) ; 

tang  ö 

tang  ä 

cos  ij  tang  H        sin  r  cos  <p  I 

;nr^ 

-  tang  cp 

[§.  5,  (1),  (III)],  unde  dividendo  (5)  per  (G): 

tang  Tt  cot  ß  =  —  sin  tj  .  (7) 

Aliam  pro  cot  a  expressionem  nanciscimur  ex  §.  2,  (I) : 

/  .        t     .■     1  sin  ffl         cos  T  —  cos  r   . 

cot  a  ^  cos  T  — -  tang  ö  cot  ml  — ; — —  :=  ; sm  rp  ,     [8) 

'  °  ^    smr  sm-E  r  '     \  i 

cui  simillima  pro  sin»;  ex  (5)  obtinetur  haec: 
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cos  T  —  cos  T 


sin  T 


§.  8.  Ad  majorem  eorum,  quae  hucusque  do  minimae  variatio- 
nis  azimutlii  locis  exposita  sunt,  dilucidationem  visum  est,  paucis 
adhuc  de  cuiva  disserere,  quae  pro  data  poli  elevatione  per  ista  pa- 
rallelorum  puncta  ducitur,  Aptissime  autem  in  locuni  coordinatai'um 
curvae  eliguntur  azimuthuin  et  altitudo,  quippe  inter  quas  hanc 
aequationeni  locum  habere  vidimua: 


(1)  cos  et  =  - 
qua  resoluta 

(2)  tang  I)  =  - 


-  tang  rj 


-  tang  (p 


-  2  tang  if  ' 

1  cos  a  \  ' 


cot  ij  -\-  2  tang  Tj 


Diffeientiata  deinde   aequatione  (1)   habetur  pro 
circulus  veiticalis  curvam  incidit: 


Qgulo  i 


(3}     tang  w  =  cos  ij 


3  cos  -t}^  — 


{2- 


[   +2 

COS  Tj  tang  y 


)*     sin  ß  cos  t] 


Jani  primum  ope  aequationis  (1)  facile  est  intelligete,  curvam  a 
singulis  circulie  horizonte,  meridiano  et  verticali  primo  in  duas  pai- 
tes  aequales  et  similes  dividi,  Deinde  patet,  si  elevationem  poH 
borealem  statuimus,  pro  altitudine  positiva  azimuthum  in  horizontis 
quadrantes  boreales,  pro  negativa  in  australes  ineidere,  curvam  igitui 
hemisphaerii  superioris  nonnisi  partem  borealem,  infenoria  nonniai 
australem  occupare.  Design atis  porro  liorizontis  punctis  orientali, 
boreali  et  occidentali  per  0,  JV,  W,  zenitho  per  Z,  quum  pro  t;  ^  o 
et  ij  ^=  90°  liat  cosK^o,  cuivae  pars  supra  horizontem  posita, 
quam  solam  hie  considerare  sufficiet,  transibit  puncta  0,  Z,  W. 
Atqui  pro  ij  =  o  et  a  =  ±  90"  emergit  ex  (3): 

tang  w  =  ±  tang  (p  , 

et  pro  Tj  ==  90"  et  a  ^  dr  90°  fit 

ergo  primus  veiticalis  OZW  curvam  in  punctis  0  et  W  sub  angulo 
poli  elevationi  aequali  secat,  et  in  puncto  Z  eam  tangit. 

His  de  cuiva  in  genere  demonatratis,   ad  ejus  formam  penitius 
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cogiioscendam  necessarium  erit,  quinque  casua  distinguere,  pcouti 
scilicet 

tangf/)  =  o  ,     <V8  ,     =VB  ,      >V&  ,     =  oo  , 

A)  Si  tang  rp  =  o,  h.  e.  sub  aequatore,  pro  qiiovis  i;  fit  cosa  =  o, 
ergo  curva  cum  veiticali  0  ZW  coincidit. 

B]  Si 

tang  r/)  <  y  ö  ,       sive       tp  <  70"  3 1 '  44" , 

maximus  negativus  valor  ipsius  cos  a  ex  (2)  appaxet  esse 
tang  <p 

cui  azimutho  unicus  ipsius  tang  -q  valor  rospoiidet  a  poli  elevatione 
independens : 

tang?;  =  y^,  ri  =  35"  15'  52". 

Substituto  hoc  yalore  in  (3)  prodit  tang  (0  =  0;  ergo  curva  in  dnobus 
puuctis  designatis  per  M,  M' ,  quoium  utriusquc  altitudo  =  35°  15'  52", 
et  quae  a  circulo  ZN  ad  utranique  partem  aequaliter  distant,  a  cii- 
culis  verticalibua  per  M,  M'  ductis  tangetur.  Hanc  vero  punctorunx 
M,  M'  n  ZN  distantiain,  quoniam  pro  ca  sit 

cos  K  = ■    °   -  , 

Vs 

eo  minorem  esse  patet,  quo  niagis  rp  ad  Hmitem  70°  31'  44"  adpro- 
pinquat.     Pro  quovis  alio  negativo  ipsius  cosa  valoie,   qui  raaximo 

isto  —  — -5— t  minor  est,  aequatio  (2)  duos  ipsius  tang  ij  valores  po- 
sitivos   exhibet,   alterum  <  y  — .    alterum  >  y—  • 

Curva  igitur,  postquam  horizoateni  in  puncto  0  sub  angulo 
aequatoiis  altitudini  aequali  transgressa  est,  primum  versus  boream 
tendere  incipit.  Maximam  deinde  a  primo  verticali  distantiam  in 
puncto  J/"  uacta,  cutsum  versus  zenithura  dirigit,  ad  primum  verti- 
calem  iterum  adpropinquat,  eumque  in  zenitbo  ipso  tangendo  asse- 
quitur.  Quo  facto  inversa  ratioue  per  punctum  iW  ad  horizontis 
punctum  JV  revertitur. 

0)  Si 

tang  <p  ^y  8  , 

maximus  ipsius  cos«  negativus  valor  hoc  casu  est  ;^  —  i,  cui,  ut 
supra,  respondet 
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tang  rj  =  y  —  ■ 

His  vero  valoiibiis  in  (3)  substitutis,  expressio  pro  tangtr^,  quia  ejus 
numeratori  inest  factor  i  —  2  tang  rj^,  denominatori  factor  sin  a,  hinc 
indeterminata  redditur.     Üt  igitur  verus  valor  quantitatls 


quam  z  vocabimus,  eruatur,  eliminetur  tang)/  combinationc  aequa- 
tionuni : 

■ -. — ■■■■°  '    ^  z  ,         cos  et  =  ■ — -— — p-i-—  1/  8  , 

sm  «  1+2  tang  vj^  ' 

invenieturque  omnibus  rite  rednctis  et  dividendo  denique  per  sin«*. 

s^  cos  «^-(-42  siii  ^  —  4  =  0, 
unde  pro  «  =  180"  demanat 

et  facta  in  (3)  substitutione  : 

tang  tu  ^  dz  I/3  ,       w  =  60°  et  120". 

Liquet  exinde,  cui-vae  puncta  M,  M'  hoc  casu  in  verticali  ZIN 
in  unum  coire,  cujus  altitudo  itidem  =  35"  15'  52";  in  hoc  autem 
puncto  curvam  cuspides  nancisci,  ita  ut  ejus  rami,  ZM,  OM,  ZM', 
WM'  intei  ae  et  cum  meridiano  ZN  sex  angulos  aequales  circum 
hoc  punctum  faciant. 

D)  PoK  elevatione  jani  ultra  70"  31'  44"  accreseente,  1^  pro 
a  ^  180'*  duos  valores  sortitur; 

l'<  35°  15'  5^"<V"- 
Valorum  autem,   quos  ij  pro  quovis   alio  azimutbo  induit,    alter  erit 
>  Y',    alter  <  j;'-     Punctia   igitur   meridiani,   quae  his   altitiidinibus 
respondent,  denotatis  per  ni,  m',  ita  ut  sit 

iV'm  =  ?j',       Nm  =  Tj" , 

curva,  quae  praecedenti  casu  etiam  es  partibus  una  OMWet  altera 
in  se  ipsam  redeunte  ZMZ  constans  spectari  poterat,  nunc  separatis 
his  partibus  antea  in  M  contiguis,  in  pai'tes  OmW,  et  Zm'Z 
discessit.  Deinde  pro  a  =  180",  quum  hoc  casu  non  sit  simul 
tang  ij^  ^  —  ,    fit 

tang  cu  ^  00  , 
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eaque  de  re  meridianus  NZ  curvam  in  punctis  m,  m'  sub  rectis 
ai^ulia  secat.  Omnee  igitur  paralleli  intra  puncta  m,  m'  obvii  mi- 
nima azimutbi  variatione  destituti  sunt. 

Congniimt  haec  cum  iis,  quae  supra  (§.  4]  de  hoc  casu  disse- 
ruimus,  minimam  azimuthi  variationem  non  pertinere  ad  parallelos, 
quorum  declinatio  >i?'  et  <  d".     Deberet  igitur  esse; 

lj':=  (J'-j-  ^  —  go",         rj't^  d"+  (p  —  90°, 
ergo 

ij'-4-  d"=  j^"-i-  ö'=  i5'+  6"  -\-  (p  —  90"  =  90" 

(vide  notam  ad  §.  4),  et  dehine 

coti)'=  tangiS"     et     cot)j"=  tangÖ'. 

Haec  autem  revera  ita  se  habere,  ilHco  deraonstrant,  quae  hie  locuni 
tenent,  aequationes: 

tang  d*  — ■  tang  d  tang  (jp  -f-  2  =  o  , 

cot  Tj^  ■ —  cot  Tj  tang  (p  -\-  2  =  o  . 

Jam  quo  magis  elevatio  poli  ad  90°  aceedit,  eo  magis  punctum  tn' 
ad  zenithum  et  punctum  m  ad  horizontem  adpropinquat,   donec 

JE)  sub  polo  ipso  curvae  pars  circularis  Zm'Z  in  zenithum  seu 
polum  contrahatur,  altera  para  OmW  cum  liorizonte  coincidat. 


§.9.  Superest,  ut  minimae  azimuthi  variationis,  cujus  de  loco 
in  aphaera  determinando  satis  dictum  arhitramur,  nunc  quantitatem 
ipsam,  puta  intra  minutum  secundum  temporis,  invcstigemus. 

Generahter  autem  variationem  azimuthi  intra  elementuni  tem- 
poris dt  (§.  2)  vidimua  esse 

cos  6  cos  7C  , 

da  =^ dt . 

cos  ri 

Hinc  ut  eruatur  Yariatio  minima  et  maxima,  cujus  hoc  loco  simul 
rationem  habebimus,  pro  sr  et  ?;  valores  haiiim  variationum  loca 
spectantes  in  formula  iata  snbstituendi  erunt.  Et  primuni  quidem 
pro  maxima  variatione,  quae  in  meridiano  locum  habet,  erit 


r,=ä±  {(^o"  —  f/))  , 


yGoosle 


e  aziinuthi  Stellarum. 
(1)  in  culminatione  superiori:    da  = 


l.<P  -  i) 
COS  d 


Pro  mini 

ma  contra  variatione  quum  sit  §,  6,    [4! 

cos  JT  =  -^  tang  ö  cot  i;  , 

prodibit: 

(31 

,            sin  1^     ,               sin  d 

(?a  =  — ^ dr  ~  — rrr  «^  ■ 

2  sin  i;             2  tang  ^  ±f 

Maximum  jain  functio 


i  .1,1/       'sind^i 


constante  poli  elevatione,  vnlorem  assequitur  pro  Ö  =  o,  quo  casu  fit : 
sind  .  ^      ,  .        , 

Notari  autem  meretur  hanc  azimuthi  variationem,  quae  in  pnnctis 
horizontis  orientali  et  occidentali  locum  tenet,  eandem  esse  pro 
cujusvis  aliiis  stellae  ortu  et  occasu.     Statuendo  enim  i/  ^  o  emergit 

(§■  2,  (IVB 

sm  cß 

cos  «■  — ^  , 

cos  0 

et  deiiinc  variatio  azimuthi 

da  =  cos  d  cos  ?r  sec  j;  dv  :=  sin  g:i  c/t 
a  declinatione  indepcndens. 

Minimus  ipsius  —. valor  intelligitur  esse 

sm.; 

=  sm<p     pro     3  :^  rp    et    t;  ==  qo". 

Minima  igitur  minimarum  variationum  est 

zenithum  occupat,  ideoque  eundem  locum,  quem  variatio  azimuthi 
ejusdem  paralleli  maxima.  Haec  vero  e  formula  (1]  reperitur 
=:  CO  dt.     Cujus  quidem  dissensus  ratio  in  eo  consistit,   quod,    si  de 
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maxima  variatione  quaeritur,  zenithum  pro  meridiaui  pvincto  habeii- 
dum  est,  ideoque  ejus  azimuthuiii  =:  o,  vel  =^180"  ponendum. 
Pro  minima  contra  variatione  zenithum  primi  verticalis  punctum 
esse  vidimus  (§.  8),  et  dehiac  ejus  azimuthum  =^  90"  vel  =  270". 
Ex  quo  consequitur  maxiniam  hoc  loco  Variationen!  et  minimam 
toto  quadrante  inter  se  differre,  verum  igitur  ipsius  00  d%  valo- 
rem.  esse : 

=  90°  ±  —  sin  rp  dt  . 


§.  10.  Finem  huic  commentationi  tabula  imponat,  exhibens 
pro  elevatione  poK  Lipsiensi  f;^  ^  51"  19'  14",  et  quinis  declinationum 
gradibus,  maximas  et  minimas  azimuthi  intra  temporis  minutum  se- 
cunduni  variationes.  Divisimus  hanc  tabulam  in  tres  partes,  quarum 
prima  pro  australibus  sive  uegativis  decKnationibus  complectitux 
maximas  variationes,  minimis  infra  hoiizontem  obversantibue.  Secunda 
pars  pro  declinationibus  positivis  et  altitudine  poli  minoribus  maxi- 
mas et  minimas  variationes  continet  una  cum  angiilis  ij,  %,  a,  7t,  qui 
variationum  minimarum  in  parallelis  loca  definiunt.  Teitia  denique 
exhibet  variationes  maximas  azimuthi  stellarum,  quarum  declina- 
tiones  elevationem  poli  superant,  et  quibus  minimas  variationes  deesse 
supra  ostensum  est. 

Maximae  variationes  in  culminatione  superiori  ab  iis,  quae  in 
iaferiori  obveniunt,  distinctae  sunt  litteris  S,  I.  Hinc  inde  a  maxima 
negativa,  quae  Lipsiae  adhuc  observari  potest,  declinatione  usque 
ad  positivam  illi  aequalem  inferiores  transitus,  quandoquidem  infra 
hoiizontem  locum  tenent,  in  tabula  omissae  sunt.  Facühme  tamen 
supplentur,  quum  pro  ifc  ö  vaiiatio  in  transitu  superiori  aequa- 
lis  sit  Variation!  pro  zp  d  in  transitu  inferiori.  Sic  paralleli  10" 
ah  aequatore  distantis  maximae  variationes  sunt  z2"/\,  i6"8,  minima 
1,1  "6. 

Caetemm  variationibus  pro  S '~>  (p  maximis  in  superiori  culmi- 
natione Signum  negativum  tributum  est,  quonjam  bis  in  locis  azimu- 
thum decreecit.  Ad  parallelum  enim,  qui  intra  polum  et  zenithum 
transit,  duo  circuK  verticales  tangcntes  duci  possunt,  eritque  in 
paralleli  parte  ab  bis  tangentibus  intercepta  inferiori  azimuthi 
varjatio  positiva,  in  superiori  negativa.  In  ipsis  igitur  tactionis 
punctis  variatio  nihilo  aequalis  est,  et  quamvis  absolute,  non 
tamen  algebraice  pro  minima  habcnda.  Algebraice  enim  minima 
horum  parallelorum  variatio  est  maxima  negativa  in  culminatione 
superiori. 
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i  minima  variatione  azim.uthi  stellar uii 
Tabula  pro  (p  =^  51"  19'  14", 


' 

Maximum 

S, 

I. 

—  35° 
25 
■5 
5 

+    I2"3 

i3'i 

14.9 
15.S 
16-8 

19. z 

-J- 
1 
1 

Min. 

T         \          V         \           « 

n 

+   0" 

5 

'5 

35 
30 
35 
40 
45 
50 
•P 

+   iy"3 

20-7 

22.4 

24-5 
27- 1 

3t>-7 
35-7 
43'7 
58s 
964 

1 
-i-ii 

9 
9 

5 
7 
8 
6 

+  II 

9 
9 
8 

7 
5 

7 

4 
3 

90"  o' 

91  6 

92  52 

93  32 
93  38 
92  s8 
91     7 
87  II 
79     1 
55  58 

0°  0' 
3  13 

9  49 

17     6 
21   14 

25  SS 
31  41 
39  3° 
55  2Z 
90    0 

90"  0' 

94     0 
97  36 

lOI    46 

105  26 
108  51 
"I  53 

114    22 

"5  57 
■15  53 

HO    23 

90     0 

38^41' 
38   44 

38  56 

39  18 

39  52 

40  44 
42      2 
44      1 
47    " 
52    4Q 
6;    42 

+  55" 
60 
Ö5 
70 
75 
80 
85 

—  i34"i 

49-7 
26.S 
16-0 

9-7 

5'4 

2.4 

+    9 

ö 

4 

3 

8 
5 

9 
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Selljstanzcige  der  vorstehenden  Abhandlung  von 

A.  F,  Möbins  über  die  kleinsten  Azimuths- 

änderungen 

im   dritten  Bande  der   Zeitnehrift  für  Asü'ononiie   und  vetinandte   WissenschaJ^en, 

herausgegeben  von  B.  von  Lindenau  und  J.  Q.  F.  Bohnenberger, 

Tübingen  1817.     (Heft  1,  S.  82—87.) 

Veranlassung  zur  Bearbeitung  des  in  der  kleinen  Schrift  De 
minima  variatione  Azimuthi  commentatio ,  Lipsiae  181C,  behandelten 
Gegenstandes  gaben  mir  die  nicht  ganz  richtigen  Angaben  der  Herren 
Delambre  und  Biot,  ■welche  bei  Auseinandersetzung  der  Methode, 
das  Azimuth  eines  irdischen  Objects  durch  Beobachtungen  der  Ent- 
femui^  desselben  von  einem  Himmelskörper  zu  bestimmen,  die  lang- 
samste Veränderung  des  Azimuths  desselben,  welche  hierzu  am  vor- 
theilhaftesten  ist,  bei  seinem  Durchgang  durch  den  Stundenkreis  von 
go"  annehmen*).  Ich  wählte  daher  die  von  mir  darüber  angestellten 
Untersuchungen  als  StoiF  zur  obigen  kleinen  Gelegenheitsschrift,  zeigte 
darin  die  TJngiündhchkeit  jener  Behauptungen  über  den  Ort  der 
kleinsten  Azimuths  an  der  ungen,  gab  sodann  Formeln  zur  exacten  Be- 
stimmung dieses  Ortes  und  der  in  ihm  stattfindenden  langsamsten 
Aendcrung  des  Azimuths,  und  fügte  zuletzt  noch  eine  Tafel  dieser 
Bestimmungen  für  die  Leipziger  Polhöhe  bei. 

Aufgemuntert  durch  die  hochgeehrten  Herren  Herausgeber 
dieser  Zeitschrift,  denen  ich  im  vorigen  Jahre  diese  Abhandlung  vor- 
zulegen die  Ehre  hatte,  theile  ich  die  Resultate  derselben  und  ihre 
nähere  Entwickelnng  hier  kürzlich  mit. 

Offenbar  ergeben  sich  die  Bestimmungen  der  kleinsten  Äzimuths- 
änderung  für  gegebene  Polhöhe  und  Dechnation,  wenn  man  Polhöhe, 
Declination  und  das  erste  Differential  des  Stundenwinkels  constant, 
und  das  zweite  Differential  des  Stundenwinkels  Null  setzt.  Die  Ent- 
wickelnng dieses  zweiten  Differentials  findet  sich,  auf  ähnliche  Weise 
ausgeführt,  schon  in  der,  mir  zur  Zeit,  als  ich  jenen  Aufsatz  schrieb, 
noch   unbekannten,    trefflichen   Abhandlrmg    des   Herrn    Steuerrath 


*)  Delambre,   Base  da  sysüme  metri^ne,    p.  151  — 15G;   Biot,  Asirm 
physique,  Tome  I,  p.  318. 


y  Google 


436  Selbstanzeige  der  voratelieiiden  Abtandlung. 

Soldner:  Neue  Methode  beohacJiteie  Azimuthe  zu  reduciren,  mir  dass 
ich  zur  Abkürzung  der  Rechnung  noch  den  parallak tischen  Winkel 
zu  Hülfe  nahm.  Bedeuten  nämlich  (p  die  Polhöhe,  ö,  ij,  v,  a,  tc 
DecHnation,  Höhe,  Stundenwinkel,  Azimuth  (vom  Südpunkt  an  ge- 
rechnet) und  paiallaktischen  Winkel  des  Sternes,  so  ist 
tang  6  008  cp  +  cot  a  sin  t  =  sin  rp  cos  t  . 
Diese  Formel  nach  z  und  a  differentiirt  giebt; 

da  =  —. —  (sin  <p  sin  a  sin  t  -f"  cos  a  cos  r)  dr  , 
und  wenn  man  darin 


sin  a_coäS 

sin  T  ~  costj 

setzt  und  fiir 

sin  ip  sin  a  sin  i  -|-  cos 

ßcosr 

den  ihm  gleichen 

sin  (p  —  sin  i]  sir 

i(J 

cos  7j  cos  d 

substituirt : 

Hieraus  findet  sich  durch  eine  zweite  DifTerentLation : 

,„  sin  d  sin  rl^  —  2  sin  (p  sin  n  -)-  sin  6  ,     , 

d^a^  —  ■ ■■■■  '  — —f '—^ cos  V  dvdv  , 

cos  rj*  111 

also,  wenn  man  für  cos  ^  drj  seinen  aus  der  Differentiation  der  Formel 

sin  j;  =  cos  X  cos  (p  cos  d  +  sin  f/)  ain  d 

liergeleiteten  "Werth 

COS);  drj  =  —  sin  r  cos  y  cosiJi^t 
setzt: 

d^a       sin  ij  sin  )j^  —  2  sin  fß  sin  « -}- sin  (i    . 

-5— s  = ■ ■ 1 ' sm  T  cos  ("/)  cos  0 . 

dt  cos  1^ 

Annullirt  man  nun  diesen  zweiten  Differentialquotienten ,  so 
erhält  man  entweder  sin^^o,  also  den  Stein  im  Meridian,  wo  die 
Aenderung  des  Azimuths  bekanntlich  ein  Maximum  ist,  oder 

(0)         sin  d  sin  ij^  —  2  sin  ijo  sin  ?/  +  sin  d  ^  o  , 
eine  Fonnel,    die  zur  Bestimmung   des  Ortes   der   langsamsten  Aen- 
derung dient   und  den   übr^en   Untersuchungen   zu    Grunde    gelegt 
wurde. 
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Zuerst  folgt  hieraus,  nach  einigen  leichten  Transformationen,  für 
die  Berechnung  der  Höhe; 


tang  (45"  —^J;)  =  Vtang  \{<p--d}  cot  |  {,p  +  Ö) ,  (1) 

und  noch  kürzer,  wenn  man  die  Höhe  des  Sternes  im  ersten  Verti- 

cal,   gleich  £[,  einführt,  wo  smH=-r—~  : 
°  sin*jo 

sini;=^  tang- jFJ,  (2) 

oder 

tang(45''  — ^ij)='j/tang(45°— ^If)  .  (3) 

Zur  leichten  Borechnimg  der  Winkel  des  parallaktischen  Drei- 
ecks, ohne  mich,  wie  dort  geschah,  auf  die  weitere  Einfühnmg  der 
Hülfswinkel  dieses  Dreiecks,  wenn  der  Stein  im  ersten  Vertical  steht, 
einzulassen,  gebe  man  der  GS-leichung  (0]  folgende  Formen: 

sin 7j  (sin  <p  —  sin »;  sin S)  +  sin  cp sin  t;  —  sin d^o   ,  (A) 

sin  I?  cos  )(*  +  2  [sin  cp  sin  j;  —  sin  d}  ^  o  .  (B) 

Hierin  für 

sin  rp  —  sin  ij  sin  6      und       sin  y  sin  ij  —  sin  6 
die  bekannten  Werthe 

cos  fi  cos  ij  cos  (J       und       cos  a  cos  y  cos  ij 
substituirt,  erhält  man  aus   [A]   resp.   (B) 

sin  ij  cos  ?r  cos  d  +  cos  a  cos  (p  =  o  ,  (4) 

sin  S  cos  fj  -^  2  cos  a  cos  (p  =  o  ,  (5) 

folglich,  wenn  man  (5)  duich  (4)  dividirt: 

tang  (5=2  cos  ?r  tang  jj  ,  (6) 

und  wenn  man  in   [4)  und  (5)  resp. 

cos  S sin  K  cos  -q sin  r 

Cosr/>       sinnr  cos  ip       sin  ^ 

setzt: 

sin  ij  tang  a  +  tang  ft  =  o  ,  (7) 

sin  S  sin  t  -|-  2  cos  «  sin  ?r  ^  o  .  (8) 

Anlangend  die  Belationen,  welche  zwischen  (p  und  S  stattfinden 
müssen,  damit  die  aus  ihnen  nach  den  gegebenen  Formeln  zu  be- 
rechnenden Grössen  ri,  t,  a,  7t  reelle  "Werthe  erhalten,  so  ist  erstens 
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aus  (O)  klar,  dass  für  die  Realität  des  Werthes  von  jj  nur  erfordert 
wird,  dass  sin ()p*> sind*,  oder  dass  die  Polhöhe  absolut  grosser  als 
die  Declination  ist.  Was  zweitens  die  Bedingung  für  die  Realität 
der  Winkel  t,  a,  jt  des  paiallaktischen  Dreiecks  betrifft,  so  ist  es 
hinreichend,  diese  Bedingung  nur  für  einen  Winkel,  z.  B.  für  a, 
zu  entwickeln,  indem  sie  für  die  beiden  übrigen  nothwendig  dieselbe 
sein  muss. 

Man   substituire  in  dieser  Absicht  in   der  bekannten  Gleichung 
sin  Iß  sin  ti  —  sin  d 


cos  ip  cos  fj 

für  sind  seinen  Werth  aus  der  Formel  [O),  so  erhält  man: 

tangq) 

C08ß  = -^ . 

cot  Jj  -\-  2  tang  1^ 

Mithin  muss  tangfjp  zwischen  den  beiden  sich  gleichen,  aber  ent- 
gegengesetzten Grenzen  ±  (cot  i;  +  2  tang  f/)  enthalten  sein.  Erreicht 
tang  y  dieselben,  so  wird  cosa  =  ±i,  folglich  cos!r=±i,  mithin 
nach  der  Formel  (6) 

cott;  =  ±  2C0t  i5  . 
Dies  substituirt,  werden  jene  Grenzen 

±  (tang  d  +  2  cot  S)  , 
so  dass  also  tang  cp  absolut  kleiner  als  (tang  iS  -|-  2  cot  ä)  sein  muss,  wenn 
die  Winkel  des  Dreiecks  mögliche  Werthe  erhalten  sollen. 
Es  ergicbt  sich  hieraus,  dass  für 

tangf/)<|/S       oder       f/j<  7o''3i' 44" 

diese   Bedingung  immer   erfüllt  wird;    dass   dagegen   für   Polhöhen, 

welche  die  angegebene  Grenze  überschreiten,  je  nachdem  die  Decli- 

nationen  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Wurzeln  der  Gleichung 

tang  d^  —  tang  d  tang  r/j  +  2  =  o  *) , 


*)  Heissen  die  Wuraeln  dieser  Gleichung  tang  &'  und  tang  if",  Bo  findet  sich 
r  4-  iT"  t=  180°  —  ip.  Bezeichnet  man  ferner  die  diesen  Deelinationen  zugehöri- 
;en  Höhen  mit  j?',  >]",  so  hat  man  in  diesem  Falle,  wo 

K  =   180"   ,  )?'  =  (F'  +  95  —  90°   ,  ij"  ^  if"  -j~  Ip  ■ —  90"   , 

,j'  +  ä"  =  ^"  +  <r'  ==  ä'  +  ä"  -\-  ip  —  90°  =  90"  , 
cot  v'  =  tang  ff"  ,         cot  j?"  :=  tang  ä' , 
foraus  ebenfalls  die  Identität  der  beiden  Bedingungen 

tang  71  <  cot  J;  +  2  tang  j;     und    tang  <p  <  tang  if  +  2  oot  & 
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absolut  genommen,  enthalten  sind,    eine  langsamste   Aenderung   des 
Azimuths  stattfindet  oder  wegfällt. 

Was  endlich  den  Werth  der  langsamsten  Aenderung  selbst  be- 
trifft, so  ist  ihr  allgemeiner  Ausdruck 

da  :^  cos  d  cos  ft  sec  tj  dr  . 
Setzt  man  hierin  für  cos  tt  nach  (6)  seinen  Werth 

cos7c=:— taug  (J  cot  ij  , 
so  wird 

,  sinö     , 

da^  — :■——  dr  , 
2sinj/ 

und  wenn  man  für  sin  ■/]  den   aus   der  Gleichung  (0)  entnommenen 
Werth  substituirt: 

da  =- sin  fpii  4-  V   i ■  — »  W'  ■ 

2        '^  '  '  sm  (/)*' 

Der  grÖsste  Werth  dieses  da  ist  daher  gleich  simpdr  für  d^o, 

und  der  kleinste   gleich  -  sin  tpdr  für  d^cp. 

Um  jetzt  nach  vollständiger  Auseinandersetaiing  alles  Dessen, 
was  zur  Bestimmung  der  kleinsten  Azimuthsänderung  nöthig  ist,  über 
die  grössere  oder  geringere  Unrichtigkeit  der  Annahme  des  Ortes 
derselben  im  Stundenkreis  von  90°,  wie  Delambre  und  Biot  a.  a.  O. 
thaten,  ein  Urtheil  zu  fällen,  so  ergiebt  sich  in  der  That  aus  dem 
Vorigen,  das s  für  6^0,  und  wenn  cosd^eoty  (also  bei  der  Leip- 
ziger I*olhöhe  cp=  51"  ig'  für  d  =  36°49'},  der  Ort  der  langsamsten 
Aenderung  im  Stundenkreis  von  go"  selbst  liegt,  dass  ferner  für  da- 
zwischen fallende  Deehnationen  der  Ort  von  diesem  Stundenkreise 
in  unseren  Gegenden  nur  wenige  Grade  nordwärts  abliegt*).  Da- 
gegen nimmt  der  Stundenwinkel  des  Ortes  für  Declinationen,  welche 
den  letzteren  Werth  übertreffen,  fortwährend  ab,  und  verschwindet 
zuletzt,  wenn  die  DecHnation  der  Polhöhe  selbst  gleich  wird.  Und 
sodann  findet  auch  jene  geringe  Entfernung  des  Orts  vom  Stunden- 


*)  Die  DeoHnation  für  den  am  meisten  nach  Norden  entfernt  liegenden 
findet  sich  für  eine  gegebene  Polhöhe  durch  Auflösung  der  Gleichung : 

tangrf*  —  3  tang  rf*  tang  y^  +  tangcp' —  tangy''  =  0, 
und  sodann  der  Stundenwiukel  aelhst  aus  der  Formel 

taug  <p 
Für  fi  =  51°  19'  wird  rf  =  23°  19'  und  i  =  93°  4o'. 
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Winkel  von  90"  bei  nicht  allzugrossen  Declinationen,  in  Ländern, 
die  dem  Aequator  oder  den  Polen  nahe  liegen,  durchaus  nicht 
mehr  statt. 

Noch  muss  ich  bemerken,  dasa,  wie  ich  erst  kürzlich  gegen  mein 
Vermuthen  belehrt  wurde,  schon  Moivre  den  Ort  der  lai^samsten 
Azimuths ander ung  in  Untersuchung  genommen  hat,  nämlich  in  seinen 
Misceüan.  analyt.  libr.  VII,  cap.  2,  probl.  3.  Er  bedient  sich  dabei 
einer  stereographischen  Projection,  und  sein  Resultat  ist  die  obige 
Formel  (3). 
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Jiines  der  vielen  glänzenden  Denkmaler,  welche  unser  erhabener 
König  seiner  weisen  Fürsorge  und  Freigebigkeit  für  die  Wissen- 
schaften gesetzt  hat,  ist  die  Leipziger  Universitätssternwarte.  Sie  wurde 
in  den  Jahren  1787  bis  1790  auf  dem,  am  südwestlichen  Ende  der 
Stadt  gelegenen,  Thurme  des  Schlosses  Pleissenbnrg  erbauet*).  Die 
Höhe  dieses  Thuimes  über  dem  Schlosshof,  das  Gebäude  der  Stern- 
warte nicht  mit  gerechnet,  beträgt  63-^  Leipziger  Ellen.  Noch  vor 
der  Mitte  dieser  Höhe  erhebt  er  sich  über  die  angrenzenden  Gebäude 
als  ein  vollkommener  Cylinder  mit  einem  Dm-chmesser  von  30,  und 
einer  Mauerstärke  von  4-^  Ellen. 

Auf  diesem  Thurme  wurde  nun  die  Sternwarte  selbst  angelegt 
als  ein  runder  Saal  von  23  Eilen  14  Zoll  Durchmesser  und  11  Ellen 
1 7  Zoll  Höhe,  mit  acht,  nach  den  vier  Haupt-  und  vier  ersten  Neben- 
gegenden gelichteten,  Ausgängen,  welche  auf  die  mit  einem  eisernen 
Geländer  versehene,  3  Ellen  8  Zoll  breite  Galerie  führen.  Im  Um- 
kreise des  Saales  wurden  sechs  kleine  Cabinete  eingerichtet,  je  zwei 
nach  Mittag,  Morgen  und  Abend,  von  denen  die  letzteren  vier  die 
grösseren  astronomischen  Listrumente,  als  einen  nördlichen  und  einen 
südlichen  Mauerquadranten,  einen  Zenithsector  und  ein  Mittagsfern- 
rohr erhalten  soUten.  —  Der  Saal  wurde  mit  einer  Kuppel  geschlossen 
und  auf  diese  noch  ein  kleinerer,  mehr  zum  Genuss  der  Aussicht 
als  zu  astronomischen  Beobachtungen  bestimmter,  Saal  von  ebenfalls 
cyhndiischer  Form  gesetzt,   dessen  Plattform,   als  der  höchste,   be- 


*j  Schon  im  Jalire  1711  hatte  die  philosophische  Facultät  auf  die  Erbauung 
eines  Oiservatorii  mathe^natiei  angetiagen.  Da  man  aber  keinen  tauglichen  Ort 
hierzu  siusmitteln  konnte,  so  verzögerte  sieh  die  Ausführung. 

Die  erste  Idee,  auf  dem  Thurme  der  Pleissenburg  eine  Sternwarte  aufau- 
führen,  verdanken  wir  dem  berölunten  Astronomen,  Abh6  Hell,  welcher  bei  seiner 
Durohreise  durch  Leipaig  im  Jahre  1769  den  Thurm  bestiegen,  und  den  Ausspruch 


gethan  hatte,   dass 

er  noch  keinen  schickhcheren  Ort  zi 

jr  Errichtung  einer  Stern- 

warte  gesehen  habe 

Siehe  darüber 

mit  mehreren:  Schulze,  Ahriss  ein 

er  Geschichte  der  Leiptiger 

Universität.    Leipz. 

1802,     S,   306.      Dola,     Vorsiich    i 

liner    Geschichte   Zeipxigs. 

Leipa.  1818,  S.  433. 
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quem  zugängliche  Punkt  Leipzigs,  54  Ellen  über  dem  Niveau  des 
Schlüssliofcs  erhaben  liegt. 

Der  Entwurf  zu  diesem  Baue  war  von  den  Professoren  Borz 
und  Hindenburg  gemacht,  und  die  Ausführung  von  dem  Baudirector 
Dauthe  besorgt  worden. 

Mit  Anfange  des  Jahres  1794  ward  die  Sternwarte  der  Univer- 
sität übergeben  und  dabei  der  Professor  Rüdiger  als  Observator, 
ingleichen  zwei  Studiosi  als  Gehülfen,  von  denen  der  eine,  H,  "Wechs- 
ler, noch  jetzt  dieses  Amt  mit  Eifer  begleitet,  und  ein  Aufwaitcr 
angestellt*). 

Das  nächste  Eifordcmiss  der  neuen  Sternwarte "  waren  gute  In- 
strumente. Der  Ankauf  der  gedachten  Meridianinstrumente  erfolgte 
nicht,  unter  Anderem  wahrscheinlich  aus  dem  Gmnde,  weil  man  in 
den  nächstfolgenden  Jahren  die  Vorzüge  ganzer  Kreise  vor  Qua- 
dranten und  anderen  Sectoren  immer  mehr  einsehen  lernte.  Statt 
deren  wurde  daher  ein  17-zölliger  Kreis  von  Troughton  und  nächst- 
dem  ein  Spiegelsextant  von  demselben  Künstler,  eine  Pendeluhr  von 
VuUiamy,  Ächromate  von  Cary  und  Berge,  ein  Cometensucher  von 
Eamsden,  und  andere  Instrumente  angeschafft.  Auch  wurde  die 
Sternwarte  durch  den  mathematischen  Salon  zu  Dresden  mit  mehreren 
Instrumenten,  vorzügHch  Eemröhren,  bereichert. 

Eine  ausgezeichnet  glückliche  Epoche  für  die  Leipziger  Stern- 
warte war  das  Jahr  1 803,  wo  ihr  der,  als  Sächsischer  Gesandter  in 
London  angestellte,  Geheime  Eath  und  Graf  Hanns  Moritz  von 
Brühl  einen  grossen  Theil  seiner  trefflichen  Sammlung  astrono- 
mischer Instrumente  und  Bücher,  von  zweien  ihm  zugehörigen  Ob- 
servatorien in  England,  noch  bei  seinem  Leben  auf  die  grossmüthigste 
Art  als  Geschenli  zueignete**).  Die  vorzüglichsten  unter  diesen  In- 
strumenten sind  ein  vierfüssiges  Mitta^fernrohr  von  Ramsden  und 
ein  zweifiissiger  Kreis  von  Troughton,  und  es  war  zur  vollendeten 
Einrichtung  unserer  Sternwarte  nur  noch  nöthig,  diesen  Instrumenten 
eine  solide  Aufstellung  zu  verschaffen. 

Allein  bald  darauf  erfolgten  die  insbesondere  für  Leipzig  so  ver- 
hängnissvollen Jahre  des  Krieges,  und  die  unglücklichen  dadurch 
herbeigeführten  Verhältnisse  traten  auch  hier  hemmend  in  den  Weg, 
so  dass  die  trefflichen  Instrumente  noch  lange  Zeit  ungenutzt  bleiben 
mussten,  und  weder  der  (1809)  verewigte  Rüdiger,  noch  auch  mein 
verdienstvoller  Vorgänger   (1811  —  1816)  und  verehrter   Freund,   der 


*)  Ausföhrliclicre  Nachricht  über  die  ganze  Einrichtung  findet  man  in 
nharg's  Archiv  der  remen  unä  angewandten  Mathem.  I.Band,  S.  110  u.  : 
*')  Vergi.  Monatl.   Corresp.  VH.  Band,  Seite  167  und  VIII.  Bd.,  S.  270. 
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jetzige  Professor  der  Mathematik  Mollweide,  die  Freude  hatten,  die 
Sternwarte  in  den  erwünschten  Stand  gesetzt  zu  sehen. 

Erst  im  Jahre  1817  konnten  zu  dem  für  die  Aufstellung  der 
Instrumente  erforderlichen  Baue  thätige  Anstalten  getroffen  werden. 
Nachdem  ich  das  Jahr  vorher  als  Professor  und  Observator  angestellt 
worden  war,  wui'de  ich  dnrch  ein  Rescript  vom  22.  Januar  1817 
beauftragt,  Vorschläge  einzureichen,  »wie  nunmehr  die  Sternwarte 
zu  mehrerer  Gangbarkeit  zu  bringen  und  für  ihren  Zweck  nutzbarer 
zu  machen  sein  möchte.«  Es  begünstigten  mich  hierbei  die  Erfahrungen 
und  Beobachtungen,  die  ich  während  einer,  auf  allerhöchste  Veran- 
lassung und  königliche  Kosten  im  J.  1816  unternommenen,  astrono- 
mischen Reise  gemacht  hatte.  Dadurch  wai-  mir  zugleich  das  seltene 
Glück  zu  Thcil  geworden,  die  meisten  ausgezeichneten  Mathematiker 
und  Astronomen  Deutschlands  persönlich  kennen  zu  lernen,  und  ich 
freue  mich,  ihnen  bei  dieser  Gelegenheit  für  die  so  mannigfachen 
von  ihnen  erhaltenen  Belehrungen  und  praktischen  Winke  meine 
dankbaren  Gesinnungen  öffentlich  bezeigen  zu  können. 

Wie  schon  erinnert,  waren  dauerhafte  Aufstellung  des  Bamsden- 
schen  Mittagsfernrohres  und  des  Troughton'schen  Kreises  die  Haupt- 
punkte, welche  bei  den  zu  machenden  Vorschlägen  berücksichtigt 
werden  raussten.  Die  zwei  Pfeiler  für  das  erstere  und  die  Säule  für 
den  letzteren  mussten  nothwendig  ohne  alle  Verbindung  mit  dem 
Fussboden  des  Saales  in  die  Thurmmauer  selbst  eingesetzt  werden 
und,  damit  die  Meridianspalten  ununterbrochen  fortgeführt  werden 
konnten,  entweder  auf  die  Morgen-  oder  die  Abendseite  der  Mauer 
zu  stehen  kommen.  Schon  früher  hatte  man  daher  den  Vorschlag  ge- 
than,  das  Mitta^fernrohr  auf  der  Morgen-  und  den  Kreis  auf  der 
Abendseite  aufzustellen,  weil  die  Thurmmauer  nicht  bieit  genug  ist, 
um,  wie  sonst  gewöhnheh,  beide  Instrumente  neben  einander  zu  setzen. 
Allein  diese  Trennung  der  beiden  Meridian  Instrumente  um  den  ganzen 
Durchmesser  des  Thurmee  musste  Nachtheile  von  mancherlei  Art 
herbeiführen.  Ich  hielt  es  daher  für  gerathener,  beide  Inatrumente 
auf  einer  Seite  allein,  und  zwar  auf  der  Ostseite  wegen  der  häufigen 
Stürme  von  Abend  her,  schief  hinter  einander  aufeustellen,  so  dass 
jedes  seine  eigene  Meridian  spalte  erhielt. 

Ich  theiltc  meine  Ideen  über  dieses  und  noch  mancherlei  Ab- 
änderungen, die  an  dem  Gebäude  der  Sternwarte  vorzunehmen  mir 
nöthig  schien,  mehreren  Astronomen  mit.  Unter  den  mir  darauf 
bereitwilligst  zugesendeten  belehrenden  Erwiederungen  war  mir  ins- 
besondere der  Vorschlag  des  Hemi  Steuerrath  Soldner,  Director 
der  Sternwarte  zu  Bogenhausen  bei  München,  sehr  willkommen,  nach 
welchem  gedachte  zwei  Hauptinstrumente  statt  schief,  gerade  hinter 
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einander  gestellt  werden  sollten.  Die  Folge  hat  die  Trefflichkeit 
dieses  Vorschlags  vollkommen  bewährt,  indem  der  von  mir  vor 
Soldner's  Versicherung  befürchtete  Nachtlieil,  als  oh  bei  Beobach- 
tungen in  der  Nähe  des  Horizonts  das  eine  Instrument  dem  anderen 
oft  hinderlich  fallen  müsste,  nur  selten  eintritt  und  durch  den  Vor- 
theü,  dass  beide  Instrumente  nunmehr  eine  gemeinschaftliche  Meii- 
dianspalte  erhielten,  gar  sehr  überwogen  wird.  Dir.  Soldner  hatte 
noch  die  Güte,  die  umständliche  Dailegung  seines  Vorschlags  mit 
mehreren  praktischen  Bemerkungen  zu  begleiten,  wofür  ich  mich 
ihm,  so  wie  den  anderen  Herren  Astronomen,  welche  mich  mit  ihrem 
schätzbaren  Rath  unterstützten,  stete  dankbar  verbunden  achten  werde. 
Mein,  durch  des  Director  Soldner  Vorschlag  verbesserter,  Plan 
fand  Genehmigung  und  wurde  in  den  darauf  folgenden  Jahren  18J8 
bis  1821  unter  Leitung  der  Hrn.  Oberlandbaumeister  Barth  und 
Landbanconducteur  Königsdörfer  wirklich  ausgeführt,  sowie  auch 
in  dieser  Zeit  die  ganze  Sternwarte  wegen  des,  an  nicht  wenigen 
Stellen  durch  die  Witterung  erlittenen,  Schadens  einer  sehr  bedeu- 
tenden Reparatur  untenvorfen  wurde. 


Um  eine  deutliche  Vorstellung  von  dem  zu  den  Meridianbeob- 
achtungen eingerichteten  Cabinet  zu  geben,  habe  ich  den  Grund^ 
riss  desselben  beigefügt.  Li  diesem  sind  A  und  B  die  Theile  der 
ÖstHchen   Wand   des   Gebäudes,   welche   vordem   bis   a   und   5    sich 
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naheiten  und  daselbst  den  östlichen  Ausgang  auf  die  Galerie  bildeten. 
C  und  I>  waren  zwei  Cabinete,  in  c  und  d  die  Eingänge  zu  den- 
selben, von  denen  C  für  einen  nördlichen  Maueiquadranten  und  D 
für  ein  Mittagsfernrohr,  freilich  nur  in  der  südlichen  Hälfte  des 
Meridians  zu  gebrauchen,  hestimmt  waren.  Diese  beiden  Cabinete 
wurden  nun  durch  Wegnahme  der  Wände  bei  c  und  d  in  Eines  um- 
geschaffen,  welches  in  E  seinen  Eingang  erhielt  und  durch  Zufügui^ 
der  Wände  F,  G,  H,  über  die  Galerie  hinweg  bis  an  das  eiserne 
Geländer  in  G  fortgeführt  wurde.  Damit  der  Stand  der  Instrumente 
um  so  weniger  von  dem  Hin  und  Hergehen  gefährdet  wäre,  wurde 
8  Zoll  hoch  über  dem  steinernen  Fussboden  der  Thurmmauer  ein 
gedielter  ai^elegt.  Die  Höhe  des  vorderen  TheUs  CD  des  Cabinets 
über  diesem  bretemen  Fussboden  beträgt  6|  Ellen.  Die  13  EUen 
hohe,  von  ^4  bis  B  durchbrochene.  Östliche  Hauptwand  des  Gebäudes 
wurde  in  der  Höhe  von  3g  EUen  durch  einen  gedrückten  Bogen 
wieder  vereinigt.  Der  neu  angebaute  Theil  ist  in  der  Mitte  6|-  Ellen 
hoch  und  von  da  nach  den  Seiten  etwas  abgeflacht.  In  n  und  s  er- 
hebt sich  2f  EUen'höch  über  dem  bretemen  Fussboden  die  Meridian- 
spalte und  geht  ohne  Unterbrechung  durch  die  Decke  fort.  Sie  zu 
verschliessen ,  dienen  zwei  verticale  und  zwei  Dach-Klappen,  von 
denen  letztere  durch  einen  über  der  Decke  angebrachten  Hebelmecha- 
nismus, mittelst  zweier  Kurbeln  bei  h  und  l  auf-  und  niedergewunden 
werden  können.  In  G  ist  ein  di'eith eiliges  Fenster,  das  aber  für  ge- 
wöhnhch  mit  Wachsleinwand  verhangen  ist.  Auch  kann  noch  durch 
die  beiden  auf  den  Saal  gehenden,  mit  Laden  verschüessbaren  Fenster 
K  und  L  das  Cabinet  erhellt  werden. 

In  P  und  Q  stehen  die  Pfeiler  für  das  Mittagsfernrohr  und  in 
R  die  Säule  für  den  Kreis.  Erstere  sind  zwei  abgestumpfte  Pyra-, 
miden  mit  quadratförmiger  Basis.  Die  Seiten  der  unteren  Flächen 
betragen  19  Zoll  und  die  der  oberen  12  Zoll.  Die  Höhe  der  Pyra- 
miden ist  4^  Ellen,  wovon  3  Ellen  über  dem  gedielten  Fussboden 
hervorragen  und  folglich  ij-  Ellen  in.  die  Thurmmauer  eingelassen  sind. 
Der  CyUnder  hat  i^  Ellen  im  Durchmesser,  seine  ganze  Höhe  beträgt 
2^  Ellen  und  die  Höhe  seiner  oberen  Fläche  über  dem  Fussboden 
1  Elle  14  ZoU.  Sämmtliche  drei  Säulen  sind  aus  gutem,  festem  Sand- 
stein von  Mannsdorf  (unweit  Zeitz),  und  wurden  in  die  Thurmmauer, 
welche  sich  von  dem  Kreis  durch  G  bis  an  den  Kieis  OD  erstreckt, 
mit  aller  möglichen  Sorgfalt  eingesenkt.  —  In  der  Nische  B  ist  die 
Uhr  aufgestellt,  deren  Rückwand  durch  Schrauben  mit  der  Wand 
des  Gebäudes  auf  das  Festeste  verbunden  wurde. 

Noch  eine  Vei-anderung  Hess  ich  an  der  Mittagsseite  der  Stern- 
warte vornehmen.    Hier  waren  rechts  und  links  von  dem  Hauptaus- 


y  Google 


448  Bcobaelitungen  auf  der  Universitäts-Sternwarte  zu  Leipzig. 

gange  auf  die  Galerie  zwei  Cabinete,  von  der  Lage  und  Grösse,  wie 
die  vorhin  gedachten  C  und  D.  Von  diesen  wurde  das  Cahinet 
rechter  Hand  mit  dem  mittleren  Raum  zwischen  beiden  zu  einem 
grösseren  Zimmer  vereinigt,  in  welchem  Beobachtungen  am  südlichen 
Himmel,  zu  denen  keine  Instrumente  von  unveränderlichem  Stand 
nöthig  sind,  als  Beobachtungen  von  Finsternissen,  Stembedeckungen, 
u.  s.  w.,  angestellt  werden  können.  Das  Cabinet  linker  Hand,  in 
welchem  ein  kleiner  Windofen  befindhch  ist,  wurde,  als  Arbeitszimmer 
für  den  Astronomen  bei  längerem  Aufenthalt  auf  dem  Thunne,  bei- 
behalten. 

Ich  komme  nunmehr  zu  deu  Instrumenten  selbst,  von  denen  ich 
diejenigen,  welche  in  dem  östlichen  Cabinet  aufgestellt  sind,  als  die 
vorzüglichsten  zuerst  beschreiben  will. 

Das  Mittagsfernrohr  von  Eamsden.  (B.)*).  Das  Objectiv 
desselben  hat  3  Zoll  im  Durchmesser  und  45-3  Zoll  Brennweite.  In 
dem  Deckel  des  Objectivs  ist  eine  kleinere  ebenfalls  verschli essbare 
Oeffnung  von  \  Zoll  Durchmesser.  Ich  brauche  sie  Nachts  bei  Sternen 
der  ersten  bis  dritten  Grösse,  wodurch  ihnen  das  zu  starke  und  nicht 
völlig  concentrirte  Licht  benommen  wird,  und  die  Fädenantritte  sich 
schärfer  beobachten  lassen.  Das  im  Brennpunkte  des  Qbjectivs  be- 
findliche Fadenuetz  besteht  aus  einem  horizontalen  und  drei  verticalen 
Silberfäden,  deren  gegenseitige  Abstände  in  rimder  Zahl  3g"  in  Zeit 
für  Sterne  im  Aequator  betragen.  Ich  sah  mich  mehrmals  genöthigt, 
neue  Fäden  einspannen  zu  lassen. 

Von  den  beiden  zum  Fernrohr  gehörigen  Ocularen  vergrössert  das 
eine   40-,  und  das  andere  73-mal**).      Doch    brauche  ich    nur    die 


)D  ddflgd  tB     bezeichneten  Instrumente   gehören   au 

d        GIikdCtBhl 

llhtdd        ^gö  hli        wl  thi  gbd 

h  huh  h      M  tt  d       n    d  1  I      L  tt     w    m        t       Th    1 

iion  iStdlbl  HHbl  jgMÜmk  ^ 

fad       nfhrtDd  Lhbhwbl       htULmd  BUtt 

H     d      t        d  j  Y    f  1  Emf  dit   t       d  G  gk    t  w  g      Empf  h 

lg      dt       d    it     in   kur     "\I  tth   1  ag  d       11      M  h  lli  mm 

M  htdFmhiIi  tftG         taddHiat 

dtUgll  101  big      Spg^I  tl      dgd 

AxdUhr         t  m'Wkl  gfh4S  gt  wd  mit 

dm       hwhdOl  ddSpglglli       A        ddld 

Eh        fdbpgIfUd        d  d  kgwf         BildlCg 

t    d  th       d  t        b       d  KT        t      Wmk  1  d      h  d     It  hr 

tt  Ih  bl    k         DG  dl         ■«  mk  1    k  1     ht  b    t  m 
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schwächere  Vergrösserung ,  weil  bei  Anwendimg  der  stärkeren  dio 
beiden  Seitenfaden  gegen  ihre  Enden  hin  vom  mittleren  abwärts 
gekräinnit  und  farbig  erscheinen,  auch  die  Sterne  am  Tage  bei  weitem 
nicht  mit  der  DeutHchkeit  [oft  auch  gar  nicht)  sich  zeigen,  welche 
die  schwächere  gewährt.  Bei  dieser  schwächeren  Vergrösserung  be- 
ti'ägt  der  Durchmesser  des  Sehfeldes  einen  Grad.  Die  optische  Kraft 
des  Rohres  ist  so  stark,  dass  ich  den  Polaris  auch  zur  Mittagszeit 
ziemlich  gut  sehen  kann.  Den  Stern  von  der  3  —  4-ten  Grösse, 
ß  Aquilae,  habe  ich  noch  den  28.  November  vorigen  Winters  in 
seiner  Culmination,  also  3  U.  ig  Min.  Nachmittags  beobachtet.  Vei-gl. 
Königsberger  Beobachtungen,  erste  Abtheil.,  Seite  III. 

Die  horizontale  Ase  des  Rohrs  ist  34  Zoll  lang,  die  Zapfen  o-8 
Zoll  dick.  Die  Zapfen  sind  von  Rotl^uss,  so  wie  auch  die  Pfannen. 
Um  die  Friction  möglichst  zu  schwächen,  wird  die  Axe  durch  zwei 
vom  Inspector  Blochmann  gefertigte  Gegengewichte  gehoben.  Dem- 
ungeachtet  sind  die  Pfannen  schon  etwas  ausgelaufen,  was  bei  An- 
fang meiner  Beobachtungen  nicht  der  Fall  war,  und  es  dürfte  bald 
uöthig  sein,  sie  mit  Steinen  auslegen  zu  lassen. 

An  dem  westhchen  Pfeiler  ist  der  eingetheilte  Halbkreis  ange- 
bracht, auf  welchem  man  die  Polarabstände  mit  Hülfe  des  Vernier  bis 
auf  i'  ablesen  kann.  Die  Faden erleuchtung  geschieht  mittelst  einer 
Lampe  durch  den  östlichen  Pfeiler  und  den  östlichen  Theil  der  Axe. 

Zur  Prüfung  der  Horizontalität  der  Axe  vniA  eine  Wasserwaage 
angehängt,  bei  welcher  ein  Theü  der  Scale  0-054  Zoll  gross  ist.  Um 
den,  einem  solchen  Theile  entsprechenden  Winkel  zu  finden,  beob- 
achtete ich  mehrmals  den  Polai'is  bei  jedesmal  vorher  verstellter 
Axe   und  erhielt  die  Werthe: 

o"3S,   o"36,   o"40,    o"4i,   o"39,   o"39  , 

wovon  das  Mittel:  o"39  in  Zeit,  oder  5"8  in  Bogen  ist. 

Es  wird  in  der  ersten  Abtheilung  der  Königsherger  Beobachtungen 
gelehrt,  wie  man  mit  Hülfe  der  Libelle  die  Gleichheit  der  Durch- 
messer der  Zapfen  prüfen  kann.     Ich  habe  diese  Methode  a\ich  hier 


meiern  man,  durch  daä  Spiegelglas  sehend,  auf  einer,  in.  einig  Entt  n  d 
hinter  gestellten,  verticalen  und  mit  dem  Fernrohr  parallelen  T  t  1  d  E  Ip  kt 
der  Pro-jeetioE  des  Bildes  bemerkt.  Die  Hälfte  des  gegenseitigen  AI  ta  d  d 
Punkte  auf  der  Tafel,  dividirt  durch  die  Entfernung  der  Tafel  m  O  1  K  bt 
die  Tangente  der  Hälfte  des  gesuchten  Winkels,  und  diese  Tang  t  d  d  t  d  l 
die  Tangente  des  halben  Winkels,  unter  welchem  der  Gegenstand  dem  blossen 
Auge  erscheint,  die  Vergrösserungszahl.  —  Am  besten  ist  es,  nie  auch  littrow 
bemerkt,  für  diesen  Gegenstand  den  Durehmesser  des  scheinbaren  Feldes  des  Rohres 
selbst  EU  nehmen. 
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angewendet,  aber  so  gut  als  gar  keinen  Unterscliietl  zwischen 
ihnen  gefunden. 

Der  astronomische  Kreis  von  Trougthon  (B.) ,  das  bei 
weitem  schönste  imd  vollendetste  Instrument  unserer  Sternwarte*). 

Das  Gestell  desselben  ist  ein  horizontal  stehender,  massiver  Ring 
von  6  Zoll  Durchmesser,  von  welchem  drei  sehr  starke  Doppekadien 
auslaufen.  Durch  die  vom  Mittelpunkt  des  Ringes  1 5  Zoll  entfernten 
Enden  derselben  gehen  drei  Schiauhen,  welche  die  Füsse  des  In- 
strumentes abgeben. 

Auf  diesem  Gestell  und  fest  mit  ihm  verbunden  ruht  eine  hori- 
zontale Scheibe  von  20  Zoll  Durchmesser,  mit  einer  jenem  Ring  ent- 
sprechenden Oeifnung.  Der  aufrecht  stehende  Rand  der  Scheibe 
trägt  einen  von  10  zu  10  Minuten  eingetheüten  Limbus,  den  Azi- 
muthalki-eis. 

Innerhalb  des  Limbus  bewegt  sich  um  eine  verticale  Axe  eine 
Scheibe  mit  zwei  gegeniib einstehenden  Verniors,  wodurch  der  Limbus 
von  10  zu  10  Secunden  getheilt  wird.  Die  verticale  Axe  ist  ein  mit 
der  unteren  Fläche  der  Seheibe  veibundcncr,  15  ZoU  langer,  umge~ 
kekrter  Kegel,  der  in  dem  ei-wähnten  Ring  und  einer,  unten  am 
ßing  befestigten,  conischen  Hülse  spielt. 

Auf  dieser  beweglichen  Scheibe  stehen  vier,  20  Zoll  hohe  Säulen. 
Denken  wir  uns  jetzt  und  in  dem  Verfolg  der  Beschreibung  die 
Scheibe  so  gestellt,  dass  die  eingetheilte  Seite  des  Verticalkreises 
nach  Morgen  sieht,  so  fallen  die  Fusspunkte  der  Sävüen  in  den  weat- 
Östlichen  Durchmesser  der  Scheibe. 

Auf  den  beiden  äusseren  Säulen  suid  die  Zapfenlager  für  den 
Yerticalkreis  befindlich,  welche  aus  zwei  unter  einem  rechten  Winkel 
zusammenstossenden  Ebenen  bestehen.  An  der  westlichen  Säule  ist 
ferner  eine  Röhre  befestigt,  in  welcher  ein  25  Zoll  langes  Bleiloth 
herabhängt ,  das  in  einem  mit  Weingeist  zu  füllenden  Gefässe 
spielt  und  dessen  Stand  mittelst  zweier  Mikroskope  unter  rechtem 
Winkel  beobachtet  wird.  Noch  ist  an  dieser  Säule  das  Gestell  für 
die  Lampe  zur  Erleuchtung  des  Sehfeldes  durch  die  Axe  ange- 
bracht. 

Aus  den  oberen  Enden  der  beiden  inneren  Säulen  ragen  zwei 
Rollen  hervor,  die  durch  Federn  aufwärts  gedrückt  werden  und,  in- 


*)  Einigea  über  diesen  Kreis  findet  sicK  in  Hindenburg's  Archiv  der 
reinen  und  angewandten  Maihemaitk,  III.  Hft.  1795 ;  Ueber  die  Untersuchung 
asiroiiom/'scher  Kreise,  vom  Herrn  Grafen  von  Brühl  ...  Aus  dem  Englisclien 
übersetzt,  und  mit  einem  Anhange  und  Anmerkungen  hegleitst,  vom  Ha'rn  Olrisi- 
ivadifmeister  eon  Zach. 
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dem  sie  die  horizontale  Axe  des  Ki-eises  unterstützen,  zur  Vermin- 
derung  des  Drucks  der  Zapfen  auf  die  Lager  dienen. 

Das  Hauptstück  des  ganzeu  Instrumentes,  der  Verticalkreis,  be- 
steht aus  zwei,  3^  Zoll  von  einander  abstehenden  Ringen,  von  denen 
jeder  durch  sechs  Radien,  die  aus  den  Flächen  der  Ringe  selbst 
gearbeitet  sind,  mit  der  horizontalen  Axe  verbunden  ist.  Unter  sich 
sind  diese  Kreise  durch  34,  zwischen  die  Ringe  und  ihi-e  Radien  ge- 
setzte Stäbchen  vereinigt.  Die  Axe  ist  zwischen  den  Ringen  cylin- 
drisch  und  läuft  von  da  nach  beiden  Enden  conisch  zu.  Ihre  Länge 
beträgt  16  Zoll  und  die  Dicke  ihrer  Zapfen  l  Zoll.  Durch  die  Axe 
zwischen  den  Ringen  und  mit  beiden  auf  das  Solideste  verbunden 
geht  das  Fernrohr  von  33  ZoU  Brennweite  und  2-2.  Zoll  Oeffnung. 
Es  gehören  zu  ihm  drei  Oculare  von  100-,  57-  und  43-maIiger  Ver- 
grösaerung.  Das  letztere  Ocular  ist  pi-ieraatisch.  Im  Brennpunkt 
des  Objectivs  steht  ein  Netz  von  drei  verticalen  und  eben  so  viel  hori- 
zontalen Fäden.  Ohnerachtet  der  Kleinheit  des  Objectivs  habe  ich 
mit  diesem  Fernrohr  den  Polaris  zu  jeder  Stunde  des  Tages  finden 
können.  Die  Nettigkeit  seiner  Bilder  ist  vorzüglicher  als  beim  Mittags- 
fernrohr. 

Die  Eintheilung  des  Verticalkreises ,  welche  nach  der  oben  an- 
genommenen Stellung  des  Instruments  auf  den  östlichen  Ring  ge- 
tragen ist,  geht  von  90"  zu  go''  in  unverändertem  Sinne  von  der  Rechten 
nach  der  Linken  fort,  so  dass  je  zwei  enigegenge setzte  Punkte  des 
Kreises  zu  demselben  zwischen  o  und  90  liegenden  Grade  gehören. 
Jeder  Grad  ist  von  10  zu  10  Minuten  getheilt. 

An  der  inneren  Östlichen  Säule,  nahe  bei  dem  untersten  Punkt 
des  Kreises,  ist  ein  Index  angebracht,  verbunden  mit  der  Vorrichtung 
zui-  Arretiiiing  und  sanften  Bewegung  des  Kreises.  Ist  die  Colli- 
mationsliiiie  des  Feinrohi^s  horizontal,  so  zeigt  der  Index  auf  0°  oder 
90°,  und  giebt  überhaupt,  wie  aus  der  eben  beschriebenen  Eintheilung 
hervorgeht,  bis  auf  10  Minuten  unmittelbar  Zenithabstand  oder  Hohe 
an,  je  nachdem  die  eingetheilte  Seite  des  Kreises  zur  Rechten  oder 
Linken  des  Beobachters  ist. 

Um  noch  die  einzelnen  Minuten  und  Secunden  ablesen  zu  können, 
befindet  sich  innerhalb  jener  Eintheilung  ein  zweiter,  aus  sehr  feineu, 
5'  von  einander  entfernten  Punkten  gebildeter  Kreis.  Ferner  ruht 
auf  der  inneren  östlichen  Säule  ein  Aufsatz  mit  zwei  homontalen 
Armen,  die  an  ihren  Enden  zwei  mikroskopische  Mikrometer  tragen, 
und  zur  grösseren  Festigkeit  noch  dui-ch  schief  von  der  Säule  aus- 
gehende Stangen  unterstützt  sind.  Durch  diese  Mikroskope  sieht 
man  Nichts  von  den  Zahlen  oder  Strichen  der  erst  ei'wähnten  Ein- 
theilung, sondern  bloss  die  feinen  Punkte,    die   hier  um  etwa  \  Zoll 
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von  einaudei  abzustehen  scheinen.  Im  Brennpunkte  jedes  Miki'oskops 
ist  nun  ein  fester  horizontaler  Faden  befindlich,  der  so  zu  berich- 
tigen ist,  daas  er,  wenn  der  Index  anf  einen  Theilstrich,  oder  gerade 
mitten  zwischen  zwei  Theilstriche  fällt,  einen  Theilpunkt  deckt.  Zeigt 
aber,  was  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  der  Index  anders,  und  deckt 
also  der  Faden  keinen  Theilpunkt,  so  wird  der  Abstand  des,  im 
rechten  Mikroskop  zunächst  oberhalb,  und  im  linken  zunächst  unter- 
halb des  festen  Fadens  scheinbar  liegenden,  Punktes  von  ihm  durch 
einen  zweiten  beweghchen  Faden  gemessen,  der  mittelst  einer 
Schraube  mit  diesem  Punkt  zur  Deckung  gebracht  wird.  Ein  in 
jedem  Mikroskop  seitwärts  stehender,  gezahnter  Streifen  giebt  dann 
durch  die  Anzahl  seiner  zwischen  beide  Fiiden  fallenden  Zahne  die 
dem,  was  der  Index  am  Limbus  zeigt,  zuzufügenden  Minuten,  und 
ein  Index  am  Kopfe  jeder  Schraube,  an  einer  mit  der  Schraube 
sich  drehenden  und  in  60  gleiche  Theile  eingetheilten  Scheibe,  die 
Secunden.  Die  Schraubengäoige  sind  von  vollkommener  Gleichheit 
unter  sich,  und  die  Schrauben  selbst  nach  der  Ramsden'schen  Ein- 
richtung mittelst  einer  Feder  und  Kette  von  allem  todten  Gange 
frei.") 

Schon  der  Name  des  Verfertigers  ist  Bürge  dafür,  dass  der  Kreis 
mit  keinen  groben  Theilungsfehlem  behaftet  ist.  Dahin  gehörte 
allgemeine  Untersuchungen  habe  ich  noch  nicht  angestellt.  Dass  er 
indess  nicht  ganz  frei  von  Theilungsfehlem  ist,  geht  daraus  hervor, 
dass,  >vie  mich  wiederholte  Messungen  mit  dem  beweglichen  Faden 
gelehrt  haben,  nicht  alle  Intervalle  zwischen  den  Theilpunktcn  (5') 
von  ganz  gleicher  Grosse  sind.  Es  zeigten  sich  dabei  bis  auf  4  Se- 
cunden gehende  Unterschiede. 

Auch  sind  nicht  alle  Punkte  gleich  gross;  ihre  Durchmesser 
wechseln  zwischen  34  und  12  Secunden.  Der  wahrscheinliche  Fehler, 
welcher  bei  Stellung  des  Fadens  über  einen  Theilpunkt  begangen 
werden  kann,  ist  bei  mir  über  eine  halbe  Secunde  gross.    Ich  erhielt 


*)  Von  dem  mikroskopischen  Mikrometer,  einer  Erfindung  Eamsden's,  hat 
die  erste  ausfilhrliehe  Besehieihun^  der  General  Roy  im  SO-aten  Bande  dei-  philo- 
aophischen  Transactionen  gegeben :  An  Account  0/  the  Trigonanieincal  Operation, 
tohereby  the  Distance  between  the  Meridians  of  the  Royal  Obset^utorics  of  Green - 

wich  and  Paris  has  been  determined.     Sy  Jifajor- General   William  Roy 

Das  Kum  Behuf  der  'Winkehnesaiing  bei  dieser  Triangulation  von  Eamaden  con- 
Struirte  Inatrumeat  hatte  dergleichen  Mikrometer.  Vergl.  Vinco,  Treatise  on  prac- 
tical  Astronomy,  pag.  170.  —  Wie  der  Giraf  Brühl  in  vorhin  gedachter  Schrift 
bezeugt,  ist  Troughtoii  bei  Verfertigung  der  mikroskopischen  Mikrometer  der  Be- 
schreibung von  Roy  gefolgt.  Bei  allen  übrigen  Theilen  des  Kreises  hat  er  von  an- 
deren Küiiatlem  Nichts  entlehnt. 
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ihn,  indem  ich  bei  festgestelltem  Limbus  den  Faden  zu  mehreren 
Malen  über  denselben  Punkt  führte,  und  die  verschiedenen  Ab- 
lesungen unter  einander  verglich.  Noch  geringer,  scheint  es  mir, 
würde  dieser  Fehler  sein,  wenn,  wie  es  bei  anderen  Kreisen  der  Fall 
ist,  statt  der  Theilpunkte  Striche  wären.  Hat  gegen  diese  der  Faden 
eine  sehr  kleine  Neigung,  so  kann  man  sicherHch  schärfer  und  auch 
mit  weniger  Anstrengung  des  Auges  den  Faden  so  stellen,  dass  er 
immer  an  derselben  Stelle  von  dem  Tlveilstrich  geschnitten  wii'd. 

Bekanntlich  müssen  der  bewegliche  Faden,  und  das  zwischen  ihm 
und  dem  Limbus  befindliche  Objectivglas  des  Mikroskops,  eine  solche 
Lage  gegen  einander  haben,  dass  nicht  nur  das  Bild  des  Limbus  in 
die  mit  letzterem  durch  den  Faden  pai-allel  gelegte  Ebene  fällt,  son- 
dern auch  fünf  Schraubenumdrehungen  dem  Intervall  zweier  auf 
einander  folgender  Theilpunkte  des  Limbus  entsprechen.  Letzteres 
genau  für  alle  Intervalle  zu  erhalten,  ist  wegen  der  schon  bemerkten, 
nicht  überall  stattfindenden  vollkommenen  Gleichheit  der  Intervalle 
unmoghch.  Ich  habe  dabei  keinen  anderen  Ausweg  zu  treffen  gewusst, 
als  dass  ich  gedachte  Correction,  so  viel  es  sich  than  liess,  nähe- 
rungaweise  bewerkstelhgte,  bei  den  Beobachtungen  den  beweglichen 
Faden  meistens  über  beide,  dem  unbeweglichen  nächstliegende, 
Punkte  führte,  und  den  TJebersehuss  über,  oder  das  Deficit  des  somit 
gemessenen  Intervalls  an  fünf  Minuten,  auf  beide  Abstände  vom  un- 
beweglichen Faden  nach  Verhaltniss  vertheilte. 

Die  Excentricität  des  Kreises  habe  ich  4"  gross  gefunden.  In- 
dessen ist  ihre  Kenntniss  zur  Berechnung  der  Beobachtungen  nicht 
weiter  nöthig,  da  sie  durch  Zusammennähme  der  Ablesungen  an 
beiden  Mikrometern  von  selbst  herausfällt.  Dasselbe  gilt  auch  von 
dem  Collimationsfehler,  indem  ich  jeden  Stern  zweimal,  einmal  vor 
seiner  Culmination  in  der  einen  Lage  des  Kreises,  das  andere  Mal 
nach  der  Culmination  in  der  enfgegenge setzten  Lage,  zu  beobachten 
pflege. 

Noch  gehören  an  dem  Instrument  zwei  Libellen.  Die  eine  der- 
selben dient  hauptsächlich,  die  Axe  des  Verticalkreises  zu  berichtigen. 
Zu  diesem  Zweck  wird  sie  mit  ihren,  beiden  rechtwinklig  ausge- 
schnittenen Füssen  auf  die  Enden  der  Zapfen  gestellt.  Nächstdem 
ist  sie  auch  so  eingerichtet,  dass  man  sie  auf  die  horizontale  Scheibe 
stellen  und  somit  die  Lt^e  der  verticalen  Axe  berichtigen  kann.  Die 
andere  Libelle  hängt  an  den  beiden  Trägern  der  Mikrometer  und  ist 
von  vorzüglicher  Güte.  70  Theile  ihrer  Scale  gehen  auf  einen  Zoll 
und  ein  solcher  TheU  entspricht  i-i8  Secunden.  Sie  erspart  mir  die 
Mühe,  vor  jeder  Reihe  von  Beobachtungen  die  verticale  Axe  genau 
einzustellen,  indem  ihre  Ablesungen,  in  den  entgegengesetzten  Lagen 
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des  Kreises  mit  einander  vei^Kchen,  die  Abweichung  der  Axe  von 
der  Veiticalliiiie  geben,  und  hiermit  sodann  die  beobachteten  Zeiiith- 
abstände  conigirt  werden. 

Die  Pendeluhr  von  Vulliamy.  Sie  hat  die  Graham'scho 
ruhende  Hemmung.  Die  Bahnen  und  Zapfenlöcher  des  Ankers,  so 
wie  auch  die  Zapfenlöcher  des  Steigrades  sind  mit  Chalcedon  ausgelegt. 
Das  Pendel  ist  rostförmig,  und  besteht  aus  drei  Stahl-  und  zwei 
Zinkstangen.  Diese  ühr  zeigte  früher  mittlere  Zeit;  seit  ihrer  nun- 
mehi'igen  Aufstellung  ist  sie  nach  Sternzeit  regulirt  worden.  Nach 
dem  Aufzuge  geht  sie  fünf  Wochen  fort,  und  ich  habe  alle  Ursache, 
mit  ihrem  Gange  zufrieden  zu  sein,  indem  die  Differenzen  des  täg- 
lichen Ganges  ein  bis  zwei  Zehntheile  Seeunden,  nur  selten  mehr 
betragen. 

Diese  drei  bisher  beschriebenen  Instrumente,  die  vorzüglichsten 
und  wichtigsten  unserer  Sternwarte,  wurden  zu  Ende  des  Jahres  1 820 
aufgestellt,  der  Kreis  und  das  Mittagsfemrohr  durch  Hrn.  Blochmann, 
Inspector  des  mathematischen  Salons  zu  Dresden,  die  Uhr  durch  Hi^n. 
Zademach,  hiesigen  Rathsuhrmacher.  Wie  schon  erinnert,  sind  die 
Gegengewichte  am  Mittagsfernrohr'  nebst  dem  dazu  Gehörigen 
Blochmann's  Arbeit.  Derselbe  hat  ferner  für  das  Fernrohr  am 
Kreis  ein  sehr  schönes  Mikrometer  mit  beweglichem  Faden  gefertigt. 
Die  Peripherie  der  Schraube  ist  in  loo  Theile  getheilt  und  auf  eine 
Umdrehung  gehen  &,2"z-  ßcr  todte  Gang  der  Schraube  ist  hier  nicht 
nach  ßamsden's  Einrichtung  durch  eine  Uhrfeder  und  Kette,  son- 
dern nach  einer  Erfindung  ßeichenbach's  bloss  durch  ein  federndes 
Blech  gehoben. 

Um  die  Vulliamy'sche  ühr  hat  sieh  Hr.  Zademach  noch  da- 
durch verdient  gemacht,  dass  er  das  Lager  für  die  Pendelaufhäng- 
ung mit  der  Rückwand  des  Gehäuses  in  Verbindxing  setzte,  und  ihm 
dadurch  eine  bedeutend  grössere  Festigkeit  verschaffte.  Auch  habe 
ich  die  Geschickhchkeit  dieses  Künstlers  späterhin  mehrmals  bei  den 
anderen  Instrumenten  in  Anspruch  genommen,  da  er  bei  Aufstellung 
derselben  zugegen  gewesen  und  dadurch  mit  ihrer  inneren  Einrichtung 
und  Behandlung  bekannt  geworden  war.  Die  mannigfachen  Dienste, 
die  er  dadurch  der  Sternwarte  und  mir,  als  Observator,  erzeigt  hat, 
verdienen  dankbare  Anerkennung. 

In  demselben  östlichen  Cabiuet  befinden  sich  noch; 

Ein  Barometer  von  Troughton  (B.)  nebst  einem  daran  be- 
festigten Thennomcter.  Den  Stand  des  Quecksilbers  in  der  Röhre 
des  er-steren  giebt  ein  Vomier  bis  auf  0'002  eines  engl.  Zolls  an.     Der 
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Stand  im  Gef  äss  wird  durch  eine  dabei  angebrachte  Spalte  beobachtet 
und  mittelst  einer  Schraube  corrigirt. 

Zwei  Thermometer,  das  eine  in  der  nördlichen  vcrticalen 
Meridianspalte,  das  andere  in  der  Uhr. 

Ein  Secundenzähler,  den  ich  vorzüglich  bei  Beobachtungen 
im  nördlichen  Meridian  gebrauche,  wo  mir  die  Uhr  im  Rücken  steht. 

Gehen  wir  jetzt  in  das  Cabinet  nach  Süden.     Hier  ist  auf 

einer  parallaktischen  Maschine  vonDoIlond  (B.),  welche 
die  Declination  und  den  Stunden  wink  el  bis  30"  genau  angiebt, 

ein  vieifüssiges  Fernrohr,  ebenfalls  von  Dollond  (B.), 
aufgestellt.  Ursprünglich  gehörte  dieses  Rohr  nicht  zu  der  Maschine, 
sondern  ein  anderes  von  etwas  geringerem  "Werthe.  Ich  machte  diese 
ümtauschung  auf  Hrn.  Blochmann's  Anrathen,  der  noch  ein  Mikro- 
meter, auf  ähnliche  Art,  wie  das  vorhin  beschriebene,  nur  in  grösserem 
Maassstab  constrairt,  hierzu  lieferte.  Eine  Umdrehung  der  in  100 
Theile  getheilten  Schraubenperipherie  beträgt  28"-j.  —  Bei  dem  gegen- 
wärtig mit  der  Maschine  verbundenen  Femrohr,  dem  besten,  welches 
die  Sternwarte  besitzt,  ist  der  Durchmesser  des  Objeetivs  4  Zoll.  Es 
hat,  nächst  einer  teri'estrischen  Oculamöhre,  drei  astronomische  Ocu- 
lare,  die  eine  70-,  150-  und  260-malige  Vergi^össerung  bewirken. 

Eine  Pendeluhr  von  Naumann.  Sie  ist  nach  mittlerer  Zeit 
regulii-t,  hat  ein  Pendel  von  Holz  und  geht  sehr  regelmässig,  obschon 
die  Wand,  an  welcher  sie  befestigt  ist,  weit  mehr  dem  Einfluss 
der  Wittei-ung  frei  steht,  als  dies  bei  der  Uhr  im  östlichen  Cabinet 
der.  Fall  ist. 

Ausser  den  bisher  beschriebenen  Instrumenten  besitzt  die  Stern- 
warte noch  eine  bedeutende  Anzahl  anderer.  Unter  ihnen  zeichnen 
sich  aus: 

Ein  17-zölliger  Kreis  von  Troughton.  Er  ist  dem  obigen 
grosseren  im  Ganzen  ähnlich;  nur  hat  der  Verticalki-eis  statt  der  Mi- 
krometer Vemiexs,  mit  denen  man  bis  auf  10"  unmittelbar  ablesen 
kann.  Eben  so  geben  die  Verniers  des  Azünuthaltreiscs  den  zu 
messenden  Bogen  bis  auf  10"  an. 

Ein  Äequatorial  von  Bamsden  (B.),  sehr  schön  und  genau 
gearbeitet.  Das  Objectiv  des  dazu  gehörigen  Fernrohrs  hat  2^  Zoll 
im  Durchmesser  und  niir  16^  Zoll  Focallänge.  Der  DocKnationslo-eis, 
Aequator  und  Horizont  haben  alle   12  Zoll  im  Durchmesser. 

Ein  II- zölliger  Spiegelsextant  von  Troughton  nehst  meh- 
reren künstlichen  Horizonten. 
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Zwei  achromatische  Fernrohre  von  Gary  und  Berge. 
Ihre  Längen  sind  resp.  45-3   und  46  Zoll. 

Drei  zweifüssige  Gregory'sche  Spiegelteleskope.  Das 
eine  derselben  (B.)  ist  von  Mudge,  dem  Bruder  des  berühmten  Uhr- 
machers Thomas  Mudge,  seines  Amts  ein  Chirui'girs.  [Monatl. 
Co-rresp.  VII,  169.)  Die  Verfertiger  der  beiden  anderen  sind  mir  un- 
bekannt. 

Ein  zwcifüssiges  Newtön'sches   Spiegelteleskop. 

Zwei  Ramsden'sohe  ziveifüssige  Cometensucher,  der 
eine  von  Gr.  Brühl. 

Zwei  ßeisebarometer  von  Haas.  (B.) 

Eine  Himmelskugel  von  Bodo  und  eine  Erdkugel  von 
Sotzmann  entworfen,  beide   13  Zoll  im  Durchmesser. 

Ein  Declinatorium  von  Weikhardt. 

Es  würde  überflüssig  sein,  wenn  ich  alle  die  übrigen  Instrumente, 
welche  sich  hier  vorfinden,  noch  namhaft  machen  wollte.  Die  meisten 
derselben  gehören  einer  früheren  Zeit  an,  als  zivei  beweghche  Qua- 
dranten, mehrere  nicht  achromatische  Fernröhre  von  beträchtlicher 
Länge,  u.  s.  w.,  und  sind  in  so  fern  wenigstens  fiir  die  Geschichte  der 
Astronomie  interessant.  Andere  sind  mehr  für  den  Unterricht  be- 
stimmt, als  zu  eigentlichen  Beobachtungen  brauchbar.  Schon  aus 
den  vorhin  angezeigten  geht  zur  Genüge  heiTor,  wie  reichhaltig  die 
Leipziger  Sternwarte  mit  Werkzeugen  ausgerüstet  ist,  und  dass,  wenn 
ihr  auch  noch  die  Producte  eines  ßeichenbach  mangeln,  sie  doch 
bei  ihrer  nunmehrigen  Einrichtung  dem  Fortgange  der  Wissenschaft 
auf  sehr  mannigfaltige  Art  nützlich  werden  kann. 

Schliesslich  muss  ich  noch  mit  emera  Worte  der  ihr  zugehörigen, 
sehr-  vollständigen  astronomischen  und  mathematischen  Bibliothek 
gedenken.  Zu  Ende  des  Jahres  1821  war  sie  zu  1436  Bänden  ange- 
wachsen. Sie  enthält  beinahe  alle  vorzüghcheren  Werke  der  neueren, 
und  auch  sehr  viele,  oft  ganz  seltene  der  älteren  Zeit.  Ein  nicht 
unbeträchtlicher  Theil  derselben  (365),  woinxnter  besonders  viele  kost- 
bare englische  Werke  sich  befinden,  ist  Geschenk  des  Grafen  von 
Brühl.  Mehi'ere  andere  treffUche  Bücher  wurden  ihr  durch  ein 
Vermächtniss  des  Landkammerrath  Kregel  von  Sternbach,  durch 
den  Appellationsrath  D.  Trier,  und  andere  edeldenkende  Freunde  und 
Beförderer  der  Wissenschaft  zu  Tlieil,  Ich  bemerke  nur  noch,  dass 
für  die  Vermehrung  dieser  Bibliothek,  so  wie  für  Anschaffung  und 
itur  der  Insti-umente  ein  Jahi'geld  von  mehr  als  200  Thlr.  aus- 
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Nicht  ohne  emiges  Bedenken  wage  ich  es,  die  ersten  Früchte 
meiner  astronomischen  Thätigkeit  dem  Publicum  vorzulegen,  da  ich 
vor  meiner  hiesigen  Anstellung  nur  selten  Gelegenheit  hatte,  mich 
in  dem  praktischen  Tbeile  der  Wissenschaft  zu  vervollkommnen,  und 
mir  daher  noch  manche  Erfahrung  und  manche  Geschicklichkeit  in 
der  jetzt  so  hoch  gesteigerten  Beobachtungskumt  abgehen  mag.  Was 
mich  dieses  Bedenken  überwinden  lässt,  ist  hauptsächlich  der  Wunsch, 
die  schon  einigemal  von  Astronomen  geäusserten  Klagen  über  Nicht- 
benutzung der  schönen  Brühl'schen  Instrumente,  nunmehi'  durch  die 
That  zu  beschwichtigen,  und  die  Hoffnung,  gegenwärtige  Probe,  als 
Anfang  hierzu,  mit  Nachsicht  aufgenommen  zu  sehen.  -—  Dem  durch 
diese  Instrumente  erreichbaren  Grad  von  Genauigkeit  mich  immer 
mehr  zu  nähern,  den  Forderungen,  welche  die  Wissenschaft  an  die 
Sternwarte  jetzt  thun  kann,  und  somit  den  Absichten  des  erhabenen 
Begründers  der  Anstalt  auf  das  Thätigste  Genüge  zu  leisten,  wird 
mein  angelegentlichstes  Bestreben  sein. 

I.  Bestimmung  der  Mittagslinie. 

Schon  die  vier  Hauptwände  des  Gebäudes  der  Sternwarte  liegen 
ziemlich  richtig  nach  den  vier  Weltgegenden.  Bei  der  Aufstellung 
des  Mittagsfernrohres  wurde,  grösserer  Genauigkeit  willen,  das,  durch 
den  Major  Aster  von  dem  Mittelpunkt  der  Sternwarte  aus  beob- 
achtete, Azimuth  des  Kircbthurms  zu  Cröhern,  einem  f  Meilen  ent^ 
fernten  Doife  (13°  21'  38"  östl.),  zu  Hülfe  genommen.  Als  ich  hierauf 
zu  beobachten  angefangen  hatte,  liesa  ich,  als  einstweiliges  Meridian- 
zeichen, an  emem,  in  der  Mittagslinie  liegenden,  Hause  in  Connewitz, 
J  MeUe  von  Leipzig  entfernt,  ein  17  Zoll  hohes  und  30  Zoll  langes 
weisses  Bret  mit  einem  diagonalen  und  vier  verticalen  schwarzen 
Sti-ichen  befestigen.  Auf  diesem  Biete  wurde  durch  viele  Beobach- 
tungen des  Polaris  und  anderer  Sterne  die  Lage  der  Mittagslinie 
möghchst  genau  a\rszumitteln  gesucht,  und  hierauf  zu  Ende  October 
1821,  in  geringer  Entfernung  vor  jenem  Hause,  ein  bleibendes  Meri- 
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dianzeichen  errichtet.  Dieses  besteht  aus  einer  3^  Ellen  hohen  ab- 
gestumpften quadratförmigen  Pyramide.  Die  Seite  des  unteren  Qua- 
drats beträgt  ij,  und  die  des  oberen  |^  Ellen.  Die  Pyramide  ruht  auf 
einer,  ^  Elle  über  einem  kleinen  Hügel  hervorragenden,  quadrat- 
förmigen "Basis,  1^  Ellen  die  Seite.  An  ihrem  oberen  Ende  ist  die 
Pyramide  mit  einer  Bedachui^  versehen.  Unmittelbar  unter  der- 
selben ist  an  der,  nach  der  Sternwarte  zu  liegenden,  Seite  ein  19  Zoll 
hohes  Feld  perpendücular  ausgehauen,  auf  welchem  rechts  und  links 
zwei  schwarze  Streifen,  als  Begrenzungen  gezogen  sind.  Der  da- 
zwischen befindliche  Kaum  bildet  ein  Bechteck  von  13^  Zoll  Breite, 
die  von  dem  Ort  des  Mittagsrohres  aus  unter  einem  Winkel  von  ig"2 
erscheint.  Auf  dieses  Rechteck  wird  nun  der  mittlere  Faden  des 
Mittagsferniohrs  gerichtet,  und  seine  Abweichung  von  der  Mitte  des 
Rechtecks  aus  dem  Verhältniss  der  beiden  durch  ihn  gemachten  Ab- 
schnitte beurfheilt. 

Ein  zu  dieser  Schätzung  nöthigee  Element  ist  noch  die  Faden- 
dicke. Um  sie  zu  erhalten,  spannte  ich  von  dem  nämHchen  Draht 
zwei  Fäden  in  das  Elochmann'sche  Mikrometer  am  Dollond'schen 
Fernrohr,  und  brachte  mittelst  der  Schraube  den  dadurch  bewegHchen 
Faden  mit  dem  anderen  unbewegHchen  zur  Berührung.  Ich  di'ehte 
hierauf  die  Schraube  weiter,  bis  jener  mit  diesem  an  den  entgegen- 
gesetzten Rändern  zur  Berährung  kam.  Auf  diese  Weise  gab  die 
Differenz  zwischen  den  Ablesungen  bei  der  ersten  und  zweiten  Be- 
rührung das  Doppelte  der  scheinbaren  Fadendicke  bei  dem  DoUond, 
die  sodann  auf  das  Mittagsfemrohr  nach  dem  Satz  reducirt  wurde, 
dass  sich  die  scheinbaren  Dicken  desselben  Fadens  in  zwei  ver- 
schiedenen Fernröhren  umgekehrt  wie  die  FocaUängen  verhalten.  Ich 
erhielt  somit  durch  mehrmals  wiederholte,  und  gut  unter  einander 
stimmende  Messungen  die  scheinhare  Fadendicke  beim  Mittagsfern- 
rohr =  7"i. 

Um  nun  das  Verhältniss  der  beiden,  durch  den  Faden  gemachten 
Abschnitte  des  Feldes  mit  möglichster  Schärfe  und  Leichtigkeit 
schätzen  zu  können,  habe  ich  auf  ein  Blatt  Papier  das  weisse  Recht- 
eck mit  seinen  schwarzen  Begrenzungen,  etwa  2  Zoll  breit,  gezeichnet 
und  verschiebe  diese  Zeichnung  auf  einer  Tafel,  unter  einem  mit 
beiden  Enden  an  der  Tafel  befestigten,  den  Faden  vorstellenden, 
Streifen  von  schwarzem  Papier,  [dessen  Breite  sich  also  zu  der  des 
Rechtecks  wie  71  :  19-2  verhält),  bis  dass  dieses  Bild  dem  durch  das 
Ferni-ohr  gesehenen  vollkommen  ähnlich  ist.  Ein  Index  an  der  Tafel 
gicbt  mir  sodann  an  einer,  ani  dem  Blatte  gezeichneten,  Scale  un- 
mittelbar die  Abweichung  des  Fadens  von  der  Mitte  des  Zeichens 
in    Zehntbeilen    einer    Zeitsecunde,    und   durch    Schätzung   bis    auf 
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Hunderttheile  zvt  erkennen,  womit  ich  aber  keineswegs  auch  die  voll- 
kommene Richtigkeit  dieser  Hunderttheile  behaupten  -will. 

Daaa  der  hei  Setzung  des  Meridianzeichens  begangene  Fehler, 
oder  das  Azimuth  der  veiticalen  Mittellinie  des  weissen  Feldes,  sehr 
klein  sein  müsse,  davon  hatten  mich  schon  mannigfache  Beobach- 
tungen überzeugt,  und  es  war  nun  noch  übiig,  die  Grosse  dieses 
Felllers  ausfindig  zu  machen.  Eine  nicht  ganz  leichte  Aufgabel 
Denn  zu  den  Schwierigkeiten,  welche  der  Natur  der  Sache  nach  mit 
der  genauen  Bestimmung  eines  sehr  kleinen  Fehlei-s  verbunden  sind, 
kommt  hier  noch  dieses,  dass  an  heiteren,  dem  Beobachten  günstigen 
Tagen  nur  um  die  Zeit  des  Sonnenuntergangs,  und  auch  dann  nicht 
immer,  das  Zeichen  deutlich  und  ohne  Wallung  gesehen  werden  kann, 
zu  jeder  anderen  Tageszeit  aber,  und  hauptsächlich  früh,  unruhig  und 
nicht  mit  der  zu  Beobachtungen  dieser  Art  erforderlichen  DeutHchkeit 
erscheint.  Nur  bei  bewölktem  Himmel,  und  vorzüglich  nach  voran- 
gegangenem Regen,  IHsst  sich  die  Lage  des  Fadens  gegen  das  Zeichen 
mit  Schärfe  bestimmen.  Ferner  habe  ich  bemerkt,  dass  an  heiteren 
Tagen  diese  Lage  kleinen  Veränderungen  unterworfen  ist,  indem 
Abends  der  Faden  um  ein  Geringes  scheinbar  östhcher,  als  früh  sich 
zeigt.  Wahrscheinlich  rührt  dies  von  der  ungleichen  Ausdehnung 
des  Thnrmes  durch  die  Sonnenwärme  her,  ein  Umstand,  dem  ich  in 
der  Folge  noch  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zu  widmen  gedenke. 
Unter  solchen  Verhältnissen  konnte  ich  daher  Originalbeobach- 
tur^en,  ich  meine  Beobachtungen  von  Circumpolarsternen  in  ihrer 
oberen  und  unteren  Culmination,  zu  einer  genauen  Bestimmung  des 
gedachten  Felilers  nicht  anwenden,  sondern  musste  mich  mit  der  Me- 
thode der  Rectascensionsdifferenzen  begnügen.  Ich  wählte  hierzu 
den  Polarstern  in  seiner  unteren  Culmination,  und  ß  Vii'ginis,  nicht 
nur  weil  diese  Culminationen  bloss  um  19'  verschieden  sind,  und  folg- 
hch  eine  kleine  Abweichung  des  Ganges  der  Uhr  von  der  iSternzeit 
keinen  bedeutenden  Einfluss  hat,  sondern  auch,  weil  der  eine  Stein 
nahe  beim  Pol  und  der  andere  nicht  weit  vom  Aequator  entfernt  ist. 
Auch  habe  ich  noch  einige  Beobachtungen  von  0  Cassiopejae  in  der 
unteren  Culmination,  welche  der  des  Polaris  um  27'  vorangeht,  damit 
verbunden. 

Ich  nahm  nun  zu  diesen  Beobachtungen,  dem  oben  Bemerkten 
gemäss,  die  Jahreszeit,  wo  diese  Sterne  in  den  Abendstunden  durch 
den  Meridian  gehen,  und  machte  damit  den  15.  April,  wo  dieses 
gegen  loi  Uhr  Ab.  geschieht,  den  Anfang.  Allein  ich  konnte  die 
Beobachtungen  nur  bis  gegen  Ende  Mai  fortsetzen,  weil  später  das 
Getreide  auf  den  zwischen  der  Sternwarte  und  dem  Zeichen  gelegenen 
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reldern   so   hoch  gewachsen  war,   class   das  Zeiclieu  nicht  gut  mehr 
gesehen  werden  konnte. 

Mein  Vei^fahren  war  dabei  folgendes.  Hcisse  z  das  Azimuth  des 
Zeichens,  a  das  Azimuth  des  Insti-uments,  oder  der  Winkel  einer  auf 
der  Eotationsaxe  senkrechten  Ebene  mit  der  Ebene  des  Meridians, 
c  der  Collimationsfehler,  oder  der  Winkel  der  Coüimationslinie  mit 
jener  Ebene.  Alle  drei  Fehler  seien  übrigens  in  Zeitsecunden  aus- 
gedrückt, und  positiv,  wenn  sie  von  Süden  nach  Osten  fallen.  Als- 
dann ist  leicht  einzusehen,  dass  die  zu  beobachtende  Abweichung 
des  Fadens  von  der  Mittellinie  des  Zeichens  in  der  gewöhnlichen  Lage 
des  Instruments  ^  «  -|-  c  —  a ,  dagegen  nach  Umlegung  desselben 
=  ffl  —  c  —  z  sein  wird.  Die  halbe  Differenz  dieser  Abweichungen 
giebt  den  Collimationsfehler.  Auf  diese  Weise  wurde  c  Nachmittags 
bei  bewölktem  Himmel  einigemal  bestimmt. 

Den   ig.  April   1822 u  '\-  c  —  2  =  —  o"o7 

nach  Umlegung  des  Instruments : a,  — •  c  —  z  ^  -\-  o-i-j 

und  dann  wieder  in  der  gewöhn!.  Lage:  «  +  c  — ■  z  ^=  ^  0'05 
woraus 

c  =  —  o"  1 1 
folgt. 

Den    24.  April:    «  -|-  c  _  s  ^  —  o"i9  1 

a  —  c  —  z  ^  -\-  0-03  >c  =  —  o"ic. 

Den  2g,  April  fiel  kurz  vor  Beobachtung  des  Polaris  der  Deckel 
vor  dem  Objectivglas  zu  und  klemmte  sich  so,  dass  einige  Gewalt 
nöthig  war,  um  ihn  zurückzuschieben.  Hierdurch  war  die  Lage  der 
ßotationsaxe  und  folglich  a  wahrscheinlich  ungestört  geblieben ;  wohl 
aber  hatte  sich,  wie  zu  erwarten,  c  geändert.  Denn  ich  fand: 
den     I .  Mai :       «  +  e  —  «  ^  +  o"o5  1 

a  — ■  c  —  ^  =  -|-oo6>c!^  o"oo  , 
a  +  c  — ^  =  +  o-07j 
den   1 1 ,  Mai :       a  -\~  c  —  z  ^  -^  0-03  j 

«  —  c  —  j  =  4-  0-03  l  c  =  o"oo  , 
«  +  c-s=:  +  o-03j 
den  23.  Mai,    wo  aber  die  Luft  etwas  wallte: 

^  l  e  =  —  o"c4  . 
B  — c  — ^  =  +  o.o3j 

Die  zur  Reduction  der  Seitenfäden  auf  den  mittleren  gebraiichten 
Abstände  waren  für  Sterne  im  Aeqrrator  39"oi7  und  38"3i5.     Nach- 
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dem  icli  hiermit  die  beobachteten  Culminationszeiten  der  oben  ge- 
nannten Sterne  verbessert  hatte,  so  zog  ich  diese  Zeiten  nebst  den, 
wegen  Nichthorizontalität  der  Axe  und  wegen  dea  Collimationsfehlers 
nöthigen,  Con-ectionen  von  den,  in  den  Schumacher'schen  Hülfs- 
tafeln  angegebenen,  geraden  Äufeteigungen  ab.  Die  Beste,  welche  mit- 
hin die  Correction  der  Uhr  und  die  Correction  wegen  des  Azimuths 
des  Instruments  in  sich  begreifen,  sind  in  folgender  Tafel  enthalten. 


1 

822 

a  Cassiop. 

Polar 

ßVh 

£_ 

15.  Apr. 

—  53"7 

18 

—  53 

25 

*> 

+     5 

53 

29 

+     5 

+       2 

76 

2 

Mai 

-      i"84 

—     3 

—     I 

52- 

3 

—     302 

—     6 

—     2 

63 

5 

—     5'37 

—     8 

—     5 

15 

16 

-   12-56 

—    15 

6 

38 

21 

—  15-67 

—  18 

3 

—   14 

94 

22 

-   15-16 

—  16 

9 

—   14 

97 

Den  15,  nnd  18.  April  war  die  Correction  der  TJhr  —  46"!  und 
—  49"2.  Ilcissen  nun  C,  P,  V  die  für  ii^end  einen  Tag  zusammen^ 
gehörigen  Zahlen  dieser  Tafel,  und  u  die  dabei  statthabende  Correc- 
tion der  Uhr,  so  ist: 

-  22'6o  tt,     F"^  M  4-  0-89  «  , 
P—C  C—V 


P  =  z 


folglich 


20-9 


>8o 


Auf  diese  Weise  suchte  ich  zuerst  durch  den  Polaris  und,  die  beiden 
ersten  Tage  ausgenommen,  durch  a  Virg.  die  Werthe  von  a.  Addirt 
man  hierzu  c  und  zieht  von  der  Summe  die,  jeden  Beobachtungstag 
gegen  Abend  beobachtete,  Abweichung  des  Fadens  =  a  -i~  c  —  z  ab, 
so  bleibt  z  übiig.    Nachstehende  Tafel  giebt  die  Resultate  dieser  llech- 


1822 

a 

c 

a+c 

-2 

^ 

15.  Apr. 

—  o"34 

—  o"ii 

—  o"4o 

—  o"05 

18 

—  0 

18 

—  0 

1 1 

—  0 

18 

—  0 

11 

25 

—  0 

32 

0 

10 

—  0 

30 

—  0 

12 

29 

+  0 

ro 

0 

00 

+  0 

22 

—  0 

12 

Mai 

—  0 

09 

0 

00 

„  0 

07 

—  0 

02 

3 

—  0 

17 

0 

00 

0 

00 

—  0 

17 

5 

—  0 

16 

0 

00 

+  0 

09 

—  0 

25 

16 

—  0 

15 

0 

00 

—  0 

—  0 

04 

21 

—  0 

16 

0 

00 

+  0 

05 

—  0 

21 

22 

—  0 

09 

0 

00 

-j-o 

13 

—  0 

21 

*)  Den  24.  April  ward  die  Uhr  u 
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Die  Verschiedenheit  der  somit  für  z  erhaltenen  Werthe  ist 
grösser,  als  ich  erwartet  hatte,  wovon  wohl  der  Grund  hauptsächlich 
in  der  Unruhe  liegen  mag,  womit  bei  heiterem  Himmel  das  Bild 
des  Zeichens  erscheint,  und  seine  Lage  gegen  den  Faden  oft  unter 
den  Augen  verändert.     Das  Mittel  aus  allen  Werthen  ist  =  —  o"i3. 

Die  sechs  Beobachtungen  von  a  Cassiop.,  auf  eben  die  Weise 
mit  den  zugehörigen  des  Polaris  verbunden,  geben  für  z  die  Werthe : 

—  O'Oi,    — o-i6,    — 0-24,    — 0'03,    — O'iy.    — 0-21 , 
woraus  dasselbe  Mittel  —  o"i4  folgt,  wie  zu  vermrrthen  war.    Dagegen 
kommen    durch  Verbindung   von    a  Viig.    mit   a  Cassiop.,    mit   Aus- 
schluss der  zu  sehr  von  einander  abweichenden  Beobachtungen  voin 
21.  Mai,  für  z  die  Werthe; 

—  0.33,    —0.49,    —0.36,    — o-ii,    — 0.37, 
wovon  das  Mittel  —  033  i^t. 

Wenn  ich  die  zu  Hülfe  genommenen  Tafeln  für  die  geraden 
Aufsteigungen  als  iichtig  voraussetzen  darf,  so  möchte  die  starke  Ab- 
weichung dieses  Wei-thes  \on  ?  von  dem  vorigen  vielleicht  von  eiaiger 
Unregelmässigkeit  m  der  Figur  der  Zapfen  heiTÜhren.  Darauf  mit 
Rücksicht  genommen  diss  sich  die  Fädenantritte  bei  a  Cassiop.  und 
a  Virg  iiel  <<chufer  als  bei  dem  Polaris  beobachten  lassen,  will  ich 
einstweilen  dei  eisteien  Bestimmung  —  0-13  den  doppelten  Werth 
der  letateren  — 033  beilegen,  und  folglich  im  Mittel 

z  =  ■ —  o"zo 
setzen,  wonach  also  das  Meridianzeichen  um  0-20  Zeitsecunden,  d.  h. 
um  2  Zoll  zu  weit  westlich  stände. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  noch  folgende  Bemerkungen 
über  das  Mittagsfemrohr. 

Den  Collimationsfehler  kann  ich  lange  Zeit  unverändert  beibe- 
halten. Dies  bestätigen  auch  die  vorhin  daiüber  angeführten  Beobach- 
tungen, —  welche  zugleich  als  Beweis  von  der  Genauigkeit  meines  Ver- 
fahrens, die  Ijage  des  Fadens  gegen  das  Zeichen  zu  schätaen,  dienen 
können.  —  Die  Aenderungen  des  Fehlers  im  Azimuth  sind  gering,  und 
nur  sehr  selten  geschieht  es,  dass  sich  der  Faden  von  der  Mitte  des 
Feldes  bis  an  die  schwarzen  Begrenzungen  entfernt.  Ist  die  Unver- 
änderlichkeit  des  Collimationsfehlers  ein  Beweis  von  dem  soliden  Bau 
des  Instmments,  so  folgt  aus  den  geringen  Abweichungen  im  Sinne 
des  Azimuths,  dass  auch  die  Aufstellung  des  Instruments,  ungeachtet 
der  63-elhgen  Höhe  über  dem  Erdboden,  als  sehr  sohd  betrachtet 
werden  darf.  Bedeutender  siud  die  Aenderungen  der  Lage  der  Äxe  gegen 
den  Homont,  so  dass  ich  fast  vor  je  zwei,  um  ein  Paar  Stunden  von 
einander  Hegenden,  Beobachtungen  sie  zu  untersuchen  genöthigt  bin. 
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IL  Bestimmung  der  Polliölie. 

Es  dürfte,  wenigstens  in  geschi Gütlicher  Hinsicht,  nicht  uninter- 
essant seinj  wenn  ich  der  Darlegung  der  von  mir  in  dieser  Absicht 
angestellten  Beobachtungen  die  früheren,  mir  zu  Gesicht  gekom- 
menen Angaben  der  Leipziger  Polhöhe  vorangehen  lasse.  Grosse 
Ueberein Stimmung  ist  dabei  freilich  nicht  zu  finden,  abgesehen  auch 
davon,  dass  bei  den  meisten  die  Stelle  der  Beobachtung  nicht  ange- 
geben ist,  und  der  Duichmeeser  der  eigentlichen  Stadt,  die  Vorstädte 
nicht  mitgerechnet,  in  der  Richtung  des  Meridians  etwa  eine  halbe 
Minute  beträgt. 

Die  älteste  Bestimmung  der  Lcipz^er  Polhöhe  ist  wahrschein- 
lich diejenige,  welche  uns  Tycho  in  seinen  Progymnasmatis  auf- 
bewahrt hat.  Er  sagt  daselbst  Libr.  I,  cap.  IX,  pag.  380  der  1648 
zu  Frankfurt  erschienenen  Ausgabe,  wo  er  von  den  zu  Wittenbei'g 
gemachten  Beobachtungen  des  neuen  Sternes  in  der  Cassiopeja  han- 
delt, und  die  Wittenberger  Polhöhe  airs  der  Leipziger  durch  die  Ent- 
fernung beider  Städte  und  ihren  Positionswinkel  zu  bestimmen  sucht: 
»Elevationem  Poli  lApsensem  praestantiss.  oUm  ejus  Academiae  Mathe- 
maticus  Johannes  HomeUm*]  adinvenit  esse  P.  51.  I.  ll.v.  Und  bald 
nacKher:  yiEsse  autem  cum  Homeliana  lApsensi  elevatwne  . . .  standum, 
magna  diligentia,  quam  ident  Homelius  in  fabricandis  et  tractandts 
Orgams  Mathematicis  Mechanik  adkibuit  . . .  probabile  reddit;  et  is 
per  Solis  Altitudinem  maximam  atque  minimam  hanc  sedulö  perscru- 
tatus  est,  ut  ipsemet  cognovi,  cum  ante  annos  plus  minus  ag  **),  lAp- 
eiae  studiorum  gratia  commeinorarei'  ....  Altitudinem  Solis  maximam 
in  Solstitio  aestivo  adinvemt  P.  62.  I.  11.  Minimam  in  hybej-no 
P.  13.  I.  15  ...li  Hieraus  folgt  mit  Vernachlässigung  der  Parallaxe  und 
Refraction  die  schon  erwähnte  Polhöhe  von  51°  17'.  Tycho  leitet  dann 
allein  aus  der  gi-össten  Sonnenhöhe,  wozu  er  i^  Min.  als  Sonnen- 
parallase  addirt,  und  aus  der  von  ihm  selbst  gefundenen  grössten 
Abweichung  der  Sonne,  23"  31^!  '^^^  Leipziger  Polhöhe  =  51"  19'  ab. 
Er  setat  nämlich  (pag.  40}  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  im  Apo- 
gäum auf  3°  54';  dagegen  lässt  er  für  die  Sonne,  nach  der  pag.  39 
stehenden  Tafel,  über  45°  Höhe  (bei  Sternen  über  iq°,  pag.  216)  keine 


•]  Joh.  Hommel,  den  man  den 
Sohwiegeraohn  des  berühmten  Joachim 
Steinmetz  (f  1584)  waren  die  ersten 
und  lehrten  au  gleicher  Zeit  öffentlich. 
Leip%.  Univ.  S.  302  und  48. 
»*)  1562  bis  65. 


seiner  Zeit  nannte,    war 
ius.     Er  (+  1564}  und  Mo: 
1    der  Mathematik    zu  Leipzi 
,   Abriss    einer   Geschichte    di 
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Refraction  mehr  stattfinden.  Vergl.  Käetner's  Geschichte  der  Ma- 
thematik, 2.  Band,  S.  620. 

Ob  nun  schon  diese  Annahmen  gar  sehr  von  der  Wahrheit  ab- 
weichen, so  kommt  doch  eben  das  Resultat  51°  19'  heraus,  wenn 
man  beide  Beobachtungen  Hommel's  mit  der  richtigen  Refraction 
berechnet.  Die  Schiefe  der  Ekliptik  ergiebt  sich  dabei  zu  33°  ^g's, 
welche  der  wahren,  die  damals  stattfinden  musste,  23°  3o'o,  näher 
kommt,  als  die  von  Tycho  angewendete. 

Um  vieles  unrichtiger  findet  sich  die  Polhöhe  in  den  von  Tycho 
begründeten,  aber  erst  nach  seinem  1601  erfolgten  Tode  von  Kepler 
im  Jahre  1627  herausgegebenen  Rudolphinischen  Tafeln,  wo  sie 
=^51°  24'  angegeben  ist. 

ßiccioli  legt  in  seiner  Geographia  reformata  (Venctiis  1672, 
pag.  301)  Hommel's  Beobachtung  der  gi-össten  Sonnenhöhe,  die  er 
als  im  Jahre  1 560  gemacht  angiebt,  zum  Grunde,  und  schliesst  daraus 
mit  einer  Höhenparallaxe  von  6"  und  der  Schiefe  der  Ekliptik 
von  23°  30'  20",  die  Polhöhe  =  51°  19'  14"- 

Dieser  Hommel-Riccioli'schen  Bestimmung  sind  die  meisten 
Astronomen  lange  Zeit  hindurch  gefolgt.  So  findet  sie  sich  in  den 
astronomischen  Tafeln  von  de  la  Hire  (1.  Ausg.  1702,  2.  Ausg.  1727) 
und  Cassini  (1740).  Ja,  in  dem  Längen-  und  Breiten-Catalog  der 
Connaissance  des  tems  ist  sie  von  dem  Jahrgang  für  1764,  als  in 
welchem  dieser  Catalog  zum  ersten  Mal  vorkommt,  selbst  bis  zu  dem 
pour  Van  X  (1802)  unverändert  beibehalten  worden. 

Heinsius,  Professor  der  Mathematik  in  Leipz^  von  1745  bis 
1769  (t),  war  zugleich  ein  sehr  fl eis siger  Beobachter.  Aus  dem  Som- 
mersolstitium  von  1746  und  den  Mittagshöhen  einiger  Sterne  fand 
er  die  Polhöhe  im  Mittel  =  51"  22'  10".  Nov.  Comment.  Acad.  sc. 
Petrop.,  Tom.  I.  (ad  ann.  1747  et  48),  pag.  468.  Aus  dem  Sommer- 
und  Wintersolstitium  von  1748  erhielt  er  sie  =  51°  22'  34".  Ebds. 
Tom.  m.  (ad  ann.  1750  et  51),  pag.  437. 

Mehrere  Angaben  der  Leipz^er  Polhöhe  finden  sich  in  dem 
sehr  vollständigen  und  kritisch  gesonderten,  geogi'aphischen  Ver- 
zeichniss  im  ersten  Bande  der  Sammlung  astronomischer  Tafeln, 
Berlin  1776.     Sie  sind: 

51°  20'  o",  nach  dem  in  Doppelmayr's  Atlas  coelestis,  tab.  15, 
gegebenen  Verzeichniss.     Rivinus,  Junius,  Beobachter. 

51°  ig'  41"  und  51"  22'  15",  nach  neueren  Beobachtungen.  Der 
letzteren  Angabe  ist  Heinsius  als  Beobachter,  beigesetzt. 

51"  19',  aus  Mayer's  Mappa   Germaniae  critica. 

gi'*2i'32",  aus  geographischen  Vermessungen  von  Hessen  bis 
Schlesien. 
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Ich  komme  jetzt  zu  neueren  Bestimmungen,  welche  nur  um 
wenige  Secunden  unter  sich  verschieden  sind,  und  sich  auf  das  Lo- 
cal  der  Sternwarte  selbst  beziehen. 

Dahin  scheint  mir  zuerst  die  in  der  Connaissance  des  tems  pour 
Van  XI  (1803,  herausgekommen  im  Jahr  1800)  abgeänderte,  und  bis 
jetzt  darin  heibelmltene  Bestimmung:  51°  20'  16"  zu  gehören,  wiewohl 
ich  den  Urheber  dieser  Angabe  nicht  habe  ausfindig  machen  können. 

Im  Jahre  1804  d.  i.  April  nahm  der  hier  anwesende  Baron  von 
Zach  mit  einem  Lenoir'schen  Multiphcationsk reise  50  Sonnenhöhen, 
jedoch  nicht  auf  der  Sternwarte,  weil  er  hier  keinen  soliden  Ort  zur 
Aufstellung  finden  konnte,  sondern  in  einem  Garten  am  Petersthore. 
Die  daraus  berechnete  und  auf  die  Sternwarte  reducirte  Polhöhe  ist: 
51"  20  i4"2.  Siehe  MonaÜ.  Corresp.  B.  X,  8.  301.  Doch  wird 
hinzugefügt,  dass  diese  Bestimmung  theils  wegen  unstäter  Witterung, 
theils  wegen ,  einiger  Ungewissheit  in  der  Zeitbestimmung  ein  Paar 
Secunden  zweifelhaft  sein  könne. 

Eben  daselbst  S.  392  stehen  noch  folgende  zwei  Angaben:  Mit 
einem  zehnzölhgen  Borda'schen  Kreise  fand  Goldbach  durch  Be- 
obachtungen der  Sonne  und  etlicher  Sterne  in  den  Jahren  1802  bis 
1804;    51"  20'   io"6. 

Prof,  Rüdiger  fand  aus  Sonnenbeobachtungen  mit  dem 
Troughton'schen  Sextanten:    51"  20'  44". 

Die  neiieste  Breitenbestimmung  haben  wir  dem  Major  Aster 
zu  verdanken.  Er  erhielt  aus  acht,  den  20.  März  1816  mit  einem 
Spiegelsextanten  genommenen,  Circummeridianhöhen  der  Sonne: 
51°  20'  2i"6.     Zeitschrift  für  Astronomie,  III.  Band,  8.  346, 


Ich  lasse  nun  die,  zur  Bestimmung  des  für  eine  Sternwarte  so 
wichtigen  Elements,  von  mir  am  zweifüssigen  Troughton'schen 
Kreise  augestellten  Beobachtungen  folgen.  Das  dabei  angewendete 
Verfahren,  welches  unabänderlich  dasselbe  war,  will  ich  durch  nach- 
stehendes Beispiel   einer  yoUständig   berechneten  Beobachtung   aus- 


Büobachtungen  von  a  Ursae  minoris  bei  seiner  oberen  Culminatiou 
den  I.  Febraar  1822. 

Vor   der  Culminatiou,   um  i  =  o''  50'  56"   Sternzeit,    wurde 
Höhe  beobachtet: 

am  linken  Mikrom.     1     am  rechten  Mikrom. 
53"  o'  io"3  I  52^  59'"54"4 
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Nach  der  Culminatioii  und  nach  halber  Wendung  des  Instruments, 
um  t"  =  i''  3'  36",  erhielt  ich  für  den  Zenithabstand  resp. ; 

37"  1'  56"o  I  37"  i'  43"o  - 

Das  Mittel  aus  den  beiden  Ablesungen  der  Höhe  ist  53"  o'  2"35, 
und  hiervon  das  Complement  zu  go": 

z'  =  36"  59'  57"Ö5- 
Das  Mittel  aus  den  abgelesenen  Zenithab  ständen  giebt  : 

•5"=  37"    1'  49"5o  , 
mithin 

^{x'+z")  =ifo   53"57  =z  . 

Erste  Correction,  oder  Eeduction  auf  den  Meridian.  Die 
zwischen  den  Zeiten  t  und  t"  am  Mittagafernrohi-  beobachtete  Cul- 
mination  des  Polaris  geschah  um  t'  =  o''  56'  5g". 

Folghch 

t'  —t  =  Ü  3",         i"—  t'=  6'  37". 

Diesen  Differenzen  entsprechen  in  den  Iteductionstafeln  [Hülfs- 
tafeln  für  Zeit-  und  Breitenbestimmung  von  Schumacher,  1820) 
die  Zahlen:  71-9  und  86-0  (die  Quadrate  der  in  Socunden  aus- 
gedrückten Differenzen    mit    —  .  15°  -  sin  i"  multiplicirt).     Die  halbe 

Summe  derselben  ^=  78-95,  multiphcirt  mit  -; — ^ ^7  =^  —  o^osoö, 

^  sm  {(p  —  0)  ' 

/wo    die  Polhöhe    9)  =  51"  20',    die   Declination   (5  =  88°  22',)    giebt 

—  2"34  als  die  gesuchte  Eeductiou. 

Will  man  zugleich  den  Collimationsfehler  erfahren,  so  müssen 
s'  und  »"  einzeln  auf  den  Meridian  reducirt,  und  von  der  Differenz 
der  so  reducirten  Abstände  die  Hälfte  genommen  werden.  In  un- 
serem  Beispiel    finden    sich    die    Reductionen    von   z    und   z"   resp. 

—  2"i3  und  —  2"54,  also  die  reducirten  Werthe  z  =  36°  59'  55"52 
und  2"=^  37°  i'  46"96,  wovon  die  halbe  Differenz  =  55"7  dem  Colli- 
mationsfehler gleich  ist,  als  um  welchen  der  Kreis  die  Höhe  und 
den  Zenithabstand  zu  gross  angegeben  hat. 

Bei  den  nachfolgenden  Beobachtungen  des  Polaris  habe  ich 
diesen  Fehler  mit  beigefügt.  Man  ersieht  daraus,  dass  er  bis  zum 
Januar  ziemlich  constant  geblieben  ist.  Seine  beti'ächtlichon  Ver- 
änderungen im  Pehruai  rühren  davon  her,  dass  diese  Beobachtungen 
noch  bei  Tage  gemacht  wurden,  wo  ich  den  Stern  nicht  mehr  bi- 
seciren  konnte,  sondern  ihn  mit  dem  Faden  nur  in  Berührung  brachte 
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(bei  je  zwei  zusammengehörigen  Beobachtungen  an  derselben  Seite 
des  Fadens), 

Zweite  Correction  wegen  der  Strahlenbrechung.  Ich  bediene 
mich  hierzu  der  ebenfalls  in  den  Schumacher'schen  Hülfstafeln 
gegebenen  Biinkley'schen  Refractionstafeln,  wo  die  Berechnung 
nach  der  Formel: 

b  t  tang  z  —  c 
geschieht.     Nun  war  der  Stand 

des  Barometers 29-759  er^l.  Zoll 

des  am  Kreise  befestigten  Thermometers  37°5    1 
des  Thermometers  in  der  Meridianspalte  37-0    >Fahrenheit, 
also  im  Mittel  37-25  j 
log  tang  3  ==9-8773 
wegen  des  Barometers:  log  5  =  1-4736 

wegen  des  Thermometers:  log  i=;  0-3018 

P6527 
also  b  t  tang  e  ^  44"95  gleich  der  ßefraction,  weil  c  =  o  . 

Dritte  Correction,  wegen  Abweichung  der  verticalen  Ase. 
Bei  der  einen  Lage  des  Instruments  im  Meridian  standen  die  Enden 
der  Luftblase  in  der  Hängelibelle  auf 

57  Südl.,     56  Nördl.; 
bei  der  entgegengesetzten  Lage  auf 

53  Nördl.,  60  Sildl. 
Die  Summe   dieser  vier  Ablesungen,    nördlich   und   südlich  als 

entgegengesetzte  Grossen  genommen,  ist  S  südlich,  welche  mit 

multiplicirt,  2"36  südlich  giebt.  Um  so  viel  wich  nämhch  die  Axe 
vom  Nadir  nach  Süden  und  mithin  vom  Zenith  nach  Norden  zu  ab. 
Die  Correction  ist  daher  ^  +  2"36. 

Der  wahre  Zenithabstand  ist  folglich: 

37°  o'  53"57  —  2"34  -h  44"95  +  2"36  =  37°  i'  38"54  . 
Für   dieselbe   Zeit    war  aber,    nach    den   Hülfstafeln  für   1822, 
die  Declination  des  Polaris 

§  =  88"  21'  58"4g  , 
folglich  die  Polhöhe  der  Sternwarte 

1^^  =  51°  20'  i9"95  . 

— —  g^^ 
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luf  der  Universität s-Ster 


Ä)  In  der  oberen  Culn 


rage. 

Zenith 
abst. 

J 

Decli:.* 

. 

Polhöh 

Abiv. 
Y.  Mittel 

CüU,- 
Fehler 

I82I 

37°      l' 

88"  21' 

51°  20' 

30.  Nov. 

31  "6 

53"3 

21  "7 

4-i"o 

44"o 

4 

Dec. 

33 

9 

54-2 

20 

3 

—  0 

4 

45 

8 

10 

36 

2 

55-6 

19 

4 

—  I 

3 

41 

5 

13 

- 

37 

0 

56-3 

19 

3 

—  I 

4 

43 

7 

14 

-. 

34 

3 

5Ö-5 

22 

2 

+  1 

5 

46 

2 

15 

- 

37 

6 

56.7 

19 

I 

—  I 

6 

45 

7 

16 

- 

37 

8 

56.8 

19 

0 

—  1 

7 

47 

5 

17 

38 

3 

57'0 

18 

7 

—  2 

0 

45 

5 

27 

37 

7 

58-5 

20 

8 

+  0 

I 

47 

3 

28 

- 

37 

2 

587 

21 

5 

+  0 

8 

44 

5 

29 

- 

35'9 

58-8 

22-g 

+  2.2 

46-7 

1822 

I.  Jan. 

36 

7 

58 

9 

22 

2 

+  1 

5 

46 

I 

2 

38 

9 

59 

0 

20 

I 

^0 

6 

44 

6 

4 

- 

38 

I 

59 

I 

21 

0 

+  0 

3 

46 

I 

6 

- 

36 

0 

59 

3 

23 

3 

+  2 

6 

47 

2 

1 

Febr. 

38 

6 

58 

5 

19 

9 

—  0 

8 

55 

7 

8 

- 

38 

9 

57 

7 

18 

8 

—  I 

9 

58 

8 

10 

- 

36 

4 

57 

3 

20 

9 

+  0 

2 

48 

2 

14 

34 

3 

5& 

5 

22 

2 

+  1 

5 

48 

2 

16 

- 

36 

3 

56 

2 

19 

9 

—  0 

8 

58 

3 

B)  In  dei'  unteren  Culniination. 


1821 

40"  17' 

88°  21' 

51"  20' 

Dec. 

44"4 

5  3  "9 

21  "6 

+  o"9 

41" 

43'9 

54-7 

214 

+  0.7 

42. 

- 

44.2 

55-5 

20-3 

^0'4 

45- 

- 

42-6 

55-7 

21-7 

+  1.0 

SO. 

43-3 

56-6 

20-1 

—  0-6 

46- 

- 

43-5 

5Ö'9 

19.6 

—  i.i 

45- 

- 

42-4 

57-1 

20'5 

0'2 

47' 

Mittel  (f  = 
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y.  Draconis. 
Die  hier  und  bei  dem  folgenden  Circumpolarstern  in  der  Co- 
lumne  Reduct.  stehenden  Secunden  sind  der  Inbegriff  der  Cor- 
rectionen  wegen  Präecssion,  AbeiTation,  Lunai'-  und  Solar -Nutation, 
wodurch  die  scheinbare  Decluiation  und  folglich  auch  der  schein- 
bare Zenithabstand  auf  den  mittleren  für  den  Anfang  des  Jahres 
1822  gebracht  wird. 


A) 

In  der  ob 

2ren  Cu 

mination 

Tage 

Zenithabst. 

Ecduct. 

mittl. 
Zeiiithabst. 

Abw. 
V.  Mittel 

1821 

19°  25' 

ig"  25' 

9.  Dec. 

35"i 

+  20"4 

55"5 

—  i"o 

14.      - 

35-5 

21-5 

57-0 

+  0.5 

15'      - 

35-9 

21-7 

57-6 

4-1-1 

16.      - 

33-5 

21 -Q 

55-4 

—  i-i 

17. 

34-9 

22-0 

56-9 

+  0-4 

B)  In  de: 

(2  1 

Dec. 


'  56"5 


ntei'en  Ciilmination. 


57"  53' 

57"  53' 

49"3 

—  2o"6 

28"7 

50-6 

21-3 

29'3 

51-5 

21-4 

30-1 

5I-I 

21-7 

29.4 

49-8 

2I.S 

28-0 

52-7 

22'I 

30.6 

51-8 

23'6 

28-2 

54-6 

23'7 

30-9 

50'i 

24-1 

26.0*) 

52-8 

24.2 

aS'ö 

+  0. 


Jan, 


Mittel  a  =  57"  53'  ^g's 
Für  den  i.  Januar  1822  war  demnach 
mittlerer  Zenithabstand  in  der  oberen  Culmination 

-     -     unteren 
halbe  Snmme  oder  Aeqnatorhöhe  .... 
Polhöhe  .... 
Declination   .... 

*;  Diese  Beobachtung  wurde  heim  Bereolinen  des  Mittels 


Jll  = 

■9° 

25 

56.5 

= 

57 

5,1 

29-3 

■  = 

38 

39 

42.9 

.  =^ 

51 

20 

17-1 

■  = 

70 

46 

136 

y  Google 


470 


Beobachtungen  auf  der  Univereitätä-Sternivarte  zu.  Leipzig. 


Nach  dem  Catalog  von  Bradley's  und  Piazzi's  Sternen  in  den 
Hülfstafeln  für  i8zi  ist  die  Declination  =  70°  46'  i3"o,  also  nur 
um  o"6  kleiner  als  die  vorige. 


A)  In  der  oberen  Cul 
Tage  Zenithab  St.       Keduct. 


1821 
29.  Dec. 
1822 
I.  Jan. 
2. 
i.Febr. 


11"  27 

20"  6 


56-1 

58-0 
57'6 


B)   In 


■1°  26'  57"4 


I  Cnlmination. 


65"  52' 

65°  52' 

6"5 

+  23"l 

29"6 

4-7 

23-0 

27.7 

13-9 

9.0 

22-9 

ig-o 

8-5 

27-5 

18-5 

7-8 

26-3 

19-g 

7.2 

27-1 

Apr. 
12. 

j8.  

Mittel*)  z=  üf  52'  27"6 
Den  I.  Januar  1822  war  demnach 
mittl.  Zenithabstand  in  der  oberen  Culmination .    , 
-     -     unteren 

folglich  die  Äequatorhöhe 

Polhöhe 

Declination  ,    .  ■ 

Declination  nach  Bradley  und  Piazzi 

Unterschied 


+  z"o 
+  0.1 


=  11 

26'  57"4 

=  65 

52  2!-6 

=  38 

39  42'5 

=  51 

20  17.5 

=  62 

47  I4'9 

=  62 

47  i5'i 

")  Mit  WoglasEung  des   zu    abweichenden   Zenithabstandes 
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s-Sternwarte  zu  Leipzig. 


Ich  beobachtete  diesen  Stern  zum  Behuf  der  diesjährigen  Oppo- 
sition des  Mars.  Die  scheinbaren  Declinationon  sind  aus  der  Ephe- 
nieride  in  den  Hülfstafeln  für  1822  entlehnt. 


X.. 

Zenithabat. 

Deolinat. 

Polhöhe 

Abw. 
V,  Mittel 

1822 

38°  30' 

I  2"  49' 

51°  20' 

6.  Febr. 

23"? 

53"3 

\fo 

o"o 

8.      - 

22-8 

53-2 

16.0 

—  I-O 

9-      - 

24'5 

53-1 

17-6 

+  0-6 

10, 

22-6 

53-1 

15-7 

—  I-3 

14.      - 

25-0 

53'0 

i8-o 

+  1-0 

15.      - 

25-0 

52'9 

17.9 

+  0.9 

ueht  der  Resultate. 


!  Cassiop.     ■!  -p. 


51" 20  20  7 
20.7 

} - 

} - 

17-0 


56 


Ein  Mittel  aus  allen  diesen  Bestimmungen  dürfte  wohl  nicht  zu 
nehmen  sein.  Die  sonderbare  Uebereinstimmuug  der,  aus  jeder  der 
beiden  Culminationen  des  Polaris  abgeleiteten,  Polhohen  unter  sich, 
gegenüber  der  mehr  als  3  Secunden  betragenden  Abweichung  der- 
selben von  den  ebenfalls  gut  unter  sich  stimmenden  der  drei  an- 
deren Sterne,  scheint  auf  Theilungsfehler  an  den  Stellen  des  Krei- 
ses, wo  beim  Polaris  abgelesen  wurde,  hinzudeuten.  Doch  ist  die 
Anzahl  der  beobachteten  Sterne  noch  zu  klein,  um  etwas  Bestimmteres 
darüber  sagen  zu  können.  Viele  andere  Beobachtungen,  die  ich  zu 
diesem  Zweck,  theüs  schon  gemacht ,  aber  noch  nicht  berechnet  habe, 
theils  noch  anzustellen  gedenke,  werde  ich  in  der  Folge  mittheilen. 
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IIL  Beobachtung  und  Berechnung  der  Opposition  des  Mars 
im  Jahre  1822. 


Die  hierbei  zum  Grunde  gelegte  Polhöhe  ist  die  aus  den  gleich- 
zeitigen Beobachtungen  des  Eegulus  abgeleitete :  9)  ^=  5 1°  20'  1 7"o,  da 
bei  diesem  Stern  der  Mars  ziemhch  nahe  vorüber  ging.  Die  Berechnung 
wurde  mit  den  Lindenau'schen  Mai-stafeln  und  den  Carlini'schen 
Sonnentafeln  geführt.  Aus  diesen  berechnete  ich  die  geocentrischen 
Bectascensioneii  und  Declinationen  des  Mars  von  vier  zni  vier  Tagen, 
und  leitete  daraus  die  Oerter  für  die  Beobachtungszeiten  durch  soi^- 
faltige  Interpolation  her. 


MittL  Leipa.  Zeit. 

Beo1j.  AK. 

dA-B 

. 

Beob.  Decl. 

<;d 

6.  Febr.  j^^  26' 

44"o 

158° 

I5'i5"6 

+  3"6 

13° 

51'  58"9 

4-6"4 

8 

-      13    Jf^ 

16 

I 

157 

36      8 

2 

—  0 

6 

14 

8   52-2 

+  4-3 

9 

-      13     10 

58 

9 

157 

15    45 

4 

+  I 

5 

14 

17   23-0 

+  5'5 

10 

-      13      5 

39 

7 

156 

54    53 

2 

+  5 

6 

14 

-      12    44 

9 

3 

155 

27    57 

6 

—  2 

15 

0  220 

+  4-4 

15 

-      12    38 

43 

2 

155 

5    19 

9 

+  3 

4 

15 

8    53-4 

+  4'5 

22 

-      12      0 

27 

I 

152 

23  42 

7 

+  2 

3 

16 

5   45-7 

+  6-3 

23 

-      11    54 

58 

7 

152 

0  32 

2 

-!-6 

8 

16 

13    i6-5 

+  6-g 

28 

-       II    27 

50 

5 

150 

8      4 

5 

+  I 

3 

16 

47    4I-Ö 

+  63 

I 

März  11    22 

28 

6 

149 

46   30 

I 

—  I 

9 

16 

53    55-8 

+   2-3 

2 

-      II    17 

8 

I 

149 

25    18 

4 

—  4 

4 

lÖ 

59   48-9 

+  3-3 

4 

-      II      6 

31 

7 

148 

44      3 

0 

-l-o 

4 

17 

10  46'4 

+  5'5 

5 

-      II       I 

16 

4 

148 

24     8 

0 

+  3 

7 

17 

15    51-6 

+  5-0 

e^AR  und  clD  sind  die  Fehler  der  Tafeln  in  Rectascension  und 
DecHnation.  Erstere  laufen  etwas  iiTeguläi-,  welches  nicht  sowohl 
von  schlecht  hestimmter  Zeit,  als  vielmehi-  davon  heii-ühren  mag,  dass 
es  mir  nicht  immer  gelang,  die  Momente  genau  zu  schätzen,  in 
■welchen  der  Mittelpunkt  der  Marsscheibe  hinter  den  Fäden  des 
Mittagsrohi-s  stand.  Mit  Ausschliessung  der  au  seht  abweichenden 
Beobachtungen  vom  23.  Februar  und'2.  März  ist  im  Mittel: 


^AR  = 

Besser  stimmen  die  Fehler 
aus  allen  ist; 

(/I)  =  ■ 


-1-  1  37  . 
Declination  überein.     Das  Mittel 
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Hieraus  folgt  weiter  der  Fehler  der  Tafeln; 

in  geocentrischer     Länge =  —  o"5g 

Breite   =  +  5'i9 

in  lieliocentrischer  Länge =  —  0-24 

Breite ^  +  3*i2 

Hiermit  die  Opposition  selbst  berechnet,  erhalte  ich: 
Zeit  der  Opposition:     1822,  Febr,  18,    19^  23'  33"!   mittl.  Leipz.  Zeit. 
Wahre  Länge  des  Mars  [ohne  Aberration  und  Nutation)  =  5^  0°  6'  2&"g 
Wahre  heliocentrische  Breite ....   ^  i"  48'  39"5 
geocentrisehe        -       . . . .   =  4    27    i8'7  . 

lY.  Eine  Cometenbooliaclitimg. 

Der  dritte  Comet  des  Jahres  1822,  welchen  Pons  in  Marlia 
den  13.  Juli  in  der  Cassiopeja  entdeckte,  wurde  auf  hiesiger  Stern- 
warte zuerst  den  4.  Septbr.  gesehen.  Ich  beobachtete  ihn  von  da 
mehrere  Abende  hinter  einander  mit  einem  Kieismikiometer.  Allein 
ich  unterdrücke  diese  Beobachtungen,  weil  ich  nicht  alle  Vorsicht 
für  solide  Aufstellung  des  Instruments  ange-»  endet  zu  haben  glaube. 
Ein  Paar'  Wochen  später  versuchte  ich  eine  andere  Methode,  die  in 
der  Monatl.  Cotresp.  XXIV,  528  vom  Freihenn  v.  Zach  sehr  anem- 
pfohlene der  Hohen  und  Azimuthe.  Der  17-zöllige  Troughton'sche 
Ki'eis,  wodurch  man  beide  Elemente  bis  5"  genau  erhalten  kann, 
schien  mir  hierzu  sehr  brauchbar-  zu  sein.  Weil  der  Comet  zu  licht- 
schwach war,  als  dass  er  die  Erleuchtung  des  Sehfeldes  vertragen 
hätte,  so  liess  ich  statt  der  Silberfäden  zwei  zarte  Stanniolstreifen, 
den  einen  vertical,  den  andern  horizontal,  einspannen,  hinter  welchen 
der  Kern  des  Cometen  oder  ein  Stern  mehrere  Secunden  lang  un- 
sichtbar bleiben  musste.  Der  Durchmesser  des  Sehfeldes  beträgt  i"  27', 
und  die  Breite  der  Streifen  4'  42", 

Die  gewöhnliche  Beobachtungsart  der  Höhen  und  Azimuthe  be- 
steht nun  darin,  dass  man  abwechselnd  die  einen  und  die  anderen 
nimmt,  und  sie  sodann  insgesammt  auf  ein  und  dasselbe  Zeitmoment 
reducirt.  Um  geschwinder  von  Statten  zu  kommen  und  sich  die 
mühsamen  Eeductionsrechnungen  zu  ersparen,  änderte  v.  Zach 
a.  a.  0.  diese  Methode  dahin  ab,  dass  er  selbst  an  einem  Ver- 
ticalkreise  die  Höhen,  und,  weil  der  mit  diesem  Instrumente  ver- 
bundene Azimuthaikreis  nur  einzelne  Minuten  gab,  sein  Gehülfe  an 
einem  Theodoliten  auf  ein  gegebenes  Signal  gleichzeitig  die  Azimuthe 
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beobachtete.  Offenbar  aber  ist  die  hierdurch  zu  erreichende  Ge- 
nauigkeit wenigstens  nicht  grösser,  als  wenn  blos  Ein  Beobachter  an 
Einem  Instrumente,  welches  beide  Winkel  mit  gleicher  Schärfe  an- 
zugeben im  Stande  ist,  den  Stern  in  den  Durchschnittspunkt  der 
Fäden  zu  bringen  sucht;  und  dieses  bleibt  immer  eine  schwiei-ige 
Sache.  Ich  habe  daher  ein  noch  anderes  Verfahren  in  Anwendung 
gebracht,  welches  eben  so  schnell,  als  die  Methode  der  gleichzeitigen 
Höhen  und  Azimuthe  fordert,  und  eine  nur  geringfügige  Reductions- 
rechnung  nöthig  macht.  Da  dieses  Verfahren  anderswo  mir  noch 
nicht  vorgekommen  ist,  so  will  ich  es  hier  küralich  mittheilen. 

Nachdem  der  Stern  in  das  Feld  eingetreten  ist,  stelle  man  das 
Bohl-  so,  dass  er  ziemlich  nahe  bei  dem  Durchschnitt  der  Fäden 
vorübergehen  muss.  Man  beobachte  nun  die  beiden  Zeitpunkte, 
in  denen  der  Stern  an  den  horizontalen  und  an  den  verticalen  Faden 
tiitt.  Die  am  Verticalkreise  abgelesene  Hohe  wird  alsdann  dem  eret- 
eiTvähnten  Zeitpunkt,  so  wie  das  am  Azimuthaikreise  abgelesene  Azi- 
muth  dem  letzteren  zngehören.  Sei  nun  das  Intervall  zwischen  beiden 
Zeitpunkten  =  t,  Declination,  Variation swinkel  und  Höhe  des  Ge- 
stirns ^  S,  V,  h,  so  ist  während  i : 

die  Höhenänderung  =  1 5  i  cos  d  sin  v , 
die  Aenderung  im  Azimuthe  =151^  cos  6  cos  v  see  h  . 

Das  eine  der  beiden  Elemente  wird  hierauf  durch  Hinzufiigung 
seiner  Aenderung  mit  dem  gehörigen  Zeichen  auf  den  dem  anderen 
Elemente  entsprechenden  Zeitpunkt  reducirt. 

Offenbar  ist  es  am  sichersten,  wenn  man  dasjenige  Element  re- 
ducirt, dessen  Aenderung  die  kleinste  von  beiden  ist.  Zur  tr^ono- 
metrischen  Berechnung  derselben  wird  man  nie  mehr  als  vier  Deci- 
malsteUen  bedürfen.  —  Die  speciellen  Fälle,  wenn  der  Stern  in  der 
Nähe  des  Pols  oder  des  Zeniths  steht,  und  wo  man  noch  andere 
Correctionen  anzubringen  hat,  übergehe  ich  hier. 

Gebraucht  man  statt  der  Faden  die  vorhin  gedachten  Streifen,  so 
kann  man,  wenn  anders  der  Weg  des  Sterns  durch  das  Sehfeld  mit 
dem  einen  oder  dem  anderen  Streifen  einen  nicht  zu  kleinen  Winkel 
bildet,  die  Ein-  und  Austritte  an  beiden  Streifen  beobachten.  Die 
Mittel  aus  je  zwei  zusammengehörigen  geben  sodann  die  Zeiten,  in 
welchen  sich  der  Stern  hinter  den,  hier  die  Stelle  der  Fäden  ver- 
tretenden, Mittellinien  der  Streifen  befand.  Auch  iässt  sich  dann  v 
aus  der  Beobachtung  unmittelbar  ableiten,  indem  die  Tangente  dieses 
Winkels  der  Zeit,  während  welcher  der  Stern  hinter  dem  verticalen 
Streifen  verweilte,  dividirt  durch  die  Zeit,  welche  er  hinter  dem  hori- 
zontalen  zubrachte,  gleich  ist.     Kann  oder  will  man  nicht  alle  vier 
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Zeitpunkte  bemerken,  so  geben  schon  zwei  ] 
einen  Seite  des  einen  und  an  der  einen  des  anderen  Streifens,  ein 
befriedigendes  Resultat,  indem  dann  diese  Seiten  selbst  fiir  die  Pädea 
genommen  werden. 

Dieses  ist  die  Methode,  nach  welcher  ich  nun  den  Cometen 
weiter  zu  verfolgen  mir  vornahm;  indessen  bin  ich  dabei  nicht  glück- 
lich gewesen.  Den  ernsten  Versuch,  bei  welchem  es  auch  blieb,  machte 
ich  den  21.  Septbr.  Um  die  CoUimationsfehler  des  Instruments  zu 
erhalten,  beobachtete  ich  zugleich  a  Ophiucbi,  fing  aber  mit  dem 
Cometen  an,  weil  nahe  Wolken  streifen  ihn  bald  zu  verdecken  drohten. 
Die  Beobachtungen  sind  folgende: 


mittl.  Zeit. 

Höhen. 

Aaimuthe. 

21.  Septbr. 

8"  13'  18" 

14     2 

22°    6'  15" 

134°  28' 30" 

Comet 

20     6 
20  4g 

21      7    15 

135    58    10 

Comet 

2Q    46 
30   23 

35   30  30 

127     34     0 

«Oph. 

36    40 

36  45 

34   33    55 

129     9  55 

a  Oph. 

44 

hinter  Wölk 

n  au  undcutl 

Comet 

49  32 

50  16 

32   45    15 

132    27     0 

«Oph. 

Der  Comet  ivar  hinter  den  Wolken  verschwunden. 

Ich  berechnete  nun  für  die  Beobachtnngsaeiten  von  a  Oph.  aus 
dessen  Rectascension  und  Declination,  wie  sie  in  der  Ephemeride 
der  Hülfstafeln  angegeben  stehen,  die  scheinbaren  Höhen  und  Azi- 
mnthe,  vmd  fand  als  Correctionen  der 


Höhen: 

Azimuthe : 

jO  y  ^2" 

—   66"  43'     2 

I    5    24 

66    43    27 

I     5    24 

66    43    23 

I     5    30 

-  66    43    '7 

im  Mittel  - 

Mit  diesen  Mitteln  die  beobachteten  Hohen  und  Azimuthe  des 
Cometen  verbessert,  zu  ersteren  noch  die  Refraction  ( —  2'  12",  —  2'  19"), 
und   zu   letzteren  die   Reductionen   auf  die   Beobachtnngszeiten    der 
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Höhen  ( —  9'  32' 
wahre 


li  in  zugefügt , 

Höhen : 
I     23"     9'  33" 
:      22     10    26 


sich  des  Conieteii 


Aaimiithe : 
67"  35'  4 


nd  hieraus  durch  weitere  Rechnung; 
Beetasc, 

8     13    18    I  244    50    51 


3    30 


20     6    i  244   50   . 
also  im  Mittel  und  als  endliches  1 

8*^  16'  42"  I  244"  50'  50"  1+5"  3'  41". 
Die  folgenden  Abende  traten  zufällige  Störungen  ein,  und  später- 
hin, wo  der  Comet  immer  niediiger  im  Westen  stand,  und  der  Mond- 
schein immer  mehr  zunahm,  musste  ich  die  Beobachtungen  gänzlich 
aufgeben,  da  das  Licht  des  Cometen  für  das  kleine  Fernrohr  des 
Kreises  nicht  stark  genug  war. 
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Kurze  Darstellung  der  Haupteigenschaften 
eines  Systems  von  Linsengläsern. 

[Crelle's  Journal  für  Mathematik,  V.  Band,  S.  113  —  132.  1829.] 
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U  ntei'  den  Haiipteigenschaften  eines  Systems  von  Linsengläsern 
werden  hier  diejenigen  verstanden,  vpelche  einem  solchen  Systeme, 
abgesehen  von  den  Abweichungen  wegen  der  Kugelgestalt  und  der 
Farbenzerstreuung,  zukommen.  Schon  früher  hatte  ich  mit  diesem 
interessanten  Gegenstande  mich  zu  beschäftigen  angefangen,  als  ich 
eine  Abhandlung  darüber  von  Gabrio  Piola  in  den  Mailänder 
Ephemeriden  für  1822:  Sulla  Teorica  äei  CannocchiaU,  kennenlernte, 
wozu  der  Verfasser,  wie  er  im  Eingange  bemerkt,  durch  das  Studium 
zweier  Abhandlungen  ähnliehen  Inhalts  von  Lagrange  in  den  Ber- 
liner Memoiren  für  1778  und  1803  veranlasst  worden  war,  und  wovon 
sich  sein  Aufsatz  hauptsächlich  dadurch  unterscheidet,  dass  er  die 
durch  Lagrange's  Calcui  erhaltenen  Gleichungen  als  lineare  Glei- 
chungen mit  endlichen  Differenzen  behandelt,  und  dadurch  zu  einer 
nicht  geringen  Anzahl  neuer  ßelationen  geführt  wird.  Durch  Lesung 
dieser  Abhandlung  von  Pidla,  mit  den  von  Lagrange  angewen- 
deten Methoden  und  mit  den  von  Piola  fortgesetzten  Untersuchungen 
bekannt  gemacht,  gelang  es  mir  nun  leicht,  den  von  mir  früher  ge- 
fundenen Resultaten  eine  allgemeinere  und  einfachere  Form  zu  geben, 
unter  der  ich  sie  im  vorliegenden  Aufsatze  mitzuthcUen  mir  erlaube. 
Es  werden  darin  zuerst  aus  der  bekannten  Fonnel  für  eine  einfache 
Linse  die  allgemeinen,  für  ein  beliebiges  System  von  Gläsern  gelten- 
den Gleichungen  durch  Bildung  eines  Kettenbruches  und  durch 
Benutzung  der  bekannten,  den  Kettenbrüchen  zukommenden  Eigen- 
schaften hergeleitet;  eine  Herleitung,  welche  neu  sein  und  durch 
ihre  Einfachheit  sich  vielleicht  empfehlen  dürfte.  Mit  Hülfe  der  er- 
haltenen Relationen  werden  sodann  mehrere  mir  neu  scheinende 
Vergleichungcn  zwischen  einfachen  Linsen  und  daraus  zusammen- 
gesetzten Systemen  angestellt,  wonach  die  Erscheinungen  bei  letzteren 
sich  ganz  nach  den  bei  ersteren  stattfindenden  Gesetzen  richten.  Den 
Fernröhren,  als  einer  merkwürdigen,  speciellen  Art  von  Linsen- 
systemen, ist  zum  Schlüsse  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet. 
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480  Hatipteigenschaften  eines  Systems  von  Lins  engl  äsein.  §§.  1.  2. 

Figuren  beizufügen,  habe  ich  nicht  für  nöthig  erachtet,  obgleich 
sehr  oft  Buchstaben  zur  Bezeichnung  einzelner  Punkte  angewendet 
worden  sind.  In  dieser  Hinsicht  erinnere  ich  nur  noch,  dass  durch- 
gehends  beim  Ausdruck  einer  Linie  durch  die  zwei  an  ihre  End- 
punkte gesetzten  Buchstaben,  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben 
mit  berücksichtigt  werden  muss,  so  dass,  wenn  A,  B,  C,  ...  beliebig 
in  einer  Geraden  gelegene  Punkte  sind,  man  stets 

AB  +  SA  =  o,         AB  -\- BC=  AB  —  CB  =  AÜ  , 
u.  s.  w.  hat. 


§.  1.  Man  denke  sich  ein  System  von  n  Linsengläsern,  deren 
Axen  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen.  Das  Glas,  auf  welches  der 
Strahl  zuerst  trifft,  heiase  das  erste;  das  unmittelbar  folgende,  das 
zweite ;  u,  s.  w.,  und  nach  chcscr  Ordnung  seien 

_P,,        P,,        Pg,         ...         P„ 

die  in  der  gemeinschaftlichen  Axe  liegenden  Mittelpunkte  der  Gläser. 
Sei  ferner  A  der  Vereinigungspunkt  der  auf  das  erste  Glas 
fallenden  Sti^ahlen,  die,  je  nachdem  A  vor  oder  hinter  dem  Glase  liegt, 
von  A  wirklich  ausgehen,  oder  so  das  Glas  treifen,  dass  sie  ohne 
den  Dazwischentritt  desselben  sich  in  A  vereinigen  wüi'den.  Nach 
ihrer  Brechung  durch  das  erste  Glas  sei  A^  ihr  Vereinigungspunkt, 
so  dasa  sie  entweder  nach  A^  zu  wirklich  convergiren,  oder  so 
divergiren,  als  ob  sie  von  einem  vor  dem  Glase  gelegenen  Punkte 
A^  herkämen.  Auf  gleiche  Wei'^e  seien  A^,  A^^  ...  A„  die  Ver- 
einigungspunkte der  Stiihlen  nach  ihrer  Brechung  durch  das  zweite, 
dritte,  ...  w"  Glas.  Uebrigens  wollen  wir  für  den  Anfang  den  Punkt 
A  und  damit  auch  alle  ubiigen  ^-1,  ...  A^  in  der  Axe  selbst  lie- 
gend annehmen. 

Die  hierbei  zu  lösende  Aufgabe  ist  nun  folgende: 
Das  System  der  Gläser,  d.  k.  ihre  gegenseitigen  Abstände  und 
ihre  Brennweiten  sind  gegeben.  Es  soll  für  einen  beliebig  in  der  Axe 
angenommenen  Ort  des  VereinigmigspunMes  A  der  auf  das  erste  Glas 
fallenden  Strahlen,  der  Ort  der  Vereinigung  A^  nach  ihrer  Brechung 
durch  das  letzte  Glas  gefunden  werden. 

§.    2.     Man  setze  die  Abstände  der  Gläser  von  einander: 
P,P^  =  Ä,   ,      l\I\  =  h^   ,      ...      Pn^^Pn  =  h„_^    \ 
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die   reciproken   Werthe    ihrer   Brennweiten,    positiv    bei    erhabenen 
Gläsern,  negativ  bei  hohlen: 

<Jv  g-t,  ff3,  ■■■  y«  ■ 
Endlich  sei: 

AP,=a,  ,  A^P^  =  a^  ,  ...  A-i-P„==«n  - 
P,A,=^b,  ,  P,A-=5,  ,  ...  P^A„  =  b„  , 
welche  Linien  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  in 
ihren  Ausdrücken  die  Aufeinanderfolge  der  zwei  ihre  Endpunkte 
bezeichnenden  Buchetaben  (wie  P^  auf  .4,  folgend,  in  dem  Ausdrucke 
A^P^  =  a^),  mit  der  Eichtung  des  Lichtes  übereinstimmt,  oder  ihr 
entgegengesetzt  ist.  Hiernach  sind  Äj ,  k^,  ...  ä„_j  insgesaramt 
positiv. 

Um  nun,  wie  es  die  Aufgabe  fordert,  aus  den  gegebenen  ä,  ,  h^,  ... 
und  ff^,  g^,  ...  für  ein  beliebiges  ö,  das  zugehörige  ö„  zu  finden,  hat 
man  die  Gleichungen  aufzulösen: 


von  denen  die  Gleichungen  zur  Rechten  von  selbst  einleuchten ,  die 
linker  Hand  stehenden  aber  aus  den  Elementen  der  Dioptrik  be- 
kannt sind.  Mittelst  eines  beliebig  gegebenen  «j  kann  man  daraus 
nach  und  nach  ö,,  a^,  h^,  «,,  5,,  ...  5„_, ,  «„,  und  damit  endlich 
J„  selbst  berechnen.  Da  aber  diese  ziemlich  weitläufige  Rechnung 
für  jeden  anders  gewählten  Werth  a^  wiederholt  werden  müsstc, 
■undgleichwohl,  im  Allgemeinen  wenigstens,  die  Werthe  von  5,,«,, ...  a^ 
nicht  weiter  zu  wissen  verlangt  werden,  so  wollen  wir  durch  Elimi- 
nation dieser  Grössen  eine  Gleichung  zwischen  a,  und  5„  unmittel- 
bar abzuleiten  suchen. 


§.  3.     Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt: 
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u.  s.  w.  Aus  dei  Natur  der  Kettenbiaiclie  erhellet  aber  leieht,  dass, 
wenn  man  aus  den  Elementen  a,  b,  c,  d,  ...  die  Zusammensetzungen 
bildet : 


=  [a,  h,  c,  d]e—  [a,   h,  c]  , 


[a,b, 
[a,  h,  c,  d[ 
[a,  b,  c,  d, 
etc.  und  eben  so 

v>, 

[i,  «,  <i]  =  [4,  «]  d—l 
u.  B.  w.  setzt,  der  Kettenbruch 


[ff,  b,  c,    . 


Auch  besitzen  diese  Ausdrücke  die  nicht  schwer  zu  erweisenden 
Eigenschaften,  dass 

[,.,  J,  ...  i]  [6,  e,  ...  .;  *]-[«,  J,  ...  .-,  i]  [6,  c,  ...  ,■]  =  ., 

und  dass 

[o,  S,  ....',  i]  =  [i,  .-,  ...   6,  .], 

SO  dass  die  Elemente,  ohne  den  Werth  des  Ausdrucks  zu  verändern, 
auch  in  umgekehrter  Folge  genommen  werden  können*). 

i?nen   algorithmi  iinyiilans  in  JVow.  Conimeni,  Pstropol. 
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,  4.  HaiipteigonscKaften  eines  Systi 

Hiernach  ist  nun : 

■      b,.  *,,y„«J  ' 
j  ^    fei  y.i  *ii  gl, «.] 

'  [?3t   ^*it  ?S!    ^11   ?1J    "^ij     ' 

Lnd  überhaupt; 


rÄ„_,,  ^„^1, 

*.-..  • 

..  /,.,?,,<..] 

,] 
.i, 

1  >  Ä-1 

.»,.1«. 

,.../,„J„« 

-[V 

1 

...4. 

,».]«, 

-  [i„  K-, 

.1 

*,J 

Setzt  man  daher,  um  die  Lagrange'sche  Bezeichnungsart  hei- 
zuh  ehalten : 

[?„''.,  ■■•  'h-,]  =  Si  ;    -[K'J„  ■■■  V,]  =  A, 
b„*„  ..■  s,-i  =  3t, ;    -[*,,  j„  ...  J,..,]  =  i»i, 

so  wird: 

JJ.g,  +  X. 

wonach  man,  wenn  einmal  die  vier,  bloss  von  der  Sttuctui  des  Lin- 
sei^ystems  abhängigen  Grössen  B"„,  ...  N,^^^  berechnet  sind,  für 
jedes  gegebene  a^  das  zugehörige  ö„  leicht  finden  kann. 

§■  4.  Die  Berechnung  der  yier  Grössen  S"„,  ■ . .  N,^^^  läsat  sich 
leicht  auf  verschiedene  Arten  anstellen,  von  denen  folgende  zwei  die 
vorzüglichsten  sein  möchten. 

Man  hat: 


■h;+,  = 

b. 

,  ..-Vi 

,  Si.  'h 

]  =  b.,- 

■  h-t .  Si 

d. 

i. 

H,„ 

=  *iJif« 

.,  —  Hi 

und  eben 

so 

ergeben 

sich: 

Lt„ 

=  '»,■*<*, 

—  Li   , 

m« 

=  aiiii- 

-*;■ . 

Ni^ 

=  s,U- 

-  Ni  . 
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Hiernach  ist  bei  einem  System  von  zwei  Gläsern: 

II,  =  \!,„hi  =  g,h,-i   ,     £,  =  -[/.,]  =  -/.,  , 

JV.  =-[*,,  ?,]=!—*,!?,  ; 

bei  einem  System  von  drei  Gläsern: 

a,  =  /i,jm;  —  b,,  l,  =  4,iV,  —  i, , 

M,  =  g,H,  —  M,,     N,  =  g,L,  —  N,  , 

u.  s.  w.     Noch  bemerke  man,  dass  nach  diesen  Formeln  rückwärts; 

B,=i,M,  —  H,=  1   ,       JK;=j,if,  —  if,  =o  , 

N,=g,L,^N,=  —  i,    i,  =  4,jV,  —  i,  =  o  , 

JV,  =y,i,  —  W.  =  I 
sich  findet. 

§.  5.  Eine  andere  Methode,  die  Werthe  von  H,  ...  iV  zu  be- 
rechnen, und  welche  Piola  in  der  Eingangs  erwähnten  Abhandlung, 
wiewohl  auf  andere  Weise,  als  es  jetzt  geschehen  soll,  entwickelt, 
besteht  in  Folgendem.     Es  ist: 

Hi+i  =  [\,9i,h^t,  ■■■  gi,K,g\\ 

_P<.yi.---yJ    \li,h-„  ■■■},]        [l,A,9i)    V', ,  ?i]    „ 
"    \S,-9i    '     [K-„-S,]      '■■     [*,,?,]    ■      9,      ■"' 
=  {4(.  Su  ■■■  9,]{9i,l'i-„  ■■■  9,)  ■•■  {9t,K,9,){K,9,)9i  , 
wenn  man  den  Bruch 

[b,c,   ...i]    =''■'''''   ■■■*' 
setzt.     Nach  §.  3  ist  aber  dieser  Bruch  dem  Kettenbruche 


gleich;  folglich: 

und  hiemach  lassen  sich  die  Factoren,  aus  welchen  wir  jff;  zusam- 
mengesetzt dargestellt  haben,  ein  jeder  aus  dem  nächst  vorher  gehen- 
den sehr  leicht  berechnen,  nämlich: 


[K,9,)  =  '',-ir,    lß„l>,,g,}  =  g,- 
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Setzt  man  dahei 

so  wird : 

Mit  Weglassung   des  ersten  Factors   von  H^+i    ei'hält  man  Mj^, 
und  daher  ist 

Auf  ähnliche  Art  ergiebt  sich 

—  Lf  ^  /i^  ,     —  -^3  ^=  vfik,    ,     —  -^1  ^  Q7tv|xh^    ,   u.  s.  w.   , 


=  ft,  ,     Ä, =  » 


t  wird. 


§.  6.  Statt,  wie  bisher,  den  Vereinigungspunkt  der  Strahlen  vor 
der  Brechung  durch  das  erste  Glas,  in  die  Axe  selbst  fallen  zu 
lassen,  wollen  wii-  ihn  jetzt  ausserhalb  der  Axe  annehmen  und  ihn 
mit  C  bezeichnen.  Mit  ihm  werden  auch  alle  übiigen  Vereinigungs- 
punkte,  welche  der  Reihe  nach 

C,,  C,,  ...  C„ 
heissen  mögen,  ausserhalb  der  Axe  sein  und  zwar  so,  dass  C  und  C^ 
mit  P, ,  (?,  uüd  Cj  mit  P^ ,  u.  s.  w.  in  einer  Geraden  Hegen  (nach 
dem  aus  der  Dioptrik  bekannten  Satze,  dass  Object,  Bild  und  Mit- 
telpunkt der  Linse  immer  in  einer  Geraden  enthalten  sind).  Nehmen 
wir  ferner  an,  dass  C  mit  A  gleich  weit  von  der  ersten  Linse  ent- 
fernt sei,  dass  also  CA  auf  der  Axe  perpendikular  steht,  so  werden 
auch  A,  C\ ,  A^C^,  u.  s,  w.  perpendikular  auf  der  Axe  sein.  Heisaen 
diese  Perpendikel  AC,  A^Ci,  ...  A^C^  resp.  c,  c, ,  c^,  ...  c„.  Sie 
sindinsgesammt  in  einer  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  enthalten, 
und  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  sie  in  dieser  Ebene 
auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der  Axe  liegen. 

Zur  vollständigen  Lösung  der  Aufgabe,  wie  aus  dem  durch 
ß,  und  c  bestimmten  Orte  von  C  der  durch  h„  und  c„  bestimmte 
Ort  von  C„  (oder,  was  dasselbe  ist,  aus  dem  Ort  und  der  Grösse  des 
Objectes  A  O  der  Ort  und  die  Grösse  des  durch  alle  Gläser  gemachten 


y  Google 


486  Haupteigensohaften  eines  Systems  von  Lina en gläsern.  §,  7, 

Bildes  -^n^n)  gefunden  werdeii  kann,  hierzu  ist  nur  noch  übrig,  die 
Abhängigkeit  des  c„  von  a^  und  c  zu  ze^en,  indem  wir  die  Relation 
zwischen  «,   und  i„  schon  kenneu  gelernt  haben. 

§.   7.     Weil  AO,   jijC,   mit  einander  parallel   sind,   und   AA^^ 
OC^  sich  in  1'^  schneiden,  so  verhält  sich; 

AG:  A.C.  =AP,:A,P,  ^  AP.: —  P.A. 


u.    s.    w. 

,  und  : 

man   be 

kommt   ö 

.ureh  Zu 

sammensetzung   all 

n  Verhältnisse: 

i 

=  (-  ■)' 

^  ^Jh^— 

■  ff« 

i.  S,  .. 

.  *„    ■ 

Es 

ist  aber 

.llgems 

lin  (§.  3) 

»■■ 

folglich: 

«.■+1  ~ 

lt,  —  i, 

(/,,M,, 

H-S.) 

ff,  +  ^'i^V.  —  ^i 

*,„« 

.  +  A',„ 

_B,„„ 

1  +  A-*, 

*!«« 

•,  +  A'i,, 

(§.  4],  u, 

iid  eben 

so 

ffi«, 

+  L, 

"i 

jWjO, 

+  N,  ' 

folglich 

«j 

Mi«« 

,+-»;« 

i'l 

M,« 

.  +  w, 

' 

und  eben  so 

*S 

J/,., 

>,  +  «i 

Jtf,_,  ff,  +  iV,-_ 

u.  s.  w. 

;  folglich 

«i      «!.-l 

ff. 

i¥,„ff, 

+  *™ 

=  Mi^^a,  +  A'i+, 

h '  h-. 

"  '!>,' 

Jf.ff, 

4-  A'; 

weil  M, 

=  oui 

iil  iV,  = 

=  ■    (§■  4). 

Hioinach  wird: 

(—  i)»c 

'  -''^n+i  ff,  4-  A^,+ 

wodiiich  man,  wenn  schon  wegen  5„  der  Nenner  dieses  Ausdruckes 
berechnet  worden,  den  Werth  von  (■„  zugleich  erhält,  und  welcher, 
je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  ein  aufrechtes  oder  verkehrtes 
Bild  zu  erkennen  giebt. 
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§.  8.  Wiewohl  die  Bestimmung  des  Oitea  und  der  Grösse  des 
Objectes  bei  einem  aus  mehreren  Gläeera  bestellenden  Systeme  un- 
gleich zusammengesetzter,  als  bei  einem  einfachen  Glase  ist,  so 
lassen  sitfb  doch  zwischen  den  Ei-scheinungen  bei  Einem  Glase  und 
denen  bei  der  Verbindung  mehrerer,  einige  sehr  merkwürdige  Ana- 
logieen  aufstellen,  woduich  man  die  bei  einem  solchen  Systeme  statt- 
habenden Gesetze  sehi-  leicht  übersehen  kann. 

Sei  P  der  Mittelpunkt  eines  Linsenglases,  und  in  der  Axe  des- 
selben A  der  Ort  des  Objectes,  B  der  des  Bildes,  sei  ferner 

AP=a,  PB  =  b,  die  Brennweite  des  Glases  gleich/, 
so  ist 

i-+|-  =  J=.     »äer    (o  +  4)/_»5, 

und  a :  b   gleich  dem   Verhältnisa   zwischen   den   Durchmessern  von 
Object  und  Bild.     Man  setj;e  nun: 

a  und  b: 

=  o:f  =  f:ß  =  V«.Vß  . 
Man  bestimme  demnach  in  der  Axe  zwei  Punkte  F  und  G  so, 
dass  FP^=  PG  =^f,  dass  also  i^  und  G  die  beiden  Brennpunkte 
sind,  und  zwar  F  auf  der  das  Licht  empfangenden  oder  vorderen 
Seite  der  Linse,  und  G  auf  der  hinteren  Seite  Hegt,  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  /  positiv  oder  negativ,  d.  i.  die  Linse  erhaben  oder  hohl 
ist.     Alsdann  ist: 

ÄF^AP—FP^^-a—f^c.  , 


so  kommt  nach  Eliminatioi 
aß=f'     und 


GB  =  PB  —  PG^ 


-f  = 


AF-  GB=f^ 


AP:  PB  =  AF:  FP  =  PG:GB  =  YAF  :  fGB   . 
Nennt    man     daher     [weil    für     AF^  o,     Gß  =^  co    n 


id    für 


GB  =  o,  AF=  CO  wird,)  den  Ort  F,  wo  das  Object  sich  befinden 
muss,  wenn  das  Bild  unendlich  entfernt  sein  soll,  den  ersten 
Brennpunkt,  und  den  Ort  G  des  Bildes,  wenn  das  Object  unend- 
lich fem  ist,  den  zweiten  Brennpunkt,  so  kann  man  die  ge- 
fundenen Formeln  in  folgendem  Satze  aussprechen: 
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Die  mittlere  ProportionaUinie  «wischen  dem  Abstände  des  Ohjectes 
vom  ersten  und  dem  Abstände  des  Bildes  vom  zweiten  Brennpunkte  ist 
der  Brennweite  gleich.  Dabei  liegt  (weil  AF  und  GB  zugleich  po- 
sitiv oder  zugleich  negativ  sein  müssen)  das  Bild  rechts  vom  ztoeiten 
Brennpunkte,  wenn  das  Obj'ect  links  vom  ersten  absteht,  und  umge- 
kehrt. Auch  verhalten  sich  die  Durchmesser  von  Obj'ect  und  Bild, 
wie  die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Abständen. 

§.  9.  Dieser  Satz  lässt  sich  nun  auch  Wort  für  Wort  auf  jedes 
aus  mehreren  Gläsern  bestehende  System  anwenden.  Um  dieses  zu 
zeigen,  wollen  wir  ftir's  Erste  die  in  §.  3  enthaltene  Relation  zwischen 
«1  und  5„  auf  die  Form  aß  =_/*  zu  bringen  suchen.  Sei  zu  dem 
Ende: 

«,  =p  +  «,  h  =  q+  ß  , 

wo  «  und  ß,  eben  so  wie  «,  und  5„,  mit  dem  Orte  des  Objects  und 
des  Bildes  veränderlich,  p  und  q  von  der  Structur  des  Systems  ab- 
hängige und  daher  constante  Grössen  sein  sollen.  Substituirt  man 
diese  Werlhe  für  a,  und  6„  in  der  gedachten  Relation: 

M„_^,  ß, Ä„  —  H^a^-\-  iV„+,  b„  =  L„  , 
so  kommt: 

M„^,  aß  +  (-M;^.,  <?  —  iT„)  ß  +  {M„+, p  +  A'„^, )  ß  = 
=  !.„  —  iI4+,  pq  +  H^p  —  N,^^^  q  . 
Bestimmt  man  demnach  p  und  q  so,  dass 

Mn+tP  +  N^+i  =  o     und     M„^.,  q  —  fi"„  =  o  , 
so  zieht  sich  unsere  Gleichung  zusammen  in: 
M^^,aß  ==L,i  +  H^p  , 
und  ivird  nach  Elimination  von  p: 

==-[h,,...h^_,][g„k„...h„^„g„]  +  [g,,h„...h,,^,][h„...h„^,,g^] 

(§.  3),     oder 

a'ß^f  ,      wenn       -^  =f 

gesetzt  wird.  Bezeichnen  daher,  wie  in  §.  1 ,  P^  und  P„  die  Mittel- 
punkte des  ersten  und  letzten  Glases,  und  macht  man  in  der  Axe 

i^P,  =^^_Äl  ,         p^G  =  q  =  -^  , 
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AF^AP,  —FP,  =ö.  — i>  =  ß  , 

GA^=P^A„-—P^G  =  b„~-q  =  ß  , 
folglich 

AF.GA„=^/'  . 

Nennt  man  also  wiederum  F  und  G,  als  diejenigen  zwei  Punkte, 
in  deren  erstem  das  Object,  im  zweiten  das  Bild  sich  befindet,  wenn 
das  andere  von  beiden  unendlich  weit  entfernt  ist,  den  eisten  und 
zweiten  Brennpunkt,  so  ist  auch  bei  jedem  System  von  Gläsern 
die  mittlere  ProportionalUnie  zwischen  den  Abständen  des  Oijectes 
und  Bildes  vom  ersten  und  vom  zweiten  Brennpunkt  von  constanter 
Lange  r=  f,  die  man,  analog  dem  Vorigen,  die  Brennweite 
des  Systems  genannt  hat,  und  deren  reciproker  Werth 

=  0  =  l3\^   K'    ■■■   K~iiffn] 
ist. 

Was  ferner  das  Verhältniss  zwischen  den  Durchmessern  des 
Objectes  und  des  Bildes  anlangt,  so  ist  dieses  (§.  7) 

^3f„+, a:i  ,     weil     i^^„+i/>  +  iV„„  =^  o  , 
=-«:f  =  f:li  =  Y«:Vß 
^YÄF-.yOA., 

eben  so  wie  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  einfachen  Linse. 

Man  kann  sich  nach  diesen  Formeln  leicht  eine  übersichtliche 
Vorstellung  verschaffen  von  dem  Gange  des  Bildes  und  der  Ver- 
änderung seiner  Grösse,  während  das  Object  längs  der  Axe  hin  be- 
wegt Vfird.  Heissen  X  und  Y  zwei  unendlich  entfernte  Punkte  der 
Axe,  X  nach  der  Seite  zu  liegend,  von  welcher  das  Licht  her- 
kommt, Y  nach  der  Seite  zu,  nach  welcher  es  geht.  Ist  nun  das 
Object  A  in  X,  so  befindet  sich  das  Bild  B  (statt  -d„)  in  G  und 
ist  unendlich  klein.  Wird  hierauf  A  von  X  nach  F  bewegt,  so  geht 
B  mit  immer  wachsendem  Durchmesser  von  G  nach  Y,  wo  es  un- 
endlich gross  wird.  Es  macht  darauf  B  einen  Sprung  durch  das 
Unendliche  von  Y  nach  X,  verkehrt  dabei  seine  Lage  und  geht  mit 
abnehmender  Geschwindigkeit  und  abnehmendem  Durchmesser  von 
X  nach  G  zurück,  während  A  von  F  nach   Y  fortgeführt  wird. 
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Allerdings  ist  der  bei  weitem  gi'össte  Theil  dea  letzteren  Weges 
von  A,  wo  A  hinter  dem  ersten  Glase  sich  befindet  (auch  wohl  ein 
Theil  des  ersteren  Weges  von  A,  wenn  F  hinter  dem  ersten  Glase 
liegt),  nicht  nnmittelbai  möglich,  weü  die  von  A  herkommenden 
Strahlen  in  der  Richtung  von  X  nach  Y  zunächst  das  erste  Glas 
treffen  sollen.  Man  sieht  aber  von  selbst,  dass  man,  um  dieser  schein- 
baren Unmöglichkeit  zu  begegnen,  nur  die  Strahlen  des  vor  das 
erste  Glas  gestellten  Objects  mittelst  anderer  Gläser  oder  auch  Spiegel, 
convergirend  auffallen  lassen  darf,  welche  Sta^ahlen  erst  hinter  dem 
ersten  Glase  zu  einem  die  Stelle  des  Objects  nunmehr  vertretenden 
Hilde  sich  vereinigen  würden,  Uebrigens  bemerke  man  noch  das 
aus  dem  Vorigen  leicht  zu  entnehmende  allgemeine  Gesetz,  dass  die 
Bewegung  von  Object  und  Bild  längs  der  Axe  immer  nach  einerlei 
Kichtung  geschieht. 

§.    10.     Ausser  den  zwei  Brennpunkten  F,  G  giebt  es  bei  jedem 
Linsensystem  noch  vier  andere  merkwürd^e  Punkte*)  —  Q,  Q',  R,  R' 
will  ich  sie  bezeichnen,  —  welche  paarweise  von  den  beiden  Brenn- 
punkten um  die  Brennweite  des  Systems  abstehen,  so  dass: 
Q-F=  FQ^  RG=  GR'  =/  . 

Da  hiernach 

QF.  GR  =  Q'F.  GR'  =/'  , 
so  sind  nach  §.  0  i?  und  R'  die  Oerter  des  Bildes,  wenn  das  Ob- 
ject sich  resp.  in  Q,  Q'  befindet.  Auch  ist  dann  beide  Male  das 
Bild  mit  dem  Object  von  gleicher  Grösse,  nur  das  eine  Mal  aufrecht, 
das  andere  Mal  verkehit.  Man  hat  nämlich,  wenn  das  Object  in 
Q  ist: 

.:c„  =  (-i)"(«=QJ='):/=(-i)":i    , 
und  wenn  das  Object  in  Q'  ist: 

„:„,=  (-, )"0'-F:/={-.)»:i   . 
Befindet   sich   also   das   Object  in  Q,  (0'),    so    ist   daa  Büd  aufrecht 
oder  verkehrt,  je  nachdem  die  Zahl  der  Gläser  ungerade  oder  gerade 
(gerade  o.der  ungerade)  ist. 

Will  man  zwei  beliebige  ziisamm engehörige  Oerter  von  Object 
A  und  Bild  B  durch  ihre  Abstände  von  diesen  Punkten  bestimmen, 

*)  Die  hier  eingeführten  Fun damentalpnntte,  für  welche  e  =  c„,  sind  bekaimt- 
lieh  von  Gauss  [Binptrüehe  UntersuchuTigcn  S.  13,  1841)  als  Hauptpunkte  be- 
zeichnet worden.  i)ie  Punkte,  für  welche  e  ^  —  e„,  sind  dagegen  mit  den  Listing- 
Moser'schen  Knotenpunkten  [Beitrag  zur  physiologischen  Optik  S.  10,  1845, 
Dove's  Eepertorium  Bd.  V,  S.  372,  1844]   nicht  identisch.  Ä.  d,  H 
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ao  hat  man : 
f'  =  AF.GB  =  {AQ+  QF)  {GR  +  RB)  =  {AQ  —f]  [RB  — /)  , 


folgt ;  lind  eben  so  erhält  man  in  Bezug  auf  Q'  und  R' : 

QÖ4  "^  BlV  ""/  " 
Noch  fliesst  aus  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen: 
AQ  _  AQ—f  __  AF 
RR-        f       "7     ■ 
und  aus  der  zweiten ; 

QA  _       AF 
BR'~  f     ' 

folglich : 

^=„0^  =  "  =  (—  0"" 

RB  BR'       f  c„ 

und 

QA^      RB 
AQ-~      BR' 

Die  Linien  QQ'  und  RR'  werden  daher,  erstere  durch  das  Ob- 
ject,  letztere  durch  das  Bild,  nach  Verhältnissen  getheilt,  die  ein- 
ander gleiche  und  entgegengesetzte  Exponenten  haben,  so  dass,  je 
nachdem  das  Object  innerhalb  oder  ausserhalb  QQ'  liegt,  das  Büd 
aussechalb  oder  innerhalb  RR'  fällt.  Nächstdem  verhalten  sich  die 
Durchmesser  von  Object  und  Bild,  wie  ihre  resp.  Abstände  von 
Q  und  _B,  oder  von  Q'  und  R'. 

Hat  man  es  nur  mit  einem  Glase  zu  thun,  so  fallen,  weil  hier 
i^G  ^  2/ ist,  die  Punkte  Q  und  Jt  mit  dem  Mittelpunkt  F  des 
Glases  zusammen.  Schreibt  man  demnach  in  dem  Vorigen,  P  für 
Q  sowohl  als  für  R,  so  erhält  man  die  aus  den  Elementen  der  Di- 
optrik  schon  bekannten  Formeln; 

AP~PB\^QrÄ'^BW'f  ' 

c  _AP  _       Q'A 
c^  ^  FB  ~       BR'   ' 
wo 

Q'P^PR'  =^  2f  . 

Man  sieht  daher,  wie  auch  diese  nur  für  Ein  Glas  geltenden  For- 
meln auf  jedes  beUebige  System  von  Gläsern  ausgedehnt  werden  können. 
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■3  Systeme  von  Linsen  gläsern. 


Von  den  Fernröhren. 

§-  11-  Unter  einera  Femiohi-  soU  hier  überhaupt  ein  System 
von  Grläsern  yerstanden  werden,  bei  welcbem  parallel  auf  das  erste 
Glas  fallende  Strahlen  von  dem  letzten  Glase  auch  parallel  wieder 
ausgehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wo  für  ein  unendlich  entferntes 
Object  auch  das  Bild  unendlich  entfernt  liegt,  wo  also  beide  Brenn- 
punkte des  Systems  unendlich  entfernt  sind,  mithin  die  Brennweite 
f  unendlich  gross,  also  -MJi+,  =  o  ist.  Und  in  der  That  geht  die 
allgemeine  Gleichung  zwischen  a,  und  5„  (§.  3),  für  M^^^  =  o  über  in: 

K^-^. ' 


wo  für  o,  =  oo  auch  5„  ^  oo  wird.     Die  Gleichung 

ist  daher  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung ,  bei  weleher  ein 
System  von  Gläsern  als  Femrohr  dienen  kann. 

§.  12.  Die  Gleichung  zwischen  den  Elementen  «,  und  ft„,  wo- 
durch die  Oerter  des  Objects  und  seines  Bildes  bestimmt  werden, 
ist  demnach  bei  dem  Fernrohr  vom  ersten  Grade  oder  linear,  während 
sie  bei  jedem  anderen  System  von  Gläsern  vom  zweiten  Grade,  oder, 
um  mich  bestimmter  auszudrücken,  hyperbolisch  war,  indem  die 
Gleichung  zwischen  diesen  Elementen  {a^  und  5„  §.  3,  oder  «  und  ß 
§.  9,  oder  A  Q  und  BB  §.  10],  als  Absciesen  und  Ordinaten  betrachtet, 
einer  Hyperbel  angehörte. 

Stellt  man  sich  daher  das  Object  längs  der  Axe  sich  bewegend 
vor,  80  ist  bei  dem  Fernrohr  die  Geschwindigkeit  des  Bildes  der  des 
Objectes  proportional.  Sind  nämlich  A  und  B,  A'  und  B'  zwei 
Paare  zusammengehöriger  Oerter  von  Object  und  Bild,  so  hat  man: 

■'%+!  ■  PnB  =  -Hft  -  -^P,    +  i«  , 

JV„+,  .P„B'='H^.  A'P^  +  i„  , 

folglich,  nach  Abzug  der  unteren  Gleichung  von  der  oberen: 

N„^,  .  B' B  =  JI„, .  AA' 
oder 

AA':BB'  =  -~  N„..  :  IL  =  N'      ;  i  =  i  :  II^  , 
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indem  die  Gleichung  des  §.  9; 

ftir  das  Pernrohr  in 

—  Hn^n+i  =^  I 
Übergeht.     Zugleich   sieht  man  daraus,  dass,  ehen  so  wie  hei  einem 
Linsensystem  üherhaupt  (§.  9),   auch  beim  Fernrohr  die  Bewegung 
von  Object  und  Bild  immer  nach  einerlei  Richtung  geschieht. 

Dasselbe  Veihältniss  findet  auch  zwischen  den  Abständen  des 
Objects  und  des  Bildes  vom  Fernrohre  statt,  wenn  das  eine,  und 
folglich  auch  das  andere,  unendlich  entfernt  ist.  Denn  je  mehr  diese 
Abstände  zunehmen,  um  so  näher  wird: 

K+,  --H^^AP,  ■.P„B  =  ÄV:DB=AD:  —  BD  , 
und  daher 

AD  :  BD  =  iV^+i  :  i  =  i  :  B"=   , 
wo   D  ij^end  einen  Punkt  des    Fernrohrs    selbst,    oder    in    dessen 
Nähe,  bezeichnet. 

§.  13.  Die  Gleichung  zwischen  den  Durchraessera  des  Ob- 
jects und  des  Bildes  (§.  7}  wird  für  das  Femrohr: 

woraus   wir  schliessen,   dass,  welches  auch  der  Aistand  des  Ohjectes 
vom  Fernrohr  sein  mag,  sein  Bild  dock  immer  dieselbe  Grösse  behält. 
Liegen  Object  und  Bild  unendlich  entfernt,  so  ist  das  Verhältniss 
ihrer  scheinbaren  Durchmesser: 

AD' BD       c„    AD      (—1)"    i^  ^        '      "-^' 

Ist  also  i%j+,  absolut  grösser  als  i ,  so  wird  das  Fernrohr  ent- 
legene Gegenstande  nicht  nur  deutlich,  sondern  auch,  wie  es  sein 
praktischer  Zweck  erfordert,  vergrössert  zeigen,  und  diese  Vergrösse- 
rung  durch  die  Zahl  iV„^,  gegeben  sein.  Dabei  ist  das  Bild  aufrecht 
oder  umgekehrt,  je  nachdem  bei  einer  geraden  (ungei-aden)  Anzahl 
von  Gläsern  die  Zahl  iV^^,  positiv  oder  negativ  (negativ  oder  positiv) 
gefiuiden  wird. 

Versteht  man  unter  Vcrgrösserung  im  weiteren  Sinne  den 
Exponenten  des  Verhältnisses  zwischen  den  scheinbaren  Durchmessern 
von  Bild  und  Object,  wenn  beide  unendlich  entfernt  sind,  so  lässt 
sich  das  Bisherige  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 
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Die  Geschtoindigkeit  des  Objects,  dividirt  durch  die  Geschwindig- 
keit des  Bildes,  ist,  wenn  beide  Geschwindigkeiten  auf  die  Axe  des 
Femrohrs  bezogen  werden,  dem  Quadrate  der  Vergrösserung  gleich. 
Werden  sie  aber  nach  einer  auf  der  Axe  normalen  Richtung  ge- 
schätzt, so  ist  dieser  Quotient  der   Vergrösserung  selbst  gleich.     Oder: 

Der  Durchmesser  'des  Objects  dividirt  durch  den  Durchmesser  des 
Bildes,  giebt,  wenn  beide  Durchmesser  parallel  mit  der  Axe  sind,  das 
Quadrat  der  Vergrösserung,  die  Vergrösserung  selbst  aber,  wenn  die 
auf  der  Axe  normalen  Durchmesser  genommen  werden. 

Es  bedarf  wohl  keiner  Erinnerung,  dass  im  Vorigen  unter  den 
Durchmessern  hloss  die  auf  der  Axe  normalen,  als  die  allein  gut 
wahrnehmbaren,  gemeint  sind.  Wiewohl  also  von  diesen  Durch- 
measern  der  des  Bildes  immer  iV^^^-mal  Meiner  ist,  ala  der  des  Ob- 
jectes,  auch  wenn  das  Object  sehr  weit  entfernt  liegt,  so  erscheint 
doch  in  diesem  Falle  der  erstere  Durchmesser  iV„+,-inal  grösser  als 
der  letztere,  weil  dann  das  Bild  JV^+,-mal  näher  ist,  als  das  Object. 

Der  Satz,  dass  der  Durchmesser  des  Objects,  dividirt  durch  den 
Durchmesser  des  Bildes,  die  Vergrösserung  giebt,  hegt  übrigens  dem 
von  Adams  erfundenen  Auzometer  zu  Grunde,  wo  zum  Objecte 
das  Objectivglas  selbst,  oder  vielmehr  dessen  Einfassung,  dient.*) 

§.  14.  Es  ist  im  Obigen  gezeigt  worden,  wie  die  Haupteigen- 
schaften eines  beliebigen  Systems  von  Gläsern  ganz  analog  denen 
sind,  welche  schon  jedes  einfache  erhabene  oder  hohle  Glas  besitzt; 
wie  die  Bestimmung  von  Ort  und  Grösse  des  Bildes  aus  dem  Ort 
und  der  Grösse  des  Objects  mittelst  der  Brennweite  und  der  Brenn- 
punkte, nach  einerlei  Formeln  bei  einfachen  Linsen  und  bei  ganzen 
Systemen  geschehen  kann.  Auf  gleiche  Art  wird  nun  auch  der  jetzt 
betrachtete  apecielle  Fall,  wo  die  Brennweite  des  Systems  unendhch 
gross  ist,  sein  Analogon  unter  den  einfachen  Gläsern  haben:  —  ein 
Glas  mit  einer  ebenfalls  unendlich  grossen  Brennweite,  d.  h.  ein 
Glas,  dessen  zwei  Seiten  einander  parallel  sind.  Was  daher  ein 
solches  Glas  unter  den  einfachen  Linsen  ist,  dieselbe  Stelle  nimmt 
das  Fernrohr  unter  den  Systemen  von  Linsen  ein.     So  wie  bei  einem 

*)  In  Gehler' s  Physikalischen  Wörterbuche,  Art.  Auzometer,  findet  sich,  bei 
Erklärung  des  Prineips,  worauf  dieses  Inbtrument  beruht,  eme  kleme  Unriehtis- 
keit,  die  auch  in  die  neue  Bearbeitung  dieies  Worterbuchea  übergegangen  ist, 
und  welciie  darin  bestellt,  da^a  bei  dem  agfronomischen  Fernrohr  mit  zwei  Gl&Bem, 
als  auf  ■walctes  daselbst  bei  Erläuterung  des  Prineips  allein.  Rucltöipht  genommen 
wird,  das  Bild  der  Objeetiytassung  auf  Avi  Otular  selbst  fallen  soll,  dt  es  doeh, 
wie  dort  später  ebenfalls  bemeikt  wnd,  dahin  fallt,  wo  sonst  dai  ^ugt.  hinge- 
halten werden  rnuas. 
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Fernrohr  das  Bild  für  jedeu  Ort  des  Objects  einerlei  Glosse  hat, 
und  sich  gleicMörmig  tewegt,  wenn  das  Object  um  gleiche  Saume 
fortgerückt  wird,  so  finden  sich  dieselben  Eigenschaften  auch  bei 
dem  Glase  mit  parallelen  Seiten  vor,  indem  hier  das  Bild  und  Ob- 
ject immer  zusammenfallen,  und  wobei  folglich  die  VergrÖsserungs^ 
zahl  =  I  wird. 

Es  werde  hier  noch  bemerkt,  dass  bloaa  aus  Ilohlgllisern  ein 
Fernrohr  zu  constrniren  unmöglich  ist.  Sind  nämlich  ^, ,  ff^,  g^,  ... 
insgesammt  negativ  {k^ ,  h^,  ...  sind  ihrer  Natur  nach  immer  positiv), 
so  findet  sich  aus  den  Formeln,  sowohl  in  §.  4  als  in  §.  5,  M^  nega- 
tiv, J/j  positiv,  üi,  negativ  und  so  fort  abwechselnd,  also  {—l)"M„^^ 
immer  positiv  und  niemals  Null. 

§.  1 5.  Der  Vollständigkeit  wegen  ist  es  noch  übrig,  zu  zeigen, 
wie  bei  einem  Femrohr  die  für  ein  angenommenes  Gesichtsfeld  er- 
forderlichen Oeffnungen  der  Gläser  und  der  vorth eilhafteste  Ort  des 
Auges  bestimmt  werden  können.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  für's 
Erste  bei  einem  System  von  Gläsern  überhaupt  den  Weg  eines,  vor 
seiner  Brechung  durch  das  erste  Glas,  die  Axe  in  A  treffenden 
Strahles  näher  untersuchen.  Es  begegne  dieser  Strahl  dem  i^*^", 
2*'",  ...  ?*'*"  Glase  resp,  in  S,,  S^,  ...  S^. 

Weil  alle  vom  Punkte  A  der  Axe  ausgehenden  Strahlen  nach 
ihrer  Brechung  durch  das  erste  Glas,  den  Punkt  A^  der  Axe  zum 
Vereinigungspunkte  haben,  so  muss  auch  &\S^  durch  A^  gehen, 
indem  S^S^  der  Weg  unseres  von  A  kommenden  Strahles  unmittel- 
bar nach  seinem  Durchgange  durch  das  erste  Glas  ist.  Aus  ähn- 
lichem Grunde  müssen  S^  und  S.^  mit  A^ ,  u.  s.  w.  in  einer  Geraden 
liegen,  und  der  Strahl  wird,  nach  seiner  Brechung  durch  das  letzte 
Gl^,  der  Axe  in  A^  begegnen.  Wenn  also  die  mit  einander  paral- 
lelen Linien  -Pi^*, ,  P^S^,  P^S^,  ...  positiv  oder  negativ  genommen 
werden,  je  nachdem  die  Punkte  S^,  S^,  S^,  ...  auf  der  einen  oder 
der  anderen  Seite  der  Axe  liegen,  so  muss  sich  verhalten: 

P,S^:P,S^  =  A,P,  -A^P^^—P^A,  -.A.P^, 
also  wenn  wir  noch 

P,  S,  =  s,   ,         P^S^  =  Sä  ,         u.  s.  w. 
setzen : 

s,  :s,  =  — öl  :«,  , 
und  ebenso 
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Werden   diese  n — i    Proportionen  in.  einander   mnltipHcirt,   so 
kommt: 

und 

(§.  7),  und  wenn  man  darin  noch  liir  Z>„  seinen  Werth  aus  §.  3  suIj- 
stituirt : 

woraus  man,  wenn  a^  und  s,  gegeben  sind,  die  Werthe  von  s, ,  ä,  ,  ...  s„ 
unabhängig  von  einander  finden  kann,   indem  man  nur  7i  nach  und 
nach  ^  2  ,  3  ,  ...  zu  setzen  hat. 
Seien  endlich  noch 

t  ,  t,   ,  tt,     ■  ■■     t,i-,   ,  in 

die  Winkel,  welche  die  TheÜe  des  Strahles: 

AS,  ,  S^S^  ,  S^S^  ,  ...  S„__,S„  ,  S„A„ 
mit  der  Äxe  machen,  und  jeder  der  Winkel,  t,  z.B.,  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Linie  S^S^  in  ihrer  geradlinigen  Verlänge- 
rung über  Äj  hinaus  nach  der  Seite  zu  von  der  Axe  divergirt,  wo 
die  positiven  oder  negativen  s  liegen.  Alsdann  ist  wegen  der  Klein- 
heit dieser  Winkel: 

AP.^a'        *''^A,P~A,P~       b,^  a' 


und  man  erhält,  wenn  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  für  ö,  und 
5„  in  die  obigen  Gleichungen  substituirt: 

(—  ift^  =  M^,  s,  +  iV„^,  t  , 

Die  erste  dieser  zwei  Formeln  wird  für  das  Fernrohr; 

und  giebt  damit  zu  erkennen,  dass  ParallelstraMen,  welche  vor  dem 
Eintritt  in  das  erste  Glas  die  Axe  unter  einem  Winliel  ^  t  schneiden, 
nach  der  legten  Brechung  wieder  parallel  ausfahren  und  mit  der 
Axe  einen  Winkel  ^  N^^.^t  machen,  dass  also  N,^^  die  Vergröase- 
,  wie  schon  in  §.  13  auf  andere  Weise  gezeigt  wurde. 
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Die  zweite  Formel  lelirt,  wenn  der  Stralil,  welcher  vor  dem 
Eintritte  in  das  erste  Glas  die  Äxe  unter  einem  Winkel  =  t  schnei- 
det und  dieses  Glaa  in  einer  Entfernung  =  s,  von  der  Axe  trifft, 
auch  den  übrigen  Gläsern  soll  begegnen  können,  dass  dann  die 
Halbmesser  des  zweiten,  dritten,  u.  s.  w.  Glases  nicht  kleiner  sein 
dürfen  als: 

II^s^-^rL^t,        H^s,-\-L^t  ,         u.  s.  w. 

Würde  aber  der  Strahl  erst  nach  seinem  Eintritt  in  das  erste 
Glas,  ohne  von  diesem  gebrochen  zu  werden,  die  Axe  unter  dem 
Winkel  t  schneiden,  so  sind  die  kleinstmöglichen  Halbmesser ; 

—  ^J^s^^LJ,        —  H,s,  +  L^t  ,         U.S.W. 

Für  einen  mit  der  Äxe  parallel  einfallenden,  und  das  erste 
Glaa  in  einem  Abstände  ^  s,  von  der  Axe  treffenden,  Strahl  werden 
diese  Halbmesser  resp. : 

I-I^s,  ,        H^s,,         H,s,  ,       u.  s,  w.  , 
und  für   einen  Strahl,  welcher  durch    den    Mittelpunkt   des   ersten 
Glases  selbst  geht  und  mit  der  Axe  einen  Winkel  =  t  macht: 

L^t  ,  LJ  ,  LJ  ,         u.  s.  w. 

§.  16.  Wenden  wir  diese  für  jedes  System  von  Linsengläsern 
geltenden  Bestimmungen  auf  das  Fernrohr  an.  Da  hier  alle  von 
einem  und  demselben  Punkte  des  Objects  ausgehenden  Strahlen  als 
parallel  mit  einander  anzusehen  sind,  und  daher  die  Äxe  unter 
gleichem  Winkel,  welcher  =  t  sei,  schneiden,  so  darf  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  alle  auf  das  erste  Glas,  dessen  Halbmesser  ^«, , 
fallenden  Strahlen  auch  das  zweite  treffen  sollen,  der  Halbmesser 
des  zweiten  nicht  kleiner  sein,  als  die  absolut  grössere  der  beiden 
Grössen : 

H^s,  +  L^t  ,         —H,s,  +  LJ  , 

und  so  fort  bei  den  folgenden  Gläsern,  Da  aber  unter  aEen  den 
das  erste  Glas  treffenden  Strahlen  sich  diejenigen  am  vollkommensten 
in  einem  Punkte  des  Bildes  vereinigen,  welche  nahe  um  den  Mittel- 
punkt des  Glases  einfallen,  so  ist  man  zufrieden,  wenn  nur  die  Axe 
des  auf  das  erste  Glas  stossenden  Strahlen cylin der s,  oder  der  Haupt- 
strahl, die  folgenden  Gläser  ungehindert  durchgehen  kann.  Soll 
also  ein  von  der  Axe  des  Rohrs  um  den  Winkel  t  abliegender  Punlit 
durch  dasselbe  noch  gut  gesehen  werden  können,  d.  h.  t  der  schein- 
bare Halbmesser  dos  Gesichtsfeldes  sein,  ao  müssen  die  Halbmesser 
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HS  von  lir 

„englUe, 

5.  17. 

des   zweiten,    dritten,   u.  s.  v 

r.  Glases, 

unabM 

ngig   TO 

iHi  Halbmesser 

des  ersten,  die  Wertire 

i,(  , 

i,(  , 

...     £„, 

haben. 

§.  1 7.  Alle  Hauptsti-ahlen  haben  aU  Strahlen ,  welche  von 
«inem  und  demselben  Punkte,  nämlich  dem  Mitte Ipimkte  des  ersten 
Olases,  herkommen,  nach  ihrer  Brechung  durch  das  letzte  Glas, 
einen  Vereinigungspunkt,  dessen  Abstand  vom  letzten  Glase  =  />„ 
gefunden  wird,  wenn  man  in  der  Gleichung  zwischen  a^  und  ä„  (§.  3) 
.a^  =  o  setzt.     Dies  giebt: 

"Findet  sich  hieraus  b„  positiv,  so  liegt  der  Vereinigungepunkt,  oder 
das  Bild  des  ei-sten  Glases,  hinter  dem  letzten  Glase,  und  das  Auge 
wird,  dahin  gebracht,  seine  vortheühafteste  Stellung  haben,  indem 
es  nur  hier  alle  Hauptstrahlen  zugleich  empfangen  kann,  und  in 
grösserer  sowohl,  als  geringerer  Entfernung  vom  letzten  Glase,  einen 
durch  die  Einfassungen  der  Gläser  venninderten  Gesichtekreis  hat. 
Erhält  man  i„  negativ,  so  liegt  der  Vereinigungspunkt  der  Haupt- 
strahlen vor  dem  letzten  Glaee,  und  es  bleibt  Nichts  übrig,  als  das 
Ange  demselben  möglichst  nahe  zu  bringen,  wo  es  allerdings  nur 
noch  Hauptstrahlen  von  Objecten  empfangen  kann,  deren  Winkel- 
abstand  von  der  Axe  gleich  dem  Halbmesser  der  Pupille,  dividirt 
durch  5„,  ist. 

Ist  das  Fernrohr  bloss  aus  erhabenen  Gläsern  zusammengesetzt, 
sind  also,  eben  so  wie  A, ,  h^,  ...,  auch  ff^,  g^,  -.-  insgesammt  poeitiv, 
so  liegt  der  Vereinigungspunkt  aller  Hauptstrahlen  stets  hinter  dem 
letzten  Glase,  oder  es  ist  für  «^  =  o,  5„  immer  positiv.  Dies  lässt 
sich  auf  folgende  Weise  darthun: 


Mit  Anwendung  der  iu  §.  5  gebrauchten  Bezeichnung  [«,  i,  c, . 

für  den  Kettenbruch  a  —  -. ,  und  voran egesetzt,  dass  a,  h,  c,  d, 

0  —  etc. 

t  positive  Grössen  sind,  hat  man; 

:i!  >  a  —  T-  =  («,  ^') ,    ^™d  eben  so    5  >  {//,  a)  , 
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also; 

a>{a,b)>{a,b,c)>{a,b,c,d)  >... 
Nun  ist  beim  Ternrohr 

j^V,  =  [?«,  /'«-,>  ■■■  ^'.,  ?,]  =  o- 

abo  auch 

fffni    A«-j)    ■■■    ^11  ffil  /  I  7  1 

iij/'..*.,ii,]     '"-'  ''■-  -  *■■  "■'  =  °  ■ 

Zugleich  ist  aber,  weil  ahe  Grössen  g^,  h^,  g^,  ...  positiv  sind,  dem 
oben  Erwiesenen  zufolge: 

(y„,  V,.  ■■■  K)>{9^<  ■■■  K^gd  - 

mithin  (y„,  Ä„_, ,  ...  h^)  positiv,  d.  i. 
eine  positive  Grosse. 


§.  18.  Es  bietet  sich  uns  hier  noch  eine  merkwürdige  Form 
der  Bcdinguugsgleichung  dar,  unter  welcher  ein  System  von  Gläsern 
ein  Fernrohr  abgiebt.  Soll  nämlich  aus  den  Gläsern ,  von  deren 
JBremiweüen  die  Reciproken  =^,,  g^,  ...  y„  sind,  ein  Fernrohr  con- 
struirt  werden,  so  müssen  sie  in  solche  Abstände,  ^  A,,  h^,  ...  Ä„_, 
von  einander  gestellt  werden,  dass  (p„,  ...  h^,  g^  ^  o,  oder,  was  wegen 
[P'ni  •■•S\\^^\ßii---9n\  <Mif  dasselbe  hinauskommt,  dass  (g,,  h^,  ...  g^  ^o, 
dass  also 
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zwei  mit  einander  identische  Gleichungen,  von  denen  die  erstere 
auch  unmittelbar  aus  den  Kettenbrüchen  in  §.  3  folgt,  wenn  man 
darin  a,  sowohl  als  5„  gleich  unendlich  setzt. 

Auch  die  VergrÖsserungszahl  eines  Fernrohres   lässt  sich  leicht 
in  Kettenbiuchform  darstellen.     Es  ist  nämHch,  wegen 

~  -ö;,-A^„+,  =  1  , 
das  Quadrat  der  Vergrösserung 


Die    Vergrösserung  ist  daher  die  mifilere  Proportionalzahl  zwischen 
den  beiden  Kettenhrüohen : 


zugleich    den    reciproken     Werth    der    Entfernung    des 
Auges  vom  letzten  Glase  angiebt. 

§.   19.     Die  Identität  der  beiden  Bedingungsgleichungen  für  das 
Fernrohr : 

[?n  1  ^'n-t  1  ■  -  ■  ^1 )  ^  O  und  (g^,  Ä,  ,  ...  ^n)  =  °  t 
von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  "ümkehrung  der  Aufein- 
anderfolge der  Elemente  hervorgeht,  hängt  damit  zusammen,  dass 
jedes  zu  einem  Fernrohr  geordnete  System  von  Gläsern  auf  doppelte 
Art  als  Fernrohr  dienen  kann,  je  nachdem  man  das  Licht  von  der 
einen  oder  der  anderen  Seite  her  durchgehen  lässt ;  so  wie  hei  einem 
System  von  Gläsern  überhaupt  der  Ort  und  die  Grösse  des  Objects 
mit  Ort  und  Gi-össe  des  Bildes  sich  gegenseitig  vertauscht,  wenn 
die  Richtung  der  Strahlen  in  die  entgegengesetzte  verwandelt  wird. 
Der  Grund  dieser  Erscheinungen  liegt  in  dem  bekannten  Satze,  dass 
der  gebrochene  Weg  eines  Strahles  aus  einem  durchsichtigen  Mittel 
in  ein  anderes  zugleich  als  Weg  einem  Strahle  aus  dem  letzteren 
Mittel  in  das  erstere  dienen  kann.  Auch  stimmen  damit,  wie  gehörig, 
die  im  Obigen  entwickelten  Formeln  überein:  so  muss  die  Gleichrrng 
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in   §.  3    zwisclien    a^    und    h„    dieselbe    bleiben,    wenn    man    darin 
ff,,^i,,  ■■■  Sn  ^i*  Snj  ■■•  ^'i  1  ?i '  ^'^  ™^®  ^1  "^^  ^n  gegenseifig  vertauscht. 
In  der  That  geht  durch  diese  Vertauschung 

-H"„  =  [?,,.■  ■'•»-,]    in    ta,  ■•■  *,1--W„, 
Über   und   umgekehrt.     /-„  und   M„^^  bleiben  ungeUndert,   und  die 
Gleichung  wird  damit: 

"'  ^    Mn^i  K  —  -Hn     ' 
die,  wie  man  leicht  sieht,   mit  dem  dortigen  Ausdrucke  für  S„  iden- 
tisch ist. 

Auf  gleiche  Art  muss  die  Relation  in  §.  7  zwischen  c„,  c,  a^  zu 
einer  gleichbedeutenden  führen,  wenn  man  diese  Grössen  in  c,  c„,  5„ 
und  ^,,  ...  y„  in  ff„,  ...  g^  verwandelt.     Man  erhalt  damit; 

[M„^^  ö„  —  _ff„)  c  =  (—  i)"c„  , 
und  durch  die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  dortigen: 

(il4+,  a,  4-  A^^,)  (^«+,  5„  —  i4)  =  I   , 
welches    eine    neue   Form    der    Gleichung    zwischen  a^   und  5„  im 
§.  3   ist,    und   wovon   sich    die   eine  in   die   andere,   mit  Hülfe  der 
Gleichung 

L„M^^,  —  H„N„^,  =  I   , 
verwandelt. 

Dasa  bei  einer  Umkehrung  des  Systems  die  beiden  Brennpunkte 
desselben  [§.  9}  ihre  relative  Lage  gegen  die  Gläser  behalten,  nur 
ihre  Namen  verwechseln,  so  dass  der  vorige  erste  nun  zum  zweiten, 
und  umgekehrt,  wird:  dies  folgt  leicht  aus  der  dortigen  Definition 
dieser  Punkte,  so  me  auch  aus  den  daselbst  für  ihre  Abstände  vom 
ersten  und  letzten  Glase  gegebenen  Werthen. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  durch  Umkehrung  eines  Systems 
if„  in  —  ^n+\ '  ^^^  umgekehrt,  übergeht,  und  da  beim  Femrohr 
—  H„N„+i^i,  und  ( — ■i)"JVftn  die  Vergrcisserungszahl  ist  [g§.  12, 13), 
dass  durch  Umkehrung  eines  Fernrohrs  die  Vergrösseiung  desselben 
in  eine  eben  so  vielmalige  Verkleinerung,  und  umgekehrt,  verwandelt 
vrird,  dass  aber  beide  Male  die  Bilder  sich  in  derselben  (aufrechten 
oder  verkehi'ten)  Stellung  zeigen  müssen.  Auch  folgt  der  erste  Theil 
dieses  Satzes  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  durch  zwei  Ket- 
tenbrüche ausgedrückten  Vergrösserung,  von  denen  ein  jeder  durch 
Vertauschung  von  y^ ,  ...  (/„  mit  (/„,-■■  !/\  in  den  reciproken  Werth 
des  anderen  verwandelt  wird. 
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[Crelle's  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mcitliematili, 
Band  VI,  pag.  215  —  243.   1830.] 
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iJei  Abfassung  des  vorstehenden,  im  zweiten  Heft  des  fünften 
Bandes  des  Crelle'schen  Journals  abgedruckten  Aufsatzes  über  die 
Haupteigenschaften  eines  Systems  von  Linsengläsern,  wo  ich  diese 
Eigenschaften  aus  denen  der  Kettenhrüche  zu  entwickeln  suchte, 
führte  mich  der  innige  Zusammenhang  der  Lehre  von  den  Ketten- 
brüchen mit  den  Eigenschaften  der  Linsensysteme  zu  verschiedeneu 
Bemerkungen  über  die  ersteren,  w^elche  mir  neu,  und,  wenn  auch 
nur  den  Elementen  angehörend,  einer  späteren  Mittheilung  nicht 
ganz  unwerth  schienen.  Der  in  der  erwähnten  Abhandlung  erwie- 
sene Satz,  dass  die  Wirkung  jedes  Systems  von  Gläsei-n,  eben  so 
wie  die  jedes  einzelnen  Glases,  durch  zwei  gegebene  Punkte  (die 
Brennpunkte)  und  durch  eine  Linie  von  gegebener  Länge  (die  Brenn- 
weite) vollkommen  bestimmt  ist,  und  die  leicht  auszumittelnde  Art, 
nach  der,  wenn  ein  Gläsersystem  in  mehrere  einzelne  Systeme  zer- 
theilt  wild,  aus  den  Wirkungen  und  der  gegenseit^en  Lage  der  ein- 
zelnen die  Wirkung  des  ganzen  beurtheilt  werden  kann,  veranlassten  ■ 
mich,  auf  analoge  Weise  einen  Kettenbruch  in  mehrere  einzelne  zu 
zerlegen,  um  somit  nach  Berechnung  dieser  einzelnen  und  ihrer 
Wiedervereinigung  zu  einer  kürzeren  Form  des  anfänglichen,  so  wie 
zu  merkwürdigen  Eigenschaften  der  KettenbiTJche  überhaupt  zu  ge- 
langen. 

Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  sind  in  den  nachfolgenden 
Blättern  enthalten.  Voran  geht  die  Entwickelung  der  Haupteigen- 
schaften der  Kettenbrüche,  so  wie  der  für  diese  Lehre  besonders 
wichtigen,  aus  beliebigen  Elementen  gebildeten  ganzen  rationalen 
Zusammensetzui^en  (sie  sind  hier,  so  wie  in  dem  oben  gedachten 
Aufsatze,  durch  Einschliessung  der  Elemente  mit  Klammern  ange- 
deutet), deren  gegenseitige  Relationen  schon  Euler  in  einer  be- 
sonderen Abhandlung  [Spectmen  algorithmi  singularis  in  Nov.  conir- 
ment.  Petrop.  Tom.  IX)  untersucht  hat.  Doch  glaube  ich  hier 
(§§.  5—7)  diese  Relationen  etwas  schärfer,  als  Euier,    der  sich  oft 
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nur  der  Induction  bedient,  erwiesen  zu  haben.  Dies  gelang  mir 
theils  durch  die  vorhin  erwähnte  Zerlegung  eines  Kettenbruches  in 
zwei  oder  mehrere  Theile,  theils  dadurch,  daas  ich,  ähnlicher  Weise 
wie  Euler  für  jene  Zusammensetzungen,  einen  Algorithmus  für  die 
Kettenbrüche  selbst  zu  bilden  suchte,  womit  aber  nicht  bloss  dem 
Erweis  jener  von  Euler  entdeckten  Relationen,  sondern  der  Ele- 
mentarlehre von  den  Kettenbrüchen  überhaupt  einiger  Nutzen  ge- 
bracht sein  dürfte. 

Zum  Schlüsse  habe  ich  noch  die  oben  gedachten  Sätze  von  den 
bei  jedem  Gläsersystem  im  Allgemeinen  angebbaren  zwei  Brenn- 
punkten und  Brennweiten,  und  von  den  daraus  zu  berechnenden 
Wirklingen  des  Systems,  so  wie  auch  die  Haupteigenschaften  der 
Fernröhre  auf  eine  neue,  der  Einfachheit  dieser  Sätze  entsprechende, 
ganz  elementare  Weise  dargethan. 


§,  1,  Ein  Kettenbruch  entsteht,  wenn  man  von  einer  Reihe 
auf  einander  folgender  Brüche  zu  dem  Nenner  des  ersten  Bruches 
den  zweiten  addirt,  sodann  in  diesem  Aggregate  den  Nenner  des 
zweiten  um  den  dritten  Bruch  vermehrt,  u.  s.  w.  Hieraus  folgt  so- 
gleich, dass  ein  Kettenbruch  seinen  Wetth  nicht  ändert,  wenn  Zähler 
und  Nenner  irgend  eines  der  einzelnen  Brüche,  so  wie  der  Zähler 
des  nächstfolgenden  Bruchs,  mit  einer  und  derselben  Zahl  multipli- 
cirt  werden.     Sind  daher 


(«) 


die  einzelnen  Brüche, 

welche  di 

den  auch 

(ö) 

pa  ' 

pqß 
qb    ' 

c    '  d    '    '" 

a  Kettenbruch  ausmachen,   so  wer- 

rc    '       sä   '  ' ' ' 

in  Verbindung  denselben  Kettenbruch  erzeugen,  was  für  Werthe 
auch  p,  q,  r,  s,  . . .  haben  mögen.  Man  kann  hiernach  die  anfäng- 
lichen Brüche  («)  immer  so  umbilden,  dass  in  den  neuen  Brüchen 
{h)  die  Zähler  (oder  die  Nenner)  irgend  gegebene  Werthe  A,  B, 
O,  D,  ...  haben,  indem  man  die  willkürlichen  Factoren  p,  q,  r,  ... 
aus  den  Gleichungen  pat=A,  pqß  =  B,  qry  =  C,  etc.  (oder 
pa  ^=  A,  qh  =  B,  rc  =  O,  etc)  bestimmt. 

Ohne  daher  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  kann  man 
immer  die  Zähler  sämmtHcher  einzelnen  Brüche  der  positiven  Ein- 
heit  gleich    setzen,   wie   dies   auch    bei  Elementar-Untersuchungen 
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über  Kettenbi'üche  zu  geschehen  pflegt.  Im  Gegenwärtigen  sollen 
abei  aua  weiterhin  sich  ergebenden  Gründen  nnr  der  Zähler  des 
ersten  Bruches  =  +  1 ,  die  der  übrigen  dagegen  =  — 
werden,  so  dass  in  der  Reihe  (a) : 


und  90  fort  abwechselnd  genommen,  so  wird  die  umgeformte  Reihe 
1  I  1  I 

woraus  erhellet,  dass  man  in  der  hier  anzuwendenden  Form  mit 
negativen  Zählern  die  Nenner  des  z*^",  4**°,  6'"°,  etc.  Bruches  negativ 
zu  nehmen  hat,  um  diese  Form  auf  die  gewöhnliche,  wo  jeder  Zahler 
^  +  I  ist,  zu  leduciren. 

Der  Raumersparniss  halber  mögen  nun  die   Kettenbrüche  von 
der  besagten  Form,  wie 


durch  (ß),   {a,  S),  (a,  b,  c),  [a,  b, 
Hiernach  ist: 


i),   u.  s.  w.  ausgedrückt  werden. 


,(«,*,»,<«)= 


'a—[b,c,dY 


-(ä)  = 


(»,  »)  ' 


m 


Eben  so  ist,  wenn  man   [c,  d,  e,  ...)  =^p  setzt: 

(«,  b,  c,  d,e,...)  =  [a,  h  —  p)  =  (a,  b  —  [0,  d,e,.. .])  , 

und  auf  gleiche  Art; 

=  {a,  b,  c  -  {d,  e,  ...))  =  {a,  b,  c,  d  -  [e,  . ..))  ,  u.  s.w. 

Ferner  leuchtet  ein,   dass,  wenn  z.  B.   in  [a,  b,  c,  d)  das  letzte 
Element  d   unendlich   gross    genommen  wird,    der  Kettenhruch    in 
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{a,  h,  c]    Übergeht.      Setzt    man    aber   d^=o,     so   fällt   nicht  nur   da 
letzte,  sonäem  auch  daa  vorletzte  Element  weg,  d.  h.  es  ist: 

(«,  i,  c,  o)  ^  {a,  b],  und  eben  so  (a,  h,  c,  d,  6)  =  [a,  b,  c),  u.  s.  v, 
(3)       so  wie 

{a,  h,  c,  oo)  =  (a,  b,  c)  ,      [a,  b,  c,  d,  oo)  =  {a,  b,  c,  d],  u.  a.  w, 

§.  2.     Aufgabe,    z  ist  durch  y  und  die  Constanien  a,  b,  c,  d,  t 
mittelst  des  Kettenbruchs 


(4) 

X  =  {a,  b,  c,  d,  .,  ,) 

gegeben 

Man  soll  umgekehrt  y,  durch  x  ausgedrückt,  finden. 

Au 

flös 

ung.     Aus  (4)  folgt  nach  (1); 

mithin 

oder 

j                                            , 

folghch 

(«,*)         '*•■■■'"         t-{c,...,]' 
i».  ...y)=6-(«,^), 

oder 

^                              ff                 ?(1     ■■                               ^ 

[b,a,x)           ^'■■■^1         c-{d,e,y)' 

und  hieraus 

eben  so: 

1 

.  f  j   -   ,.\                                    ("  -    1 1 

(«, «, ». 

X) 

-''^'''^''        [d....a,x]        ''^'^J'        [e....u,x] 

oder: 

(6) 

y=^[e,  d,  c,  b,a,  x)  . 

=  M, 


§.  3.      Aufgabe.     Die    im   vorigen  . 
Relation  zwischen  x  und  y  durch  eine  Gleichung  darzustellen,   in  der 
weder  x  noch  y,  in  Kettenbrüchen  enthalten,  vorkommen. 

Auflösung.  Da  von  den  beiden  identischen  Gleichungen  (4)  u.  (5) 
X  ^  (a,  b,  c,  d,  e,  y)       und       y  =  {e,  d,  c,  b,  a,  at)  , 
vei-möge  der  ersten,  jedem  Werth  von  y  nur  Ein  Weith  von  x,  und 
vennoge  der  zweiten,  jedem  x  nur  Ein  y  zukommt,  so  muss  die  ge- 
suchte Gleichung  zwischen  x  und  y  von  der  Form  sein: 
(a)  A+Bx+Cy-^  Dxy  =  o  . 


yGoosle 


§.  4.  Beiträge  au  der  Lehre  von  den  Kettenbrücken.  509 

Nach  (3)  wird  nun.  wenn  man  in  (4)  y=:co  setzt:  x  =  [a,  h,  c,  d,  e). 
Für  denselben  Werth  von  «/  reducirt  sich  aber  (a)  auf; 

C+  i>Ä  =  o  . 
Mithin  ist; 

C:L)  =  —{a,b,c,  d,  e)  .  [h) 

Eben  so  wird  für  j/  =  o,  wegen  (4),    x  =  {a,  b,  c,  d),  und  wegen  (ß) : 

A  -\-  Bx  =  o  ; 
folglich : 

A:B  =  —  (a,l,c,d).  (c) 

Auf  gleiche  Art  einlebt  sich,  wenn  man  in  (5)  und  («)  das  eine 
Mal  a;  =  CO ,  das  andere  Mal  x  ■=  o  setüt ; 

B:D^'~{e,d,c,  b,  a)  ,  [d) 

A:C  =  —[e,d,e,h)  ,  [e] 
und  wenn  man   [b]  mit  [e],  so  wie   (c)  mit  [d)  multiplicirt : 

A:D  =  {u,. ..,){,,. ..l)  =  [.,...a)(a,...d).  (/) 

Hiermit  haben  wir  zugleich  eine  der  bemerk ens werth esten  Rela- 
tionen zwischen  Kettenbrüchen: 

{^,...e]{e,...h)  =  {,,...a]{a,...d]  (6) 

erhalten,  in  welcher,  wenn  sie  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Ele- 
menten ausgedehnt  wird,  a  und  h  das  erste  und  zweite,  e  und  d  das 
letzte  und  vorletzte  Element  bezeichnen. 

Substituiren    wir    jetzt    die    gefundenen    Verhältnisswerthe    von 
A,  B,  O,  D  in  [a),  so  kommt; 

{a,  ...  ri)  [e,  ...h)  ^  [e,  ...  a)x  ~  {a,  -..  e)y  +  xy  ^  o  , 
oder  (7) 

(e,...a)[a,...d)  —  {e,...a)x~{a,...e)y  +  xy  =  o, 
zwei  Gleichungen,  denen  man  auch  die  Form: 

{:.-(«,...«)){;,-(.,. ...))  =  («,,...)«.,. ..«)-(«,...*))       (7«j 

geben  kann, 

§.  4.     Zusätze  und  Folgerungen. 

a)  Setzt  man  in  (7*)  für  x  seinen  Wertb  aus  (4),   so  kommt  die 
identische  Gleichung; 
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-(«,...-) 

(y,  «,  ■ 

,.») 

nooli    -, ^- 

-^    f"    » 
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..  a)   gesetzt  worden  (1). 

Man  schreibe  jetzt  y  statt  y  iind  bezeichne  die  Differenzen: 
(«,.../)-(«,....),     («....,)-(«,. ..rf),  u.  s.w. 
resp.  mit  z/(«,  ...  e),   z/[ra,  ...  rf)  ,     u.  s.  w.,  so  hat  man; 

^K  ,..«)  =  (/....»)(.,.. .«)z/K...rf) , 

und  eb(!n  so: 

^(o,  ...Ä)=.(«,  ,..o)  (d,  ...(i)J[a,t,c), 
J{a,  S,  o)  =  (Ä,  ...  II)  (o,  S,  0)^(0,  4)  , 

folglich,  weil 

und  daher 

^(o)  =  (a,  S)-W  =  (J,<.)M• 
z/KJ)=(«,  *,»)(*,  «)•(«)•  , 

(8)  ^  («,  5,  o)  =  (Ä,  «,»,<.)(«,},  «)'(«.<.)•(»)■  , 

^(»,  ...  rf)  =  (.,  ...  «)  (<(,  ...  «)•(«,  S,  ..)'  (*,  »)■  W  , 

h)  Die  Gleichung  (7*)  lässt  sich  daher  auch  so  darstellen: 
(8)  {.^^(o,  ...  .))  {y  -  [,,  ...„))  =  («,  ...u)'{d,  ...„)'  ...(«)■, 
woraus  wir  den  Schluss  ziehen: 

Wenn  von  nnoei  veränderlichen  Grössen  x  und  y,  die  eine  von  der 
andej-en  so  abhängt,  dass  x  =  {a,  . . .  e,  y),  folglich  auch  y  =  (e,  ...  a,  x), 
so  ist,  je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner  als  (u, ...  e)  genommen  tcird, 
auch  y  grösser  oder  kleiner  ah  {e,...o],  indem  das  Product  atis  den 
Di^erensen  x  —  {a, ...  e)  und  y  —  [e,  ...a)  einem  von  x  oder  y  übrigens 
unabhängigen  Quadrate  gleich  isi. 

c)  Von  den  beiden  nach  (7*)  identischen    Ausdrucken: 
(e,  ...<.){(»,...,)_(,,,  ...Ä))     und     ta,...e){{.,...«)^(e,...b)) 
entsteht  der  eine  aus  dem  anderen,    indem  man  die  Elemente  «.  b, 
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e,  d,  e  in  umgekehrter  Folge  nimmt.  Es  wird  daher  auch  das  dem 
ersteren  dieser  Auedrüeke  gleich  gefundene,  aus  Quadraten  zusam- 
mengesetzte Product  durch  Vertauschung  der  Elemente  a,  .  . .  e  mit 
e,...a  sDinen  Werth  nicht  ändern,  also,  nach  Ansziehung  der 
Wurzeln  , 

{e,...a)  {d,  ...a)  ...{b,  a)[a)  =  ±  («,  ...e){b,  ...e)  ...  (d,  e]  (e) 
sein. 

Um  üher  das  doppelte  Vorzeichen  zu  entscheiden,  so  begreift 
man  leicht,  dass,  wenn  bald  das  eine,  bald  das  andere  stattfinden 
sollte,  ein  solcher  Wechsel  nur  bei  Acnderung  der  Elementenzahl 
eintreten  könnte,  nicht  aber  bei  Aenderung  der  Werthe  der  Elemente, 
während  ihre  Anzahl  dieselbe  bleibt.  Nimmt  man  nun  alle  Elemente 
einander  gleich  an,  so  wird 

(«,...al  =  (»,....),      («■,...«)  =  (ä,  ....),    U.S.W. 

bis     {i,a}^td,e],        (■.)  =  (.), 

welches  auch  die  2ahl  der  Elemente  sein  mag.  Mithin  kann  immer 
nur  das  obere  Zeichen  in  jener  Gleichung  statthaben,  also ; 

(e,  ...  a)  (d,  ...  «)  ...  (S,  o)(«)  =  (o,  ...  ,)  (J,  ...  e)  ...  (d,  ,)  (.).     (10) 

d)  Dasselbe  Resultat  lässt  sich  auch  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (6)  und  den  ihr  analogen  herleiten,  wie  Jeder  ohne  Schwie- 
rigkeit finden  wird.  Auch  hätte  man  durch  dieselbe  Gleichung  selbst 
zu  den  Gleichungen  (7)  und  (7*)  geradezu  gelangen  können.  Es  iat 
nämhch  nach  (6),  wenn  y  als  neues  Element  zu  a,  ...  e  hinzugefügt 
wird : 

f«,  . . .  e,  y)  {y,  e,  ...  b)  ^  [y,  e,  .. .  d\  («,...  e)  , 
oder  nach  (1): 


{a,...e,y)    ^       (.,....) 
,_(„,... 4)        j_(,,...„)- 

Setzt   man   hierin   x  für  {a,  ...  e,  y),   so  hat  man  die   erste  der 
Gleichungen  (7),  und  damit  auch  zugleich  die  übrigen,  gefunden. 

§.  5.    Man  setze  die  aus  den  Elementen  a,...e  gebildete  Func- 


[u,...e){b,...e)[c,d,.){d,.)[, 
SO  ist  zufolge  der  Gleichxmg  (10): 


■  =  [o,  5,  <•,<•>],  (11) 
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(12)  [a,  b,  c,  d,  e]  =  [e,  d,  c,  b,  a]  , 

und  eben  so  bei  jeder  kleineren  und  grösseren  Zahl  von  Elementen. 

Diese  neuen  durch  Klammern  angedeuteten  Zusammensetaungen 
der  Elemente  a,  b,  c,  ...  spielen  in  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen 
eine  sehr  wichtige  Rolle,  und  besitzen  eine  nicht  geringe  Anzahl 
merkwürdiger  Eigenschaften. 

Die  aus  dem  Bisherigen  unmittelbar  fliessenden  Eigenschafton 
derselben  sind  folgende. 

a]  Der  Werth  einer  solchen  Function  ändert  sich  nicht,  wenn 
die  Elemente  in  umgekehrter  Folge  genommen  werden  (12). 

b]  Weil  nach  (II) 

ist,  so  kommt,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  (11)    dividirt: 

[,,...„|-W--°]-[°.---''J, 

wonach  daher  jeder  Kettenbruch  von  der  ia  §.  1  angenommenen 
Form  als  der  Quotient  zweier  dergleichen  in  einander  dividirter 
Functionen  dargestellt  werden  kann, 

c]  Eben  so  ist: 

Mit  diesen  "VVerthen  für  (e,  ...  a)  und  (d,  ...  a}  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (1) 


in: 

(t4)  la,^..e]=[a,...d]e~la....c], 

und  auf  gleiche  Art  hat  man: 

la,...d]  =  [a,i,c]d-[a,b], 

[,.,  S,  «]=.[,,  J]«~M,     wo     W=(^=o 

Endlich  ist 
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so  dass  daher,  weil  analog  mit  den  vorliergelienden  Formeln 

seiu  sollte,  wir  scliliessen  können,  dass,  wenn  inuerhalb  der  Klammern 
kein  Element  mehr  vorkommt,  ein  solcher  Ausdruck  der  Einheit 
selbst  gleich  ist. 

Die   neuen  Functionen  sind  demnach  insgesammt  rationale  imd 
ganze  Functionen  ihrer  Elemente,  nämlich 

[a]=a,[a,b]==ab-i,     [a,  h,  c]=^  abc  -  a  -  o  ,  u.  s.  w., 
und  mit  Hülfe  derselben  kann  nach  (13)  jeder  Kettenbruch  in  einen 
gewöhnlichen  Bruch  mit  rationalem  und  ganzem  Zähler  und  Nenner 
verwandelt  werden. 

d)   Werden  in  den  Gleichungen  (8)  die   eingeklammerten   Aus- 
drücke statt  der  Kettenbrüche  eingeführt,  so  erhält  man: 


[d,...af      [», 
'a        d)       t»- 

...ä][a,.. 
■  .1        [».  . 

'"'■■"'       [o,.. 

■ «]     h . 

..d\ 

=  J{a,...d)  =  («,...,)-{a, 

und  damit  die  merkwürdige  Relation: 

[«,... rf][},. ..«]-[«,. ..e][i,, ..</]=.   •).  (15) 

Endlich  kann  der    Gleichung    (9)   zwischen  x    und   y   die  sehr- 
einfache  Form  gegeben  werden: 


)BE1  I!l  irh—  llh-ib 

tt  hgll  dmdh^dd  inE-tbl 

Kthb       dhlb        hdAdl.[6  ]  tw         d       Bd 

tgS         d  mllhdiPdte  wll  Iid         Adl  f 

1         1  d     t  Add  d  8  bt     f       w    h    1  t  d  b     d 

d         d  dtblssdhAddt  db  1  1         hd 

h         1  b     A    dl    k         Ib  t  h  fg    t  Ut     P  1  i      d    t  g 

rütbtlihdV  b  thl  S  wlFml   (12)         b 

bElgttzdlbDggml  dF        1     [U)      m  d 

El  b  brtrg  ttd      Mm  b  1 1      Hind  PI  1        ge- 

t  w    d         In  (15)     b         t    tatt  d  R    ]  ±  +     b 

m  gd—      bm  dAizlldElmt  Eb 

m  h       d       ptflgdFinl{2)       d  (24)  d      Gl    d         B    h 

IBlffl       dEI  hlbldp  bldgtg      m        wdn. 

I  ipil\  hfn  bd  iran  m 

Bldgd      t_ttial      d      hSbtrt  bllhwgdali        bdi 

Bld  dddhl      dFlglb  wirkt       g  Ernf    hb   t  -ff  g 

1\  gb  ü         gglbthb 
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(16)  {:»  ~  („,.,.  e))  (y -(<.,...«))  =  p^-i-^, 

oder,  wenn  man  die  Kette nbrüche  durch  Functionen  mit  Klammem 

ausdrückt,  und  mit  Anwendung  von  (15): 

(16«)  [„,  ....]iy -[»,...  rf]  »-[»,...<,]  s +  [*,.. .rf]  =  o. 

§.  6.  Um  etwas  verborgener  liegende  Eigenschaften  der  Ketten- 
brüche und  der  mit  ihnen  verwandten  Functionen  zu  entdecken, 
■wollen  wir  in  der  Gleichung  (1),  wo  eine  beliebige  Anzahl  constantei 
Elemente  und  ein  veränderliches  Element  y,  zu  einem  Kettenbruche 
verbunden,  den  Werth  einer  anderen  Veränderlichen  x  bestimmten, 
die  Reihe  der  Elemente  als  aus  zwei  Gruppen  bestehend  uns  denken 
und  demzufolge 

(„)  ^=[a,l,...d,e,f,a\V,...d',e\,j) 

schreiben.  Hierbei  sind  nämlich  «,  b  und  a ,  b'  die  zwei  ersten  Ele- 
mente, d,  e,  f  und  d' ,  e' ,  y  die  drei  letzten  Elemente  der  ersten  und 
zweiten  Gruppe.  Die  Anzahl  der  Elemente  in  jeder  der  beiden 
Gruppen  ist  willkürlich. 

Man  setze  nun: 


(*1 

M  nach  12)-. 

«  =  {«;. ..e.y], 
iS  =  (a,. ..«,/-») 

also 

wenn  man 

/=.+» 

setzt: 

H  >=  =  (■.,. ..«,,). 

Die  Gleichung  («)  kann  hiernach  als  durch  Elimination  von  « 
und  w  aus  {b),  [c]  und  [d]  entstanden  angesehen  werden.  Um  diese 
Elimination  jetzt  auszuführen,  setze  man : 

(.,....)  =  .,      {.,...»)=./;,        ^^±—_^  =  y, 

so  gehen  die  Gleichungen  [d]  und  [b)   nach  (16)  über  in: 
und  man  erhält  in  Verbindung  mit  [c] 

W  ^  +  ^  =  ''   ™   s  =  f~ß~u, 

als  das  gesuchte  Resultat  der  EKmination. 
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Zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y,  wo  keine  dieser  beiden 
Veränderlichen  in  einen  Kettenbruch  mehr  verwickelt  ist,  führt  aber 
(a)  unmittelbar,  wenn  man 

setzt,  indem  dann 

{^^  «"}(,-/)")  =  /"■  (/) 

(e)    und  (/)   müssen   daher    zwei  identische    Gleichungen   sein.      Es 
folgt  aber  aus  (/) : 

y  =  CO  für  X  =  «",     und     ä  =  co  für  y  =  ß". 

Substituirt  man  diese   zwei  Paare  zusammengehöriger  Wcrthe  von  x 
und  y  in  (e),  so  kommt: 

r'  =  {o"-«)3,    ,-  =  {^"-flä.  (j) 

"Da  ferner  a  und  ß'  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  x  und 
y  in  der  Gleichung  (e)  sind,  so  hat  man  wegen  [f\. 

{«-«")  {,s'-r)  =  /".  (*) 

Mittelst  der  drei  Gleichuogen  [g]  und  (A)  werden  die  drei  Cou- 
stanten  a",  (S",  y"  in  (jf)  durch  die  Constanten  in  (e)  bestimmt,  und 
es  können  daher  aus  der  Vergleichung  von  [e)  mit  [f]  nicht  noch 
andere,  aus  [17)  und  (Ä)  nicht  schon  fliessendc  Gleichungen  hervor- 
gehen. 

Durch  Verbindung  der  drei  Formeln  {g)  und  (/;}  erhält  man 
leicht  folgende: 

Zieht  man  aus  diesen  Ausdrücken  die  Quadratwurzeln,  und  be- 
hält, was  bald  nachher  gerechtfertigt  werden  wird,  bloss  die  posi- 
tiven Vorzeichen  bei,  und  setzt  endlich  für  et,  a",  ß',  ß",  y,  ...  S 
aus  dem  Vorigen  ihre  Werthe,  so  ergeben  sich  die  Relationen: 

(•'■•••'>-(».  ■■-)  =  Er^W^'         "" 

(.',...<.)-(«',...»')  =  ,,      ^'■■■■f        ,,  (18) 


(«',....'] 

l,....e][a,.. 

■«'J 

[e,...a] 

[■>',..■<>']  [«■,. 

.,«J 

[«,...«■] 

-[e,...a][a',. ..,■]' 


(19) 


von  denen  sich   die  beiden   ersten   nur   durch   die    entgegengesetzte 
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Folge  ihrer  Elemente,  also  nicht  wesentlich  von  einander  unter- 
scheiden. 

Drückt  man  die  in  (17}  und  (19)  noch  vorkommenden  Ketten- 
brüche  nach  (13)  durch  Functionen  mit  Klammern  aus,  so  kommt 
nach  leichter  ßeduction: 

(20)  [.,  ...  .]  [4,  ....■]-[«,  ...  e']  [I,,...e]  =  [a'.  . ..  e']  , 

(21)  [.,....]/[«■,...«■]-(«,....,/,  <■■,...«')  = 

=  [o,...il  [■.■,...<)']  +  [»,  ...«][*',. ...■], 
oder  noch  einfacher,  weil  nach  (14) 

(■>, ...«]/-[«,  ...rf]  =  [«,.../] 

ist: 

(22)  [o,  .../]  K,  ...  •■]  -  [a,  ...  ,']  =  [o,  ...  .]  P'.  ...»■]. 

Um  uns  noch  von  der  Richtigkeit  der  bei  Ausziehung  der  Wurzeln 
angenommenen  Vorzeichen  zu  überzeugen,  so  ist  es,  wie  schon  in 
§.  4  erinnert  worden,  hinreichend,  diese  Richtigkeit  für  bestimmte 
Werthe  der  Elemente,  aber  für  eine  unbestimmte  Anzahl  derselben, 
darzuthun.  Man  setze  daher  sämmtliche  Elemente  einander  gleich, 
jedes  gleich  2,  so  erhält  man  nach  (14): 

[2]  =  2  ,     [2,  2]  =  3  ,     [2,  2,  2]  =  4  ,     [2,  2,  2,  2]  =  5  ,    u.  8,  w. 
und  nach  (13) : 

wenn  m  die  Anzahl  der  Elemente  bezeichnet;  also  (2,  2,  2,  ...)  gleich 
einem  positiven  echten  Bruche,  der  sich  desto  mehr  der  Einheit 
nähert,  je  grösser  die  Elementenzahl  ist.  Hiermit  übersieht  man  nun 
sogleich,  dass  (wenn  jedes  Element  =  2  ist,  wie  gross  übrigens 
auch  ihre  Anzahl  sein  mag,)  das  in  jeder  der  Gleichungen  (17)  bis  (19) 
zu  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  Befindliche  eine  positive 
Grösse  ist,  dass  folglich  diese  Gleichungen,  mithin  auch  die  daraus 
abgeleiteten  (2Ü)  und  (21),  hinsichthch  der  Vorzeichen  ihrer  Glieder 
richtig  sind. 

§.  7.  Die  Gleichung  (20)  kann  als  eine  Verallgemeinemng  von 
(15)  angesehen  werden,  indem  die  erstere  Gleichung  in  letztere  über- 
geht, wenn  man  auf  e  unmittelbar  e'  folgen  lässt.  Man  kann  aber 
die  Gleichung  (20)  selbst  noch  sehr  verallgemeinern,  wenn  man  die 
Reihe  der  Elemente  in  noch  mehr  als  zwei  Gruppen  zerlegt. 
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[»,...«■][,,.. 

.e'T 

(23) 
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Bestehe  sie  zuerst  aus  drei  Gruppen,  und  sei  daher  nach  einer 
der  vorigen  analogen  Bezeichnungsart  die  Reihenfolge ; 

30  ist  wie  in  (17); 

(«,.,.,■)-{«,....)  = 
(<.,...,")-(",■.•«)  = 

folglich 

[«,... ,]  [«, ....')+  [«,..,«■)[«, ...  ."1    [«,...  <.][«, ... ."] ' 

oder 

[a,  ...  «■]  [«',...«"]-  [a,  ...  «T  K,  ...  .']  =  [o,  ...  .][«",  ...  8"],     (24) 

eine  Kelation,  deren  Bildungsgesetz,  wenn  man  sie  mit  der  oben 
stehenden  Reihenfolge  der  Elemente  zusammenhält,  sehr  leicht  er- 
kannt wird,  und  daher  keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Von  dieser  allgemeinen  Relation  kommt  man  auf  (20)  wieder 
zurück  durch  Weglassung  der  Elemente  «,  ...e,  so  dass  noch 
/,  a',  ...  e',  f,  a",  ...  e"  übrig  bleiben.     Hiermit  wird 

(vergl.  §.  5),  und  (24)  geht  über  in; 

[/, ...  „■]  [»', ...."]-[/, ... .-][«, ...  «■]  =  [»", ... ."]. 

Ehen  so  gelangt  man  wieder  zu  (20),  wenn  man  die  letzten 
Elemente  «",  ...  e"  streicht  und  die  noch  übrigen  in  umgekehrter 
Fo^e  nimmt. 

Vernichtet  man  aber  die  mittleren  Elemente  «',  ...  e'  und  lässt 
daher 

«,....,  /.  /',  »",...." 

die  Reihenfolge  der  Elemente  sein,  so  ist 

[«',...«■]=. 

zu  setzen,  und  [24)  verwandelt  sich  in: 

[a,  .../]  [f,  ...."]-[«,  ...<."]  =  [<.,  ...  .]K  ...  ."], 
welches  auf  (22)  hinauskommt. 
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Die  Gleichung  (22)  kann  insbesondere  dazu  dienen,  um  Producte 
aus  Functionen  mit  Klammern  in  Summen  derselben  aufzulösen, 
eben  so,  wie  ein  Product  aus  mehrereii  Sinus  und  Cosinus  in  eine 
aus  diesen  Functionen  bestehende  Summe  verwandelt  werden  kann. 
So  ist  z.  B. 

[a,  h,  c]  [«',  V,  .']  =  K  5,  .,  «',5',  c'\  +  [«,  ö]  [y,  c'] , 
[ß,  5]  {V,  c']  =  [«,  5,  V,  d\  +  M  M , 

[«]   [«•]  =  [«,   .']+!, 

folglich 

[«,  6,  c]  [a',  ö',  c'J  =  [«,  5,  c,  «',  ^',  c']  +  [ß,  &,  5',  c'\  +  [«,  c']  + 1 . 
Werde  jetzt  das  System  der  Elemente  in  vier  Gruppen  zerlegt, 
und  sei  es  daher 

so   erhalten  wir   auf  ganz   ähnliche  Art,   wie  wir  vorhin   zu  (23)    ge- 
langten, die  Relation : 

[.',.... -1        I        K,-""]        ,        K'.      -"1 

l-'"'    r-,        .,1  r„        .'1  ^  r^        .n  r„        «"i  ^  r. 


[«,  ...  .)[«,  ....■]  "^[«,  ...,■][»,  ...«T^K  ...«■■]  [«., 


woraus   sich  die   hei  noch  mehreren  Gruppen  stattfindenden  Gleich- 
ungen von  selbst  abnehmen  lassen. 

§.  8.  Nachdem  in  dem  Bisherigen  die  merkwürdigsten  Rela- 
tionen zwischen  Kettenbrüchen  und  den  mit  ihnen  verwandten  Func- 
tionen entwickelt  worden  sind,  will  ich  noch  zeigen,  wie  die  -Ver- 
legung der  Elemente  eines  Kettenbruchs  in  mehrere  Gruppen  nicht 
selten  zur  Vereinfachung  seiner  Form  und  seiner  Berechnung  mit 
Nutzen  angewendet  werden  kann. 

Sei  zu  dem  Ende,  wie  in  (4),  x  durch  y  und  mehrere  con- 
stante  Elemente  mittelst  eines  Kettenbruchs  gegeben.  Man  bilde 
aus  den  Elementen  mehrere,  z,  B.  vier,  Gruppen,  und  nehme  da- 
her an: 

',/",«■",  ...e"\y). 


(26)         Ä  =  [ft,  . 

■  ■  «,/,<.■ 

,...«',/., 

Man  setze  nun: 

[d, . . 

..',/■.<.".. 

■■V) 

K,...< 

,",  /", «"', . 

■■'j) 
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SO  ist  nach  ('2): 

und  nach  (16)  wenn  man  noch 

{=»"-«"}{/"-*'"■-,«")  =  )■"•  .    {"'"-  »'"Jb  -  /»'")  =  r"": 

folglich 

"-^f-ß-x"    "  ^f-ß'-x'' 

und  wenn  man  daraus  x',  af',  x'"  successive  eliminiit: 


f-ß-a'-- 


Hiermit  erscheint  der  Werth  von  x  wieder  in  der  Gestalt  eines 
Kettenbruchs,  der  jedoch  nur  aus  so  vielen  Ghedcm  besteht,  als  in 
wie  viel  Gruppen  man  die  Elemente  des  anfänglichen  vcrtheilt  hatte. 

Es  lässt  sich  al)er  dieser  neue  Kettenbruch  auf  eine  0r  die 
Berechnung  noch  bequemere  Eorm  bringen.     Man  setze 

X  —  a  =  z  ,     X  —  a   =  a  ,       u.  s.  w. , 
so  worden  die  Gleichungen  (a): 

Es  ist  aber  nach  (19): 
und  eben  so: 
Ferner  war 
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Substituirt  man  dieses  Alles  in  [h],  und  setzt  hierauf  noch  der  Kürze 
halber : 

so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  [h]  in: 

.{[<.,....■]-[»,...,]■.■)  =  [,.■,....■), 

•■([•■,  ■■o"] -K  ■■■«']•")  =  [<•",  ■■"'l, 
•'"{(«■",•■•«■"1  !/-K',-. <*"'])  =  . ■ 

Endlich  ist 

X  =  a  -^  z  = 

und  wenn  man  darin  den  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  nach 
Elimination  von  o',  ■»",  v'",  fliessenden  Werth  von  v  substituirt: 
(27) 


■'1- 


la~,. ..."■]- 


"K,- 


K",...."]y-K', 


§.  9.  Von  dieser  Formel,  deren  Fortgang  bei  einer  noch  gros- 
seren Anzahl  von  Gruppen  von  seihst  erhellet,  wird  sich  der  Nutzen 
am  besten  durch  Anwendung  derselben  auf  einige  besondere  Fälle 
erörtern  lassen.  Nimmt  man,  was  bisher  unbestimmt  blieb,  die  An- 
zahl der  Elemente  in  jeder  Gruppo  gleich  gross  an,  etwa  =  m,  so 
ist  in  (27)  die  Auigabe  gelöst;  einen  Kettenbruch  von  der  in  §.  1 
angenommenen  Form  in  einen  anderen  zu  verwandeln,  der  m-mal 
•weniger  Glieder  hat. 

Soll  daher  z.  B.  der  Kettenbruch 

K /,«',/',<.■',/",  »■",..■) 

in  einen  anderen  mit  halb  so  viel  Gliedern  umgeformt  werden,  so 
hat  man  im  Vergleich  mit  (26]  die  Elemente  h,  ...  e,  h' ,  ...  e' ,  b",  . . .  e", 
Tl.  s.  w.  als  weggelassen  zu  betrachten,  und  es  wird 

[*,....]=,,     [«,...«]  =  »,     K.,.o')  =  ,',  n,  ..w,, 
ferner  vermöge  §,  5,  c): 

[.,...o']  =  [o,/,.']  =  o/»'-«-«', 

[«■,...,.']  =  »'/'»"-»■-»•, 
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folglich  nach  (27): 


,./«■- 


f —  etc. 
also  auch,  wenn  man  f^  f,  f",  . .  .   mit  den   entgegengesetzten  Zei- 
chen nimmt: 

J _il ?1 ,  (29) 


-/'«"+«■  +  » 


Z  +  ^-f 

So  ist  z.  B-,  wenn  wir 

»=/=«'  =  / 
setzen,  nach  (29): 

2  +  -! 

2H 


wobei  daher  die  Berechnung  von  ya  dui'ch  den  letzteren  Ketten- 
bruch nur  halb  so  viel  Glieder  zu  berüctsichtigen  erfordert,  als  wenn 
"|/2  durch  den  ersteren  berechnet  werden  soll.     Da  ferner  nach  (28) : 


6—  j  34_— _— - 

6  —  etc.  34  —  etc. 

80  ist 

^^  ~  34  —  etc. 
und  damit  von  Neuem  eine  doppelt  so  schnelle  Convergenz,  also  eine 
viermal  schnellere,  als  bei  dem  anfanglichen  Kettenbruche,  bewirkt. 
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Um  einen  Kettenbi'uch  auf  einen  anderen  mit  einer  dreimal 
geringeien  Zahl  von  Gliedern  zu  reduciren,  so  kommt,  wenn  man  in 
(26)  und  (27)  die  Elemente  c,  ...  e,  c',  ...  e',  u,  s.  w.  weglässt  und 
der  Kürze  wegen 

[a,  b,f,  a',  b']  ^abfa'b'—  aa'b'—ahb'—abf~fa'h-+a+f-{'h'=^A  , 

[a',  V,  /',  ß",  h"\  =  A,     [«",  . . .  b"'\  =  A",   u.  s.  w. 
setzt: 

(^^'         ~ — r       =^{^  +  ^^««" 

1  A  —  etc. 

•'  "^  a'—  etc. 
Will  maii  in  dem  Kettenbiuche  zur  Linken  die  einzelnen  Brüche 
durch  Addition  verbunden  haben,  so  nehme  man  die  Elemente  von 
gerader   SteUenzahl,    d.  i.    b,  a',  /',  b",  a",  f",  . . .   mit   entgegen- 
gesetzten Zeichen.     Sei  demnach 

[-«■,*■]  =  [»-,  -!,']  =  - ß', 
K,  -*"]  =  -(!",       U.S.W. 
Da  femer,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Ent Wickelungen  von 

[a,  —  b,f,  —  a',  b']     und     [—  a,  b,  —  f,  a',  —  b'] 

gefunden  werden,  wenn  man  in  obiger  Entwickelung  von  [o,  b,f,  a' ,  5'] 

alle  Glieder  das  eine  Mal  mit  positiven,  das  andere  Mal  mit  negativen 


Zeichen  nimmt,  so  setze  man; 

[«,  -6,/,...]  =  S,       [-« 

[ß",  —  b",  . . . 

und  es  wird  die  voiif^e  Gleich 

(31)    ^         =^H- 

i  +  - 

1  = 
ung: 

B",     u. 

"[<.■, 

—  V,  . 

..]  =  - 

B- 

7J'£- 

—  E- 

B"- 

—B" 

^etc. 
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Mit  Anwendung  auf  das   obige   numerisclie  Beispiel,    wo  jedes 
der  Elemente  gleich  2  war,  ergiebt  sich 

ß  =  ß'=  ■  ■  ■  =  5  ,       B  =  B'=  ■  ■ .  =  70  , 

und  daher : 

^  2  +  etc.  70  +  etc. 


H^ 


wodiirch  wir  einen  Kettenbruch  erhalten  haben ,  von  welchem  die 
ersten  m  Glieder  den  Wei-th  von  Vz  mit  derselben  Genauigkeit  dar- 
stellen, als  ihn  die  ersten  3  m  Glieder  des  anfanglichen  geben. 

§.  10.  Nicht  selten  tritt  der  Fall  ein,  dass  in  einem  Ketten- 
bruche, viie  (26),  zwischen  gewissen  willkürlich  zu  nehmenden  Ele- 
menten die  anderen  stete  auf  dieselbe  Weise  wiederkehren. 

Seien  f,  f ,  f",  . . .  die  ersteren  Elemente,  zwischen  denen  die 
übrigen  sich  periodisch  wiederholen,  so  dass 

und  daher 

In  diesem  Falle  läset  sich  der  reducirte  Kettenbruch  [27],  bei  wel- 
chem mit  jeder  neuen  Periode  ein  neues  Glied  anhebt,  noch  etwas 
einfacher  darstelleu.     Es  wii-d  nämlich  nach  (21): 


[„,....■]=[»,. ..«!■/-{[.,. ..<;]+[ä,....])[«,^ 

.^,]  =  A{Af-D- 

[«,...<i]  =  ^,     [J,. ..,]  =  £,      [, 

3,...d]=D 

setzen;   und  eben  so 

[a',  ...e"\  =  A lAf—  D  —  B] , 

folglich  nach  leichter  Reduction; 
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(32)  (»,..,,,/,«,  ....,/■,,,...,,/■>,...) 


Af-D-B- 


■^  Af  —  etc. 


So  fliesst  z.  E.  schon  aus  (28)  und  (29): 

(33) -^{"i ' , 

«=F-'^.-~  a/^2 ^ _ 

-''+  T  "^' -^ '~af'^  2  — eti. 

Ferner  ist  fiir  die  Entwickelung  von  (a,  h,  f,  a,b,f,  a,  i,f\   ...), 

^  =  [o,  i]  =  »S  —  I  ,         5  =  4,         I>  =  a, 
und  mithin 


(■>*->)/-"-*- 


(aS-.)/'-^ 


(»«->)/"- 


Sollen  in  dem  Kettenbruche  zur  Linken  bloss   positive  Zeichen 
vorkommen,  soll  also  der  ICettenbruch 

(<.,-S, /,-«,*, -/■,«,-»,/",...) 

■reducirt  werden,  so  scheint  es  wegen  des  Wechsels  der  Zeiclien  von 
a  und  b  nöthig,  zu  dei  allgemeinen  Formel  (31)  zurüclizukehren, 
um  damit  zu  erfahren,  welche  a  und  welche  5  iu  (34)  zur  Linken 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen  sind.  Lidessen  kann  man 
das  gesuchte  Resultat  auch  aus  (34)  unmittelbar  auf  folgende  Weise 
erhalten.     Es  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(»,  S,c,rf,  .,...)  =  .•(»•■,  i,  ci,  j,  ei....) 

für  jeden  beliebigen  Werth  von  i.  Setzt  man  nun  erstlieh  « =  y- —  i , 
so  wird  -:-=:  —  «,  und 


und  wenn   man   b,  d,  f,  . . .  mit   entgegengesetzten  Zeichen  nimmt: 
(«,  —5,  c,  ~d,  e,   ...]=i{ai,   bi,  ci,  di,  ei,  ...). 
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Setzt  man  ferner  i  ^  —  i  ,  so  kommt: 

{a,  b,  c,  d,,  ..)  =  —  {— a,  —h,  ^c,  —d,   .  .  .)  , 
und  bei  negativen  Werthen  von  h,  d,  f,  . . .  : 

[a,  ~b,  c,  —^,... )=—(—«,  h,  —c,  d,  ...). 
Man     multiplicire    daher     die    Gleichung    (34)    beiderseits    mit 
i  =  y — I  und  sehreibe  darin  ai,  li,  fi,f'i,  ■■-,  statt  le,  h,f,  /',..., 
so  eigiebt  sich  mit  Hülfe  der  eben  aufgestellten  Relationen: 

I  (35) 


=jrfT{'  + 


+  ~ ""^"         (<.6+i)/+o  +  i  + 


j  _^  J ■■-'^  ■iJ^~^"^[„b+,)f+a+l  +  etc. 

§,  11.  Wenn  in  (32)  die  immer  wiederkehrenden  Elemente 
ffl,  . . .  e  in  umgekehrter  Folge  genommen  werden,  so  bleibt 

^  =  [«,. ..«]  =  [.,...«) 

nnge  ändert ; 

B  =  [b,...e] 
geht  über  in 

K. ..»]  =  [<,,. ..Ä]-D, 

und  eben  so  D  in  B.     So  wie  daher 

[a,  ...„,/,  ,....»./,  ...)  =  ^{B+{Af~D^B,  Af-D-B,  ...)}, 

SO  hat  man  auf  gleiche  Art: 

[,,  ...a.,t,  e,  ...  «,/,  ...)  =  ~{n  +  W~B^D,Af^B-D.  ...)); 

folghch  ist  die  Differenz: 

[a,  ...e,  f,a,.. .€,/',  ...)  —  (e,  ...a,f,e,  ...  a,  f,  ...)  = 

also  bleibt  diese  Differenz  merkwürdiger  Weise  ganz  unabhängig  von 
den  Werthen  der  Elemente  f,  f,  f",  . . .  Nur  muss  die  Anzahl 
derselben,  was  wohl  zu  bemerken,  unendlich  sein;  d.  i.  die  zwei 
Kettenbrüche  zur  Linken  dürfen  nie  abbrechen. 

Sind  auch  die  Elemente  f,  f\  f",  ...  in  inf.  einander  gleich, 
ist  also  der  Kettenbruch  ein  vollkommen  periodischer,  so  lässt  er 
sich,   wie  bekannt,    als  die   Wurzel    einer    quadratischen   Gleichung 
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betrachten,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  seiner  Elemente 

a,  ...  e,  f  sind.     Sotzt  man  nämlich ; 

(37)  (»,....,/,«,.,,«,/,«,. ..)  =  a,, 

SO  ist  nach  (2)  auch: 

und   daher   nach  (16),    wenn   man  / — x    für  das   dortige  y   schreibt; 


(38)  {«-(»,  ....))  {/-^- -(«,,..«))  = 
oder  weil 

(39)  ([»,  ...  ,]ä=-[i,  ...  ■>])  [{a,  .../]-[<.,...  «1»^)  =  .  , 
oder  auch  mit  Hülfe  der  Relation   (15) : 

(40)  [o,  ...e-\x'  -  {[«,.../]  +  (i,  ....])  r.  +  [S,  .../]  =  o, 

eine  quadratische  Gleichung,  woraus  nach  (39)  rückwärts  und  über- 
einstimmend mit  [32): 


=  [S,  ....]H ' 

[o,.../J^[4,...e]-j-— ^ 

fiiesst. 

Die  Summe  der  zwei  Wurzeln  ist  zufolge  (38): 

=  («,...«)+/-(<,,...«). 

Da  nun  die  eine  Wurzel  =  [a,  ...  e,f,a,  .,.),  so  ist  die  andere 

=/+(«,...<,)-(.,...<,)--(«,...,,/,«,...), 

also  nach  (36): 

=/-(<.,...  1,/,  .,...«,/,...)  = 


-(/,.,...»,/,,,...-,/,...)■ 

Wir  fo^ern  hieraus :  Die  quadratische  Gleichung ,  zu  vielcher  ein 
periodischer  Kettenlruch  von  der  Form  (37)  führt,  von  welcher  also 
derselbe  die  eine  Wurzel  ist,  hat  zur  anderen  Wurzel  den  reciproken 
Werth  des  Ketteniruchs,  welcher  durch  Umkehrung  der  Elemente  des 
erster en  entsteht. 
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Dasselbe  Theorem  lässt  sieh  auch  unmittelbar  aus  der  Betrach- 
tung von  (40)  ableiten.  Denn  da  von  dieser  Gleichung  der  Werth 
von  X  in  (37)  die  eine  Wurzel  ist,  so  muss  auch  ,  wenn  a,  ...  e,f 
mity,  e,  ...  a  vertauscht  werden,  (_/,  e,  ...  b,  u,f,  e,  ...b,a,f,  ...)  die 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

LS,  .,,/]  J,'  -  {[«,..,/]  +  [i,  ...  e]}  ,  +  [„,  ....]  =  o 

sein.  Da  aber,  wie  man  sogleich  sieht,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
den  reciproken  Werthen  der  Wurzeln  von  (40)  gleich  sind,  so  muss 
auch  das  ßeciproke  von  (/,  ...  a,  f,  ...  a,  ...j  eine  Wurzel  von  J40) 
sein. 

Das  Product  aus  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (40)  ist 


[a,   ...   «]-[«,.,./]      [».  ...  .]         (/,  ...a) 
.  hat  daher  die  nicht  minder  merkwm-dige  E.el; 
{a....f,a,...f,a,...f,a,...)_(a,...f] 


(41) 


Ist  der  Kettenbmch  von  der  Form  {a,  —  b,  e,  —  d,  ...  ),  sind 
also  die  einzelnen  Brüche  durch  Addition  mit  den  Nennern  der  jedes- 
mal vorhergehenden  verbunden,  so  unterscheide  man,  ob  die  Anzahl 
der  die  Perioden  bildenden  Elemente  gerade  oder  ungerade  ist.  Im 
ersteien  Falle  kehi-en  in  gedachter  Form  die  gleichnamigen  Elemente 
immer  mit  denselben  Zeichen  zurück,  und  das  letzte  Element  _/  jeder 
Periode  hat  das  negative  Zeichen.  Zu  [a,  —  b,  ...  e,  — f,  ß,  —  ö,  . . .) 
gehört  daher  als  zweite  Wurzel: 


(-/,«,...-*,«,-/«,...)         (/,-.,. ..J,-o,/,-«,...)   ■ 

Dasselbe  findet  aber  auch  statt,  wenn  zweitens  die  Anzahl  der 
periodischen  Glieder  ungerade  ist.  Man  muss  nämlich  alsdann  immer 
zwei  Perioden  für  eine  rechnen,  damit  die  Elemente  nicht  nur  ihrem 
absoluten  Werthe,  sondern  auch  ihrem  Vorzeichen  nach  periodiscli 
Wiederkehr  en , 

Von  der  quadratischen  Gleichung,  zu  welcher  ein  periodischer 
Kettenbmch  mit  bloss  positiven  Zeichen  führt,  wird  daher  die  andere 
Wurzel  gefunden,  indem  man  die  Elemente  in  umgekehrter  Folge 
nimmt  und  hierauf  den  Kettenbruch  in  die  negative  Einheit  dividirt. 
So  sind  z.  B. 
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a;'  =  — - — -  und        a:"  =  —    c  —  — ■ 

«  +  -L_^  i  +  -^-^ 

"  "•        ~T  *"  "*"  ö  +  etc. 

"  ~^  J  +  etc. 

die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

[ah-ir  i)«^  +  [ahc  -^  a^h  -^  c)  x —  Ic.  —  i  =  o  . 

Werden  für  a,  h,  c,  wie  gewöhnlich,  positive  ganze  Zahlen  ge- 
nommen, so  ist  die  Wurzel  x'  ein  positiver  echter  Bruch,  und  x" 
negativ  und  absolut  grösser  als  die  Einheit. 

Die  reciproken  Werthe  von  x'  und  x"  sind: 


und  diese  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

[bc  +  i)y^~[abc  +  a  — ö  +  c)y  — ah— i==o. 

Nimmt  man  auch  hier  für  a,  h,  e  positive  ganze  Zahlen,  so  ist 
y'  grösser  als   i,  und  j^'  zwischen  o  und  —  \   enthalten. 

§.  12.  Die  hiermit  erörterte  Ai-t  und  Weise,  nach  welcher  zwei 
periodische  Kettenhrüche  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 
zusammengehören,  ist  von  Galois  entdeckt  und  in  Gergonne's 
Annales,  Tom.  SIX,  bekannt  gemacht  worden.  Doch  ist  mir  davon 
nur  die  Anzeige  in  de  Ferussac's  Bulletin  des  sciences  matMm. 
Avril  1829,  pag.  254,  zu  Gesicht  gekommen. 

Wird  die  von  Galois  gemachte,  wenn  auch  a.  a.  O.  nicht  aus- 
drücklich beigefügte  Bedingung,  dass  a,  b,  c,  ...  positive  ganze  Zahlen 
sind,  weggelassen,  so  können  die  Wurzeln  einer  quadiatischen  Glei- 
chung, wenn  sie  andere  reell  sind,  stets  durch  zwei  'Kettenbrüche  von 
der  gedachten  Form  annäherungsweise  gefunden  werden. 

So  folgt,  um  dieses  auf  die  möglich  einfachste  Weise  zu  be- 
werkstelligen, aus  der  quadratischen  Gleichung: 

K*  —  p  X  -\-  q  ^  o 
unmittelbar : 
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~  etc. 


Hat  nun  die  Gleichung  zwei  reelle  Wm-zeln,  ist  also  p^y-^q,  so 
conveigirt  dieser  Kettenbruch,  und  giebt  so  genau,  als  man  will,  die 
absolut  kleinere   der  beiden  Wurzein.     Die   absolut  grössere  ist; 


P- 

-eto. 

Um  dieses  Verhalten  der  "Wurzeln  — 

weleho  wi 

r  a  und  b  nennen 

wollen  —  darzuthun,  schreibe  man 

p==a  +  b,     q  = 

ab. 

und  der  erstere  Kettenbruch  wird: 

ah                                                 am 

=  aM , 

.   1   /,          «^                                I    1    - 

m 

«+^-«-+i^etc. 

I  ^m- 

I  -1-  m  —  etc. 

wenn  man  noch  b  =  am,  und  den  Kettenbruch,  durch  a  dividirt, 
gleich  M  setat.  Die  angenäherten  Werthe  von  M  werden  in  ihrer 
Fok^e  sein: 


~  1  +  "*'          I  +  m  — .¥" 

" 

I+V,~ 

-M' 

w.,  folglich,  wenn  man 

M'  =1  —  N',    M"  =  I  —  N", 

W" 

=  I  —  N'" 

w.,  setzt: 

»■-,;„■*■       inTW 

N"' 

iV" 
m  +  S" 

, 

u.  s.  w.,  woraus  sich  weiter  ergiebt: 

^    ^  i  +  m '     ^    ^  i+m  +  m'  '     -^     ^  i  ^  m  +  m' +  m'  ' 

und  nach  diesem  Gesetze  weiter  fort.  Sei  nun  b  die  absolut  grossere 
der  beiden  Wurzeln,  also  m  absolut  grösser  als  i,  so  werden  sich 
die  iV"  ■ "  in  ihr-em  Fortgange  immer  mehr  und  ohne  Grenzen  der  Null, 
folglieh  die  31"'"    der  positiven  Einheit  nahem,   so   dass  M  seibat 
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gleich  I  ist.  Der  Grenzwerth,  dem  obiger  Kettenliruch  immer  näher 
kommt,  ist  daher  gleich  aM  ^  a  =  der  absolut  kleineren  von  beiden 
Wurzeln. 


§.  13.  Unter  den  Kcttonbrüchen  mit  wiederkehrenden  Elemen- 
ten dürften  diejenigen  noch  einige  Aufmerksamkeit  verdienen,  bei 
denen  das  wiederkehrende  Element  die  Einheit  selbst  ist.  Man  findet 
leicht,  dass: 

(■.!')=^'  (■'■■?)  =  ■-!'.    (■'■.■.?)=^.    (■.■.".■.!')  =  j-=7' 
und  so  fort  zu  dreien  abwechselnd.     Es  folgt  hieraus; 
{,,,,«,  r,,,ä)  =  (,,.,«-{.,.,»))  =  (.,  .,o  +  i-.)  =  2 -«-5, 
viixd  ehen  so: 


L  hat  ferner : 


i  —  (i,  1,1,«—  [d,  ej)) 

-^  =.  (o,  s  -  [c,  d, ,])  =  (<■,  i,  c,  d, ,) . 


-\'-"        c^[d,e)' 
Kommen  daher  in  dem  Ausdrucke  eines  Kettenbruchs  drei  der 
Einheit  gleiche  Elemente  unmittelbar  hinter  einander  vor,  so  kann 
man  sie,   ohne   den  Werth  des  Kettenbrnchs  zu   ändern,  auch  weg- 
lassen.    So  ist  z.  B.; 

Dass  mehrere  aufeinander  folgende  Elemente  in  dem  Ausdrucke 
eines  Kettenbruchs  ohne  Aenderung  seines  Weiliies  gestrichen  werden 
können,  ist  noch  auf  unzählig  viele  andere  Arten  möglich.  Denn, 
wie  schon  aus  dem  vorigen  speciellen  Falle  erhellet,  ist  überhaupt 
zur  Weglaasung  der  Elemente  ß,  /?,  /,  ...  A,  n,  v  in  einem  Ketten- 
bruche, wie  [a,  b,  u,  ß,  ...  v,  c,  d,  ...),  nur  nöthig,  dass  für  jeden 
Werth  von  y 

sei,  also  wenn  diese  Gleichiuig  nach  (IG*)  entwickelt  wird: 

[»,  ...„]-[«,,..  ,u]i-[ft  ..."]!/  +  [ft  ...,«]  =  o  ; 

woraus    wegen     d-er    Unbestimmtheit    von    y    die    drei    Eedingungs- 
gleichungen : 
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[o,...r]  +  [A-..ri  =  o,  W 

[«,  ...,.]  =  o,  (J) 

K  ...»]  =  o  W 

fliessen,  die   sich  aber  für  die  Anwendung  folge ndergestalt  noch  be- 
quemer einrichten  lassen.     Nach  (15)   igt: 

[a....a][ß,...,]^[«,...,][ß,. ..,,]=,, 
folglich  wegen  («),   (i),  (<,■): 

[ft, ..,<]  =  +  ,.  M 

Hiermit  wird  wegen  [b] : 

[«,,..  ri  =  «[,5,  ..,,,] -[7,  ...,,]  =o, 
folglich : 

und  eben  so  wegen    (c)  : 

r-ip,. ..;.].  (/i 

Man  wähle  daher  von  den  Elementen  ß,  ■■■  j-i,  eines  ausgenom- 
men, die  übrigen  nach  Belieben,  und  bestimme  dieses  Eine  mit  Hülfe 
der  Gleichung  [cl) ,  worauf  sich  dann  a  und  v  durch  [e)  und  [f )  er- 
geben. 

So  ist  z.  B.  bei  fünf  Elementen  «,  ß,  y,  ö,  e,  wenn  man  ß  und  ö 
willkürKch  nimmt,  und  von  den  doppelten  Zeichen  bloss  die  oberen 
beibehält: 

_  i+jg  +  d  _  i^_d  __  i_±_ß 

^  '  ßä         '  ß     '        "'  d      ■ 

Setzt  man  daher  ß  =  d  =  i,   so  wird   y  ^  ot   a  ^  e^  2,  und  es  ist: 

■'. ..  ß,  5,  2,  1,  3,  1,  2,  c,  (^,  ...)  =  (. ,.  a,  ö,  c,  (f,  , ..)  . 


Anwendung  der  Leliro  von  den  Kettenbrüclien 
auf  die  Dioptrik. 

§,  14.  Bei  einem  System  von  drei  Linsengläsern,  welche  euie 
gemeinschaftliche  Axe  haben,  sei  a  das  Reciprohe  der  .Brennweite 
des  ersten,  d.  i.  das  Licht  zuerst  empfangenden  Glases;  c  und  e  die 
reciproken  Brennweiten  des  zweiten  und  dritten  Glases;  b  der  Abstand 
des  zweiten  Glases  vom  ersten ;  d  der  Abstand  des  dritten  vom  zweiten. 
Beide  Abstände  sind  positiv,   indem  die  positive  Richtung  der  Axe 
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der  Gläser  diejenige  sein  soll,  nach  welcher  daa  Licht  fortgeht,  a,  c,  e 
sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Gläser,  denen  sie  zugehören, 
erhaben  oder  hohl  sind.  Sei  endlich  noch  x  der  Abstand  des  ersten 
Glases  von  einem  Objecte,  y  der  Abstand  des  durch  die  drei  Gläser 
gemachten  Bildes  vom  letzten  Glase,  so  folgt  aus  den  Grundformeln 
der  Dioptrik  [vergl.  den  Aufsatz*)  JJeher  die  Haupteigenschaften  eines 
Sf/ätems  von  Linsengläsern,  §.  3): 

(5)  y  =  [e,  d,  c,  5,  a,  x) , 

und  auf  ähnliche  Weise  verhält  sich  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 
bei  jeder  anderen  Zahl  von  Gläsern.  Man  kann  aber  dieser  Gleichung 
auch  noch  die  Gestalt  geben: 

(16)  {x~a)[y-ß]  =  r\ 

wo 

Bezeichnet  daher  P  den  Mittelpunkt  des  ersten  Glases,  Q  den  Mittel- 
punkt des  letzten,  X  den  Ort  des  Objectes,  Y  den  Ort  des  Bildes, 
und  bestimmt  man  zwei  Punkte  F^  G  in  der  Axe  so,  dass 

FP=u  ,       QG  =  ß  , 
so  wird 

x—a  =  XP  —  FP=  XF,         y  —  ß=  QY  —  QG  ^  GY, 
und  (16)  geht  über  in: 

XF.  GY=  f  . 

Ist  also  X  in  F,  so  Hegt  Y  unendlich  weit  entfernt,  und  ivird 
X  in  das  Unendliche  entfernt,  so  rückt   Y  nach  G. 

üeherhaupt  aber  ist  das  negative  Producf  aus  den  Abständen  des 
Ohjects  und  des  Bildes  von  den  Punkten  F  und  G  (negativ,  weil 
XF.  GY=  —  FX  .  GY)  einem  constanten  Quadrate  gleich. 

Analog  mit  den  Eigenschaften  einer  einzigen  Linse  hatte  ich 
daher  in  jenem  Aufsatze  (§.  8)  F  und  G  die  beiden  Brennpunkte, 
•y  die  Brennweite  des  Linsensystems  genannt.  Statt  dass  aber  dort 
F  der  erste,  G  der  zweite  Brennpunkt  geheissen  hatte,  möchte  es 
wohl  bezeichnender  und  daher  angemessener  sein,  F,  als  den  Ort 
des  Objects  für  ein  unendlich  entferntes  Bild,  den  Brennpunkt  des 
Ohjects,  und  eben  so  G  den  Brennpunkt  des  Bildes  zu  nennen. 

Sei  jetzt  Q  nicht  mehr  das  letzte  Glas,  sondern  fo^e  darauf  an 
derselben  Axe  ein  zweites  Gläsersystem,  welches  eben  so  durch  die 
Constanten   ß',  ...  e',  wie  das  erste  System  durch   a,  ...e,   bestimmt 

*}   S.  479  —  501  dieses  Bandea. 
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werde.  Die  Mittelpunkte  des  ersten  und  letzten  Glases  des  zweiten 
Systems  nennen  wir  P'  und  Q',  die  Brennpunkte  dieses  Systems 
seien  F',   ff',  und  die  Brennweite  =/,  so  ist  (Fig.  ]): 


"[«', 


F"      F  ff  r  It        G" 

Fig.  1. 

Setzt  man  aber  noch.  QP',  oder  den  Abstand  des  ersten  Glases 
des  zweiten  Systems  vom  letzten  Glase  des  ersten,  gleich  /,  so  sind 
a,...e,f,  «',  ...  e'  die  Constanten  beider  Systeme,  als  eines  einzigen 
betrachtet,  dessen  Brennpunkte  F",  G"  und  Brennweite  y"  durch 
die  Gleichungen 

i'"p=(o,  ....■)  =  «",     ö'e"=(.',  ...«)  =  f(",     r"=[j;7^ 

bestimmt  werden. 

Diese  Brennpunkte  und  Brennweite  des  ganzen  Systems  lassen 
sich  nun,  sobald  die  Brennpunkte  und  Brennweiten  der  beiden  ein- 
zelnen Systeme  gegeben  sind,  mittelst  der  in  §.  6  erhaltenen  Rela- 
tionen zwischen  et,  ß,  y,  a  ,  ...  y"  sehr  leicht  finden.     Man  hat  nümhch: 

6=f~-  ß  ^  a'  =  QP-  —  QG~  F'P'  =  GF'  , 
a"  —  a  =  F"P~-FP  =  F"F ,     ß"  —  ß'  =  Q'  O"  —  Q' G'  =  G'  G"  , 
und  hiermit  werden  die  Gleichungen  [ff]  und  [h]  in  §,  Ij: 


F"F=  ■  '      ,     G'  Q"  =     '    ■;■ 
GF'  '  GF'  ' 

wodurch  der  vorgesetzte  Zweck  erreicht  wird, 

§.  15.  Es  sind  diese  Gleichungen  so  einfach,  dass  man  wohl 
hoffen  darf,  sie  auch  ohne  Zuhülfenahme  jener  aus  der  Theorie  der 
Kettenbrüche  entlehnten  Relationen  zu  finden.  In  der  That  seien 
von  einem  einfachen  Glase  F,  G  die  beiden  Brennpunkte,  y  die  Brenn- 
weite, in  X  das  Objeet,  in  Y  das  Bild,  so  folgt  ohne  Schwierigkeit 
aus  der  für  ein  einfaches  Glas  bekannten  Grundformel  (Haupt- 
Eigensch.  §.  8): 

XF.GY=y^.  [a) 

Dass  bei  einem  einzigen  Glase  y  =  \FG  ist,  braucht  nicht  be- 
lücksichtigt  zu  werden.    Das  von  diesem  Glase  ausgehende  Licht  falle 
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auf  ein  zweites  Glas,  welches  mit  dem  ersten  eine  gemeinschaftliche 
Äxe  hat,  1111(1  dessen  Brennpunkte  und  Brennweite  durch  F' ,  G'  und 
y'  bezeichnet  -werden  sollen.  Für  dieses  zweite  Glas  dient  Y  als 
Object;  das  durch  das  zweite  von  Y,  oder  durch  beide  Gläser  von  X 
gemachte  Bild  sei  Z,  so  hat  man: 

[b]  YF'  .G'Z=y'\ 

Heissen  nun  für  beide  Gläser,  als  ein  System  betrachtet,  die 
beiden  Brennpunkte  F",  G",  so  niuss  nach  der  oben  davon  gegebenen 
Definition,  wenn  X  in  F"  ist,  Z  unendlich  entfernt  liegen,  also 
wegen  [i]    Y  mit  F'  zusammenfallen ;  folglich  wegen  (a) : 

[c]  F" F.  GF'  ==yl 

Ist  zweitens  X  unüiidlich  entfernt,  kommt  also,  wegen  (a),  Y 
nach  G,  so  muss  Z  in  G"  sein,  und  hiermit  wird  nach   ib): 

[d]  GF'  .  G'G"  =  y'\ 
Aus  [a)  und  {c)  in  Verbindung  folgt  aber: 

[e]  XF:GF'  =  F"F:  GY=XF—F"F:  GF'~GY=XF":  YF', 
und  eben  so  aus    [b]  und  {cl): 

[/)  YF':  G'G"=GF':  G'  Z=  GF'  —YF'  .G'  Z—G'  G"  ^  GY  -.G"  Z, 
und  diiraus  weiter: 

I"F  ;  XF"  =  GY:YF'  =--=  G"  Z  :  G'G", 
folglich : 
{(/)  XF"  .  G"Z  -=  F"F  .  G'  G"  --  ^^^,-,  . 

Ein  System  von  zwei  Gläsern  besitzt  daher  ebenfalls  die  Eigen- 
schaft eines  einzigen  Glases,  dass  das  negative  Product  aus  den  Ab- 
ständen des  Objects  und  Bildes  von  ihren  Brennpunkten  einem  con- 
stauten  Quadrate  gleich  ist.  Nennen  wir  daher  die  "Wurzel  dieses 
Quadrats,  der  Analogie  nach,  die  Brennweite  des  Systems,  und  be- 
zeichnen sie  mit  '/',  so  ist 

Ih)  F"F.  G'G"  =  y"-  . 

Hiermit  ist  aber  unser  Satz  für  ein  System  nicht  bloss  von  zwei, 
sondern  auch  von  jeder  grösseren  Anzahl  von  Gläsern  dargethan. 
Denn  nach  dem  von  zwei  Gläsern  Enviesenen  können  nunmehr 
F,  G,  y  in  (ff)  die  Brennpunkte  und  Brennweite  eines  Systems  von 
zwei  Gläsern  bezeichnen,  und  F',  G',  y'  einem  dritten,  auf  erstere  zwei 
folgenden  Glase,  oder  einem  diitten  und  vierten  Glase  in  Vereinigung 
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angehören;  und  somit  gilt  der  Säte  auch  für  ein  System  von  drei 
oder  vier  Gläsern;  u.  s.  w. 

TJeberhaupt  also  kann  man  F,  G,  y  auf  ein  System  von  Gläsern 
in  beliebiger  Anzahl  beziehen,  und  eben  so  i'',  G',  y'  auf  ein  der- 
gleichen zweites,  auf  das  erste  folgendes  System.  Die  Brennpunkte 
F",  G"  iund  die  Brennweite  y"  für  beide  Systeme  in  Verbindung 
werden  sich  alsdann  mittelst  der  Formeln  (c)  [d]  und  (Ä)  ergeben, 
derselben,  welche  wir  zu  Ende  des  vorigen  Pai-agraphen  durch  die 
Theorie  der  Ketteubrüche  gefunden  hatten. 

Sollen  drei  auf  einander  folgende  Systeme  mit  einander  verbunden 
werden,  so  kann  dies  geschehen,  indem  man  zuerst  das  eiste  mit  dem 
zweiten  verbindet  und  zu  dieser  Vereinigung  das  dritte  setzt,  oder 
auch,  indem  man  mit  der  Verbindung  des  zweiten  und  dritten  anfängt 
und  mit  der  Hinzufügung  des  ersten  schliesst.  Auf  beiden  Wegen 
müssen  für  alle  drei  Systeme ,  als  ein  eumges  betrachtet,  dieselben 
Brennpunkte  und  dieselbe  Brennweite  gefunden  werden.  Sind  der 
zu  verbindenden  Systeme  noch  mehrere,  so  mehi't  sich  auch  die  An- 
zahl der  Wege,  auf  denen  man  zur  Verknüpfung  aller  Systeme  ge- 
langen kann;  nur  darf  dabei  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden, 
dass  zwischen  den  zwei  zu  verbindenden  Systemen  niemals  ein  zu 
ihnen  nicht  gehöriges  Glas  hegen  darf. 


§.  16.  Es  haben  diese  Zusammensetzungen  von  Systemen  einige 
Aohnhchlceit  mit  der  Art  und  Weise,  nach  welcher  von  einem  Systeme 
gewichtiger  Punkte  der  Schwei-punkt  bestimmt  wird.  Was  dort  ein- 
zelne Punkte  sind,  sind  hier  Paare  von  Punkten,  nämlich  je  zwei 
zusammengehörige  Brennpunkte;  den  dortigen  Gewichten  der  Punkte 
entsprechen  hier  die  den  Paaren  von  Brennpunkten  zugehörigen  Brenn- 
weiten, und  so  wie  durch  allmähliche  Combination  der  gewichtigen 
Punkte,  in  welcher  Ordnung  sie  auch  vorgenommen  werden  mag,  man 
doch  immer  denselben  Schwerpunkt  mit  demselben  Gewicht  findet, 
so  gelangt  man  auch  hier  bei  den  verschiedenen  möglichen  Arten  der 
Verbindung  stets  zu  denselben  beiden  Brennpunkten  und  zu  derselben 
Brennweite.  Dem  Falle,  in  welchem  die  Summe  der  Gewichte,  die  so- 
wohl negativ  als  positiv  sein  können,  gleich  Null  ist,  und  wo  daher  der 
Schwerpunkt  unendlich  entfernt  liegt,  entspricht  ein  Fernrohr,  indem 
von  einem  System  von  Gläsern,  welche  ein  Femrohr  bilden,  die  beiden 
Brennpunkte  ebenfalls  unendlich  entfernt  sind.  Mit  dem  noch  spe- 
cielleren  Falle  endlich,  wo  zwischen  den  positiven  und  den  negativen 
Gewichten  Gleichgewicht  heri-scht,  kann  em  Fernrohr  verglichen 
werden,  dessen  Vergrösserungszahl  gleich  i  ist,  und  welches  daher  nahe 
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und  ferne  Gegenstände  in  ihrer  natürlichen  Grösse  zeigt,  indem, 
eben  so  wie  dort  die  Wirkungen  der  Kräfte,  so  hier  die  Wirkungen 
der  Gläser  sich  gegenseitig  aufheben. 

Ein  solches  dioptrisches  Gleichgewicht  findet,  wenn  auch  nicht 
ganz  vollkommen,  bei  einem  System  zweier  Gläser  statt,  welche 
gleiche  positive  Brennweiten  haben  und  um  das  Doppelte  dieser 
Brennweite  von  einander  entfernt  sind.  Denn  hier  ist  das  Bild  mit 
dem  ObJGct  immer  von  gleicher  Grösse,  allein  verkehi't  und  dem 
Auge  stets  um  das  Vierfache  der  Brennweite  des  einen  oder  anderen 
Glases  näher,  als  das  Object. 

Ein  voUkommneres  Gleichgewicht,  so  dass  Bild  und  Object  nicht 
nur  gleiche  Grösse,  sondern  auch  von  dem  Auge  gleiche  Entfernung 
haben,  lässt  sich  hervorbringen,  wenn  man  zwischen  jene  zwei  Gläser 
in  die  Mitte  ein  drittes  setzt,  dessen  Brennweite  vier  Mal  kürzer  als 
die  Brennweite  der  ersteren  ist;  oder  noch  allgemeiner:  Werden  bei 
einem  System  von  drei  Luisen  die  Buchstaben  a,  b,  c,  d,  e,  x,  y  in 
derselben  Bedeutung,  wie  in  §.  14  genommen,  so  ist  der  Abstand  des 
Bildes  vom  Object  gleich  x  -\-  b  -\-  d  +  y.  Giebt  man  daher  der 
Gleichung  x  ■=  (a,  ...  e,  y)  die  Form  (16*)  des  §.  5,  und  setzt  darin, 
weil  das  Bild  mit  dem  Object  immer  zusammenfallen  soll, 
j/  =   —[b  +  d  +  x]  , 

so  kommt  eine  nach  x  quadratische  Gleichung,  aus  der,  weil  sie  für 
jeden  Werth  von  x  bestehen  muss,  die  drei  Bedingungsgleichungen 
hervorgehen : 

K....]  =  o,  [.,...i]-[4,....]=o,  [S,...,](6  +  Ä)+[*,...Ä]-0, 
welche  sich  vermöge  der  Relation  (15)   auf; 

[«,  ..,<^1  =  [&,..,  e]=  ±  I    ,     h  +  d-+:[b,  ...d]  =  o 

reducu-cn.  Kimmt  man  darin  die  unteren  Vorzeichen,  indem  die 
oberen,  wie  man  leicht  findet,  auf  ein  System  von  drei  Plangläsern 
fuhren,  so  erhält  man,  nach  weiterer  Entwickelung,  die  Brennweiten 
der  drei  Gläser  durch  ihre  Entfernungen  von  einander  ausgedrückt: 

I  h(h  +  d)         I   _        bd  I   ^d{b  -i-  d) 

T"^  2d         '       c   ~  2{b  +  d]'       e  ^         26  ' 

wodurch   man,  wenn   die  Entfernungen  b  und  d  gegeben  sind,   die 

Brennweiten  —  ,  u.  s.  w.  finden  kann.     Eliminirt  man  h  und  d,  so 

ergiebt  sich  zivischcn  den  Brennweiten  allem  die  nicht  uninter- 
essante Relation: 
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Vae        Yae 


Dieses  System  von  Gläsern  ist ,  weil  vennöge  der  Eelation 
«4-5  +  '?  +  y  =  o  für  ic  =  oo  auch  y  =  co  wii-d ,  ein  Fernrohr, 
wie  auch  die  Gleichung  [«,...  e]  ^  o  zu  erkennen  giebt  {H.-E.  §.  11). 
Das  Verhältniss  zwischen  den  Durchmessei-n  des  Objects  und  des 
Bildes  ist  bei  einem  aus  den  Elementen  a,  ...  e  construirten  Feraiohr 

=  -[4,. .,«]:(-■)■ 
{H.-E.  §.  13),  also  bei  gegenwärtigem  =  i  :  —  i ,  d.  h.  das  Bild  ist  mit 
dem  Object  von  gleicher  Grösse,  aber  verkehrt. 

Sollen  die  Wirkungen  der  Gläser  sich  vollkommen  aufheben, 
so  dass  das  Bild  mit  dem  Objecto  stets  nicht  nur  von  gleicher  Grösse 
und  in  gleicher  Entfernung  vom  Auge,  sondern  auch  in  derselben 
Lage  wie  das  Object  erscheint,  so  werden,  wenn  anders  keine  der 
gegenseitigen  Entfernnngen  der  Gläser  gleich  Null  sein  soll,  zum 
wenigsten  vier  Gläser  erfordert. 

§.  17.  Auch  der  (in  H.~E.  §.  9  erwiesene)  allgemeine  Satz, 
dass  hei  einem  System  von  Gläsern,  welche  kein  Femrohr  bilden,  die 
Durchmesser  von  Ohject  und  Bild  sich  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
&ttfemungen  des  Objects  und  Bildes  von  ihren  Brennpunkten  ver- 
halten, läsat  sich  mittelst  des  vorhin  Entwickelten  sehr  einfach  dar- 
thun. 

Für  ein  einziges  Glas  fliesst  er  leicht  aus  den  Gruadformebi 
der  Dioptrik  [H.-E.  §.  8).  Sind  also,  wie  vorhin,  F,  G  und  F' ,  G' 
die  Brennpunkte  z^veier  Gläser,  x,  y,  z  die  resp.  Durchmesser  des 
Objects  in  X,  des  vom  ersten  Glase  in  Y,  und  des  von  beiden  zu- 
gleich in  Z  gemachten  Bildes,  so  hat  man; 

x:y=  yXF:  VGY  ,     y:  e  =  VTF':  VWZ  , 
folglich : 


x:z=  VXF.  YF'-VGY.G'Z  .  [i] 

Sind  aber  F",    G"   die  Brennpunkte   des  von  den  zwei  Gläsern 
gebildeten  Systems,  so  verhält  sich  zufolge  [e]  und  [f]  in  §.  35; 
XF:GF':  =  XF":  YF'  ,     und  GF'  :  G' Z  =  GY:G"Z  , 
mithin 

XF:G'Z=  XF".  GY:  YF' .  G" Z  , 
und 

«  :  2  =  VXF^'  :  t(rZ   .  [k] 


yGoosle 


538  Beiträge  zu  der  Lehre  von  den  Kettenbrücken.  §.   18. 

Unser  Satz  ist  daher  auch  für  ein  System  von  zwei  Grläserii  richtig, 
folglich  auch  fiii'  ein  System  von  drei,  vier,  u.  e.  w.  Gläsern,  wenn 
man  F,  G  nach  und  nach  als  die  Brennpunkte  eines  Systems  von 
zwei,  drei,  u.  s.  w.  Gläsern  nimmt. 

§.  18.  Sollen  zwei  Systeme  von  Gläsern,  welche  durch  F,  G,  y 
und  F',  G' ,  y'  bestimmt  werden,  ein  Fernrohr  bilden,  so  muss,  wenn 
das  Object  (Bild)  unendlich  entfernt  ist,  der  Ort  O"  [F")  des  Bildes 
(Objecte)  ebenfalls  unendhch  enfemt  sein.  Die  Brennpunkte  F'\  G" 
eines  Femrohi's  sind  also  zwei  unendlich  entfernte  Punkte,  und  daher, 
vermöge  (c)  oder'(t?),  GF'  ^o,  d.  h.; 

Von  zwei  Systemen,  welche  in  ihrer  Vereinigung  ein  Fernrohr 
ausmachen,  fällt  des  Bildes  Brennpunkt  beim  ersten  St/siem  mit  dem 
Brennpunkte  des  Otjects  beim  zweiten  System  zusammen. 

Hiermit  wird 

YF'  =  YG  =  —  GY  , 

und  daher  zufolge  der  Gleichungen  {«}  und  [  b)  ■ 

XF:ZG'  =  '/-:y"'  , 

also  auch,  wenn  X',  Z'  zwei  andere  zusammengehörige  Oerter  von 
Object  und  Bild  sind: 

XX'  :  ZZ'  =  f:/^  . 
Die  Proportion  {i'\    aber  wird: 

ä:  :  z  =  VXF:  V  Z  &  ^  ±  y  :  /  . 
Wir  folgern  hieraus  die  (in  H.-E.  §.13  bewiesenen)  Sätae: 

Beim  Femrohr  ist  das  Verhültniss  y'  :  y  zwischen  den  wahren 
(nicht  scheinbaren)  Durchmessern  des  Bildes  und  Objects,  so  wie  das 
Verhültniss  y'^  '■  y^  zwischen  den  Geschwindigkeiten  beider,  wenn  das 
Object  längs  der  Axe  bewegt  wird,  von  constanter  Grösse,  und  zwar 
ist  letzteres   Verhältniss  dem  Quadrate  des  ersteren  gleich. 

Das  Verhältniss  zwischen  den  scheinbaren  Durchmessern  von 
BUd  und  Object  ist  zusammengesetzt  aus  dem  Verhältniss  der  wahren 
Durchmesser  und  dem  umgekehrten  Verhältniss  ihrer  Entfernungen 
vom  Auge,  und  daher  die  Vergrösserung  des  Fernrohrs,  oder  das 
Verhältniss  der  scheinbaren  Durchmesser  von  Bild  und  Object  in 
dem  Falle,  wenn  beide  unendlich  entfernt  sind,  und  wo  daher  die 
Entfernungen  der  Punkte  F,  G'  vom  Auge  gegen  die  Entfernungen 
der  Punkte  X.  und  Z  verschwinden : 

=  (/:/)  :  (/':/;  =7:7'   ■ 
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Die  Vergrössei'ung  eines  Fernrohrs  ist  daher  dem  umgekehrten  Ver- 
hältniss  der  wahren  Durchmesse}'  von  Sild  und  Object  gleieh. 

Zusätze:  a)  Denkt  man  sich  ein  System  von  Gläsern,  welche 
ein  Fernrohr  bilden,  in  zwei  Systeme  zerlegt  (welches  auf  n  —  i  Alten 
geschehen  kann,  wenn  das  Femrohr  aus  w  Gläsern  besteht),  so  füllt 
immer  des  Bildes  Brennpunkt  heim  ersten  System  mit  dem  Brennpunkte 
des  Ohjects  beim  zweiten  zusammen,  und  immer  ist  die  Brennweite  des 
ersten  Systems,  dividirt  durch  die  Brennweite  des  zweiten,  der  Ver- 
grösserung  gleich:  — zwei  Eigenschaften,  ganz  denen  analog,  welche 
iiian  schon  länget  bei  einem  nur  aus  zwei  Gläsern  bestehenden  Fern- 
rohr kannte.  Es  wird  also  auch  bei  einem  Fernrohr  mit  zwei  oder 
mehreren  Oculai^läsem  die  Vergrösserung  gefunden,  wenn  man  die 
Brennweite  des  Objectivs  durch  die  ISrennweite  des  Systems  der 
Oculare  dividirt. 

h)  Ist  die  Vergi'össerung  eines  Fernrohrs  der  Einheit  gleich,  so  ist 

7  =  /,     also     Ä  =  z     und     XF=ZG', 

d.  h.  das  Bild  ist  mit  dem  Object  immer  von  gleicher  Grösse  und 
von  ihm  stets  um  einen  Abstand  =^  FG'  entfernt.  Soll  daher  über- 
dies das  Bild  mit  dem  Object  immer  zusammenfallen,  so  muss  FG'  =  o 
sein.  Wird  demnach  ein  solches  Fernrohr-  (vergl.  §.  16)  in  zwei  Systeme 
zerlegt,  so  haben  diese  immer  einander  gleiche  Brennweiten,  und 
die  Brennpunkte  des  einen  Systems  coincidiren  mit  den  ungleich- 
namigen des  anderen,  F'  mit  G  und  G'  mit  F. 
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Entwickclimg  der  Lehre 

von  dioptrischen  Bildern  mit  Hülfe  der 

Collineationsverwaudtschaft. 


■richte  der  K,  Sachs.   Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipaig,  Math, -phys. 
Classe,  Bd.  7,  8,  8—32,  Sitaung  vom  10.  Februar  1855.1 
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Im  Jahre  1830  habe  ich  in  einer  im  5.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  für  Mathematik  veröffentlichten  Abhandlung  die  Haupt- 
eigenschaften eines  Systems  von  Linsengläsern  mit  Anwendung  von 
Kettenbriichen  entwickelt,  und  hieran  am  Schlüsse  einer  im  6.  Bande 
desselben  Journals  erschienenen  Abhandlung,  die  mehrere  aus  jenen 
dioptrischen  Sätzen  umgekehrt  gefolgerte  Eigenschaften  und  Trans- 
formationen der  Kettenbrüche  enthält,  einen  Nachtrag  geliefert. 

Wie  ich  mich  aber  in  letzterer  Zeit  überzeugt  habe,  lassen  sich 
die  Haupteigenschaften  eines  Linsensystems  und  die  Lehre  von 
diopti-ischen  Bildern  überhaupt,  statt  mit  Anwendung  von  Ketten- 
brüchen, weit  einfacher  auf  rein  geometrischem  Wege  mittelst  der 
Theorie  der  Collineationsvenvandtschaft  ableiten.  Dieses  zu  zeigen 
ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsataea.  Ich  bin  darin  bis  zu  dem 
Brechnngsgesetze  selbst  ziu-ückgegangen,  indem  sich  dieses  also  um- 
gestalten lässt,  dass  aus  seiner  neuen  Form  nicht  nur  der  Hauptsatz 
von  dioptrischen  Bildern  als  irnmittelbare  Folge  entspringt,  sondern 
auch  die  zwischen  einer  Keihe  von  Objecten  und  der  zugehöi-igen 
ßeihe  von  Bildern  stattfindende  coUineai-e  Verwandtschaft  und  der 
Nutzen  augenfällig  wird,  der  den  dioptrischen  Grundlehren  überhaupt 
aus  dieser  Verwandtschaft  ervrachsen  dürfte. 

TJebrigens  habe  ich  im  Vorliegenden  den  Gegenstand  ungleich 
allgemeiner,  als  in  jenen  fmheren  Arbeiten,  behandelt.  Henn  wäh- 
rend ich  dort  bloss  Linsensysteme  in  Untersuchung  nahm  und  die 
Dicken  der  Linsen  verschwindend  klein  setzte,  habe  ich  hier  zuerst 
die  Entstehung  der  Bilder  aus  einer  Reihe  von  Objecten  bei  einem 
System  in  kugelförmigen  Flächen  an  einander  grenzender  Mittel 
überhaupt  beti-achtet,  und  bin  dann  erst  an  dem  specielleren  Falle, 
in  welchem  die  Mittel  abwechselnd  Luft  und  Glas  sind,  d.  i.  zu  einem 
Systeme  von  Linsengläsern  von  beliebiger  Dicke,  übergegangen.  Die 
bei  meinen  früheren  Untersuchungen  erhaltenen  Resultate  sind  diirch 
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diese  allgemeinere  Auffassung  der  Sache  im  Ganzen  nicht  geändert 
worden,  was  sich  auch  schon  aus  den  im  Jahre  1841  von  Gauss 
{Dioptrische  Untersuchungen)  und  Bessel  {Astron.  Nachr.  18,  Bd. 
S.  97)  üher  denselben  Gegenstand  erschienenen  trefflichen  Arbeiten 
vorhersehen  liess. 


§.  1.  Beim  Uebergange  eines  Lichtstrahls  aus  einem  durchsich- 
tigen Mittel  in  ein  arideres  heisse  p  der  einfallende  Strahl,  E  der  Ein- 
fallspunkt, <■■  das  Einfallsloth,  p^  der  gebrochene  Strahl,  so  liegen  die 
drei  sich  in  E  schneidenden  Geraden  c,  p,  p^  in  einer  Ebene,  der 
Brechungsebene,  und  es  ist  nach  beliebiger  Annahme  des  posi- 
tiven Sinnes  der  Drehung  in  dieser  Ebene  und  der  positiven  Richtung 
von  <! ,  wenn  nur  die  positiven  Richtungen  von  p  und  p^  überein- 
stimmend mit  der  Richtung  des  Lichts  [oder  beide  ihr  entgegenge- 
setzt) genommen  werden ,  und  wenn  m  :  i  das  Brechungsvcrhältniss 
bezeichnet : 


(1) 


sm^c  ;  sm^,  i 


Werde  noch  in  der  Brechungsebene  willküi-lich  eine  nicht  durch 
E  gehende  Ger-ade    a  gezogen,    welche    die  c,2},Pi  resp,  in   C,  P,  P, 


schneide,  so  sind  in  dem.  Dreiecke,  welches  die  Geraden 

p,   a,  c  bilden,   die  gegenüberstehenden  Ecken   V,  E,   P  , 


und  es  ist  daher,    nach   willkürlicher  Annahme  der    positiven  Ricli- 
tung  von  a,  auch  den  Zeichen  nach 


«inpo        CP 

.ine,       PE         ™* 

sinp,c_OP, 
sine«        P,li 

or.M 

in  Verbindung  mit  (1) 

P) 

CP      CP^ 

PM  ■  PTe 

=  m:i 
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folgt,  ~  eine  Proportion,  welche,  eben  so  wie  (1),  als   Ausdnick  des 
BiechungBgesetzes  angesehen  werden  kann.*) 

§.2.  Ziehen  wir  nun  lediglich  den  Fall  in  Betracht,  wenn  sinpc, 
mithin  auch  sinp,  c ,  sehr  klein  ist ,  legen  die  willkürliche  Gerade 
a  so,  dass  auch  sine«  sehr  klein  wii-d,  und  nehmen,  wie  es  dann 
am  natürlichsten  ist,  die  positiven  Richtungen  von  a  und  c  also  an, 
dass  sie  mit  der  Richtung  des  Lichtes  selbst,  nicht  mit  der  entgegen- 
gesetzten Richtung,  sehr  nahe  übereinstimmen,  so  sind,  wenn  der 
Fusspunkt  des  von  E  auf  o  gefällten  Perpendikels  D  heisst,  die  Li- 
nien FE,  1\E,  CE  von  resp.  PD,  P,D,  CD  nur  um  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  verschieden,  und  man  kann  mit  Vernachlässigung 
derselben,  statt  (2) 

CP  .CP,_ 

PB      ^J~"'-^  ''*' 

schreiben. 

§.  3.  Die  Proportion  (3)  wird  uns  als  Basis  zu  allen  folgenden 
Untersuchungen  dienen.  Zunächst  fliesst  aus  ihr,  daas  mit  den 
Punkten  P,  C,  D  der  Geraden  a  auch  der  Punkt  P,  derselben  ge- 
geben ist,  und  daas  daher,  so  lange  ersterc  drei  ihre  Oerter  behalten, 
auch  letzterei  an  seinem  Orte  bleibt.  Alle  durch  P  gehenden  und 
mit  a  sehr  kleine  "Winkel  bildenden  Sti-ahlen  werden  folglich  nach 
ihrer  Brechung  die  Gerade  a  in  P^  ti'cffen,  dafern  nur  für  jeden  dieser 
Strahlen  das  Einfallsloth  durch  G  geht,  und  der  Abstand  des  Einfalls- 
punktes von  C  stets  gleich  CE  =  OD  ist,  dafei-n  also  die  Normale  jedes 
Flächen  Clements,  an  welchem  ein  Strahl  gebrochen  wird,  den  Punkt 
C  trifft,  und  jedes  dieser  Elemente  von  0  um  CD  entfernt  ist,  d.  h. 
dafern  alle  diese  Elemente  einer  Kugelfiäche  angehören,  deren  Mittel- 
punkt C,  und  deren  Halbmesser  CD  ist. 

Beim  Xfehergange  des  Lichtes  aus  einem  durchsichtigen  Mittel  in 
ein  anderes  vnrd  demnach,  weim  die  gemeinsame  Grenze  heider  Mittel 
ein  Stück  einer  Kugelfläche  ist,  ein  Strahlenhüsehel,  dessen  Mittelpimkt 
P,  und  dessen  Strahlen  auf  die  Grenzfläche  sehr  nahe  perpendihilar 
fallen,  in  einen  anderen  Büschel  verwandelt,  dessen  Mittelpunkt  P^  mit 
P  und  mit  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugel  in  einer  Geraden  und  ztmr 

*)  Legt  man  die  Gerade  a  in  der  Brechungsobene  paiaUc!  mit  e,  so  rückt 
C  in   die  Uneadliclilteit,    dag   Vcrhältnisa   CF:  CF^  wird  =  i  :  i,  und  (2)  reduoiit 

welßlioB  die  yon  Snellius  für  das  Breehungsgeseta  gefundene  Form  ist. 
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nach  (3)  also  Hegt,  dass,  wenn  diese  Gerade  die  Grenzfläche  in  D 
trifft,  das  Verhliltniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  welchen  der 
Abschnitt  CD  das  eine  Mal  in  P,  das  andere  Mal  in  P,  getheilt 
wird,  dem  Brechungsverhältnisse  gleich  ist. 

§,  4.  Wie  es  in  der  Dioptrik  gewöhnlich  ist,  wollen  wir  den 
Mittelpunkt  des  Büschels  der  einfallenden  Strahlen  Object,  und  den 
Mittelpunkt  des  Büschels  der  gebrochenen  Strahlen  Bild  nennen. 
Hiernach  und  mit  Beibehaltung  der  vorhin  gemachten  Voraussetzun- 
gen und  Bezeichnungen,  seien  P,  Q,  R,  ...  mehrere  Objecte,  welche 
mit  O  in  einer  Geraden  a  liegen,  so  liegen  in  a  aiich  die  Bilder 
P, ,   Q, ,  Il^,  ...  der  ersteren,  und  es  verhält  sich 

cp   cp,__cq   gq,  _  cr    cr,  _      _ 
pd''p]"d^  q.d''  q,d~ bd'-r^d^  ■'  ' 

folglich  auch 

CP    CQ_CP^,GQ,  CP_  CR  ^  OP,     CR, 

IPD  '  ~QD  "  P,D '  Q,D  '       PI)'  RD'~  P^ltP.D'  ^'^' 

Das  Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  denen  CD 
das  einemal  in  P^,  das  anderemal  in  Q^  geschnitten  wird,  oder,  wie 
wir  der  Kürze  halber  sagen  wollen,  das  Doppelverhältniss  zwi- 
schen C,  D ,  P, ,  Q^,  ist  hiei'uach  dem  Doppelyerhaltnisse  zwischen 
C,  D,  P,  Q  gleich,  das  Doppelverhältniss  zwischen  C,  D,  P,,  R, 
dem  zwischen  C,  D,  P,  P,  u.  s.w.;  oder  noch  kürzer:  die  Doppel- 
verhältnisse, welche  die  drei  Punkte  C,  D,  P,  der  Reihe  nach  mit 
Q, ,  R^,  ...  bilden ,  sind  resp.  den  Doppcl  Verhältnissen  von  C,  D,  P 
mit  R,   Q,  ...  gleich. 

§.  5.  Es  ist  bekannt,  dass  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden 
und  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  Geraden  jede  andere  Gerade 
der  Ebene  nach  einem  und  demselben  Doppelveihältnisse  ge- 
schnitten wird,    so   dass,  wenn  von    den   vier  ersteren   Geraden    eine 

in  F^,   G„  H„  I^  ge- 


fünfte  in  F,   G,  H,  I  und  eine 

sechste 

resp.    i 

schnitten  wird,  sicli 

FH    FI 

F\  H. 

FJt 

H  e  ■  iö 

H.a. 

'  ',o. 

verhält. 

Eben  so  bekannt  ist  auch  die  Umkehi^ung  dieses  Satzes,  dass 
nämlich,  wenn  zwischen  vier  Punkten  F,  ...I  einer  Geraden  und 
vier  Punkten  F^,  ...  1^  einer  anderen  Geraden  die  eben  bemerkte  Pro- 
portion besteht,  und  man  die  zwei  Geraden  in  eine  solche  Lage  gegen 


y  Google 


§.  6.  Entwickelung  der  Lehre  von  diopüisohen  Bildern.  547 

einander  bringt,  dass  zwei  gleichnamige  Punkte,  etwa  Fund  i**, , 
zusammenfallen,  —  dass  dann  die  Geraden  GG,,  HHi,  II„  welche 
die  drei  übrigen  Paare  gleichnamiger  Punkte  verbinden,  sich  stets 
in  einem  Punkte  schneiden. 

Hat  man  daher  ein  System  von  n  Punkten  F,  G,  H,  I,  K,  ... 
in  einer  Geraden,  und  entsprechen  ihnen  die  gleichfalls  in  einer 
Geraden  liegenden  n  Punkte  jf', ,  G^,  IX,,  /, ,  -H", ,  ...  dergestalt, 
dass  die  n  —  3  Doppelverhältnisse  gewisser  drei  Punkte  F,  G,  H 
des  einen  Systems  mit  jedem  der  n  —  3  übrigen  Punkte  /,  K,  ... 
des  Systems,  den  Doppelverhältnissen  zwischen  den  entsprechenden 
Punkten  des  anderen  Systems  der  Heike  nach  gleich  sind:  so  werden 
nach,  letzterem  Satze  bei  solch'  einer  gegenseitigen  Lage  der  beiden 
Geraden,  bei  welcher  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  ivie 
i^  und  F^,  zusammenfallen,  alle  die  Geraden  GG,,  SHi,  TI,, 
KK^,  .  .  .  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  woraus  wir  mit  An- 
wendung des  ersteren  Satzes  weiter  folgern,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  auch  jedes  andere  Doppelverhältniss  zwi- 
schen vier  Punkten  des  einen  Systems,  dem  Doppelverhältnisse  zwi- 
schen den  entsprechenden  Punkten  des  anderen,  z.  J?.  das  zwischen 
7r,  II,   I,   G  dem  zwischen  K,,  ^, ,  /, ,  G,  gleich  ist. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  haben  aber  bei  den  zwei 
Systemen 

G,  D,  P,  Q,R,  ...      und      t?,  ö,  P,,   Q,,  i?,  ,  ... 
des  vorigen  Paragraphen  statt;  mithin  werden  z.  B.  die  Doppel  Verhält- 
nisse zwischen  D,  P,,  ö, ,  Ä,,  zwischen  E^,  Q^,  P^,   S,,  etc.  resp. 
den  Doppel  Verhältnissen  zwischen  D,  P,  Q,  li,  zwischen  H,  Q,  P,  S, 
etc.  gleich  sein. 

§.  6.  Zwei  Systeme  von  Punkten,  deren  jedes  in  einer  Geraden 
enthalten  ist,  heissen  einander  collinear  verwandt,  wenn  jedes 
Doppelverhältniss  des  einen  Systems  dem  Doppel  Verhältnisse  zwi- 
schen den  entsprechenden  Punkten  des  anderen  gleich  ist. 

Nach  dem  eben  Erwiesenen  stehen  daher  diese  zwei  Systeme 
C,  D,  P,  Q,  P,  ...  und  C,  D,  P^,  Q,,  R^,  ...  in  dieser  Verwandt- 
schaft ;  d.  li. 

Ist  von  zwei  an  einander  stossenden  durchsichtigen  MitMn  die  ge- 
meinsame Grenze  ein  Stück  einer  Kugelflüche ,  so  ist  von  einer  Seihe 
von  Objecten,  welche  mit  dem  Mittelpunkte  G  der  Kugelßhche  in  einer 
Geraden  a  liegen,  die  Reihe  der  Bilder  ebenfalls  in  a  enthalten  und 
mit  der  Reihe  der  Ohj'ecte  collinear  verwandt.  Dabei  sind  C  und  der 
Punkt  D,  in  welchem  die  Grenzfläche  von  a  getroffen  wird,  sich  selbst 
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entsprechende  Punkte,  so  dass  von  einem  in  C  oder   in  D 
Ohjecte  das  Bild  gleichfalls  in  C  oder  in  D  ist. 

§-  7.  Denken  wir  uns  jetzt  auf  das  zweite  durchsichtige  Mittel 
unmittelbar  ein  drittes,  auf  dieses  eben  so  ein  viertes,  u.  s.  w.  folgend ; 
die  gemeinsame  Grenze  des  zweiten  und  dritten,  die  des  dritten  und 
vierten,  u.  s.  w.  seien  eben  so,  wie  die  des  ersten  und  zweiten,  Stücke 
Ton  KugeMächeu,  und  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugelflächen 
soUen  in  der  Geraden  a  liegen,  die  deshalb  die  Axe  der  Mittel  ge- 
nannt werde.  Beim  Fortgange  des  Lichts  aus  dem  zweiten  Mittel  in 
das  dritte  vertreten  nun  die  voi-igen  Bilder  P,,  Q^,  R^,  ...  die  Stelle 
von  Objecten,  und  es  entsteht  eine  Reihe  von  Bildern  P^ ,  Q^,  R^,..., 
die,  weil  P^,  Q,,  ...  und  der  Mittelpunkt  der  zweiten  Kugelfläche  in 
a  begriff'en  sind,  ebenfalls  in  a  liegen  und  mit  der  Reihe  P,,  Q,,  ... 
collinear  verwandt  sein  wird.  Aus  der  vorhin  gegebenen  Defini- 
tion der  C olline ations Verwandtschaft  zwischen  zwei  geradlinigen 
Systemen  von  Punkten  erhellet  aber  ohne  Weiteres,  dass  zwei 
solcher  Systeme ,  deren  Jedes  einem  und  demselben  dritten  collinear 
ist,  einander  selbst  collineai-  sind;  und  es  wird  folglich  auch  die 
Bildeneihe  Pj,  Q,,  R^,  ...  der  Reihe  von  Objecten  P,  Q,  R,  ... 
colHneai-  sein. 

Analoges  gut  für  den  Eintritt  des  Lichts  in  jedes  der  folgenden 
Mittel,  und  wir  schUessen  hiernach: 

Alle  die  Reihen  von  Bildern,  welche  aus  einer  Reihe  in  der  Axe 
enthaltener  Ohjecte  durch  den  successiven  JJehergang  des  Lichts  aus 
dem  ersten  in  die  folgenden  Mittel  erzeugt  werden,  liegen  gleichfalls 
in  der  Axe  und  sind  mit  einander  und  mit  der  Reihe  der  Objecte 
collinear  verwandt. 

§.  8.  In  Bezug  auf  die  Reihe  von  Objecten  und  irgend  eine  der 
darauf  folgenden  Bilderreihen  heisse  der  Punkt  der  Axe,  in  welchem 
ein  Object  sich  befinden  muss,  wenn  sein  Bild  unendlich  entfernt 
liegen  soll,  der  Brennpunkt  der  Objecte,  und  der  Ort  des  Bildes 
von  einem  in  der  Axe  unendlich  entfernten  Objecte  der  Brenn- 
punkt der  Bilder.  Bezeichnen  wir  den  ersteren  Brennpunkt  mit 
F,  den  letzteren  mit  G,  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  Axe 
mit  V ,  und  sind  von  irgend  zwei  anderen  in  der  Axe  liegenden 
Punkten  P  und  Q ,  als  Objecten ,  die  Bilder  in  P,  und  Q^ ,  so  sind 
P  und  P, ,  Q  und  Q, ,  F  und  U,  V  und  G  vier  Paai'e  einander 
entsprechender  Punkte  beider  Reihen,  und  es  rauss  sich  wegen  der 
C  olline  ations  vei-wandtsehaft  der  Reihen  und  nach  der  in  §.  6  ge- 
gebenen Definition  dieser  Verwandtschaft 
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PF     PU  _  P,U     P,  O 

Fa  '   UQ  ^  UQ,  •  GQ, 

verhalten.    Wegen  der  unendlichen  Entfernung  des  Punktes  ZT  ist  aber 

PU  ,     P.  n 

Uü  =  ^'     °°"'     UQ,"-'   ■ 
folglich 

FQ.  GQ,^PF.P,G  =  FP.GP,  . 

Das  Fi  oduct  aus  dem  Abstände  eines  Ohj'ects  P  vom  Brennpunkte 
F  der  Oijectc  tn  den  Abstand  stmes  Bildes  P,  vom  Brennpunkte  G 
der  Bilder  ist  demnach  voti  einem  Objecte  P  zum  anderen  Q  von  con~ 
stanter  Grösse 

Werde  dieso  Grosse,  die,  t\ie  die  Folge  lehren  wird,  stets  ne- 
gativ ist,  mit  - — f^  beaeichnet ,  und  y^  das  Quadrat  der  Brenn- 
weite genannt.     Wir  haben  hiernach  die  Gleichung 

PF.GP,=r,  (4) 

wodurch,  wenn  in  Eeung  auf  die  üeihe  der  Objecte  und  irgend  eine 
der  Bilderreihen  die  beiden  Brennpunkte  und  das  Quadrat  der  Brenn- 
weite, oder  die  drei  Elemente  des  Reihenpaares,  wie  wir 
dieso  di'ci  Stücke  im  Folgenden  neimen  wollen,  gegeben  sind,  für 
jeden  Ort  P  eines  Objects  in  der  Axe  der  Ort  P,  seines  Bildes 
gefunden  werden  kann. 

Auch  gilt  dieselbe  Gleichung  in  Bezug  auf  u-gend  zwei  Bilder- 
reihen, indem  sich  die  Bilder  der  früheren  Reihe  als  die  Objecte 
für  die  Bilder  der  späteren  betrachten  lassen. 

§.  9.  Bei  nur  einmaliger  Brechung,  d.  i.  für  zwei  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Reihen,  ist  die  Bestimmung  ihrer  drei  Elemente 
sehr  einfach.  Denn  die  alsdann  statthabende  Proportion  (3)  wird, 
wenn  wir  darin  für  P  und  P,  das  eine  Mal  F  und  ü,  das  andere 
Mal   U  und  G  setzen,  irnd  weil 

CU:UI)  =  ~-i 


CF 

FD 

nithin 

OD 

CF+FD 

FD 

FD 

und 

an 

CG             "■  ' 

und 

CD       Ca+GD 
CG              CG 

folghch 


y  Google 


Entwiokelung  der  Lehre  von  dioptrisohen  Bildern. 


wodurch  die  Lage  der  beiden  Brennpunkte  gegen  J),  und 

(6)  CF=      "^      .CD,  CO  = — .  CD  , 

wodurch  die  Lage  derselben  gegen  C  bestimmt  wird. 
Auch  folgen  hieraus  noch 

(7)  FD  =  CG    und     CF=  GD  , 

zwei  identisclic  Gleichungen,  indem  jede  derselben  ausdrückt,  daas 
die  zwei  Abschnitte  FG  und  DC  einen  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt haben.  TJebrigens  ist,  wie  man  leicht  findet,  das  Verhältniss 
dieser  Abschnitte 

(8)  FG:DC=m  +  i  -.m  —  i. 

Weil  endlich  in  C,  so  wie  in  D,  Object  und  Bild  zusammenfallen 
(§.  6),  so  ist  nach  (4) 

CF.  GC=p  , 

und  wenn  man  hierin  für  CF  und  G  C,  oder  —  CG,  ihre  Wcrthe 
aus  (6)  substituiit: 


wodurch  das  Quadrat  der  Brennweite  gefunden  ist. 

§.  1 0.  Hat  man  auf  solche  Weise  für  je  zwei  nächstfolgende 
Beihen  die  drei  Elemente  bestimmt,  so  kann  man  für  irgend  einen 
Punkt  P  der  Axe  als  Object,  die  successiven  Bilder  P, ,  P^,  . .. 
desselben  successive  durch  die  Gleichungen 

(10)  PF,  .  G,P,=ß  , 

(11)  P,F,  .  G,F^  =fl  ,     P^F,  .  G,P,  =fl  , 

u.  s.  w.  finden,  worin,  wenn  jetzt  und  im  Folgenden  um  der  Kürze 
willen  die  Eeihe  von  Objecten  mit  ^,  die  erste  Bilderreihe  mit  q,, 
die  zweite  mit  g^,  u.  s.  w,  bezeichnet  wird,  F,,  (?, ,  f\  die  drei 
Elemente  in  Bezug  auf  die  Reihen  q  und  g, ;  F^,  G^,  fl  die  drei 
Elemente  in  Bezug  auf  p,  und  p^;  u.   s.  w.  bedeuten. 
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In  dem  Falle,  wenn  von  einer  grösseren  Anzalil  von  Objecteii 
die  Bilder  einer  späteren  Reihe,  als  der  ersten,  es  sei  zunächst  von 
ßä,  gefunden  werden  sollen,  wii-d  es  voitheühafter  sein,  vorher  in 
Bezug  auf  die  Reihe  von  Objecten  und  die  spätere  BildeiTeihe  [§,) 
die  di'ei  Elemente,  welche  man  F,  G,  f^  setze,  zu  ermitteln.  Denn 
alsdann  wird  von  jedem  Objecto  P  sein  zweites  Büd  P^  unmittelbar 
durch  die  Gleichung 

PF .  GP,_^f^  (12) 

erhalten.  Die  drei  neuen  Elemente  F,  G,  /'  aber  ergeben  sich  aus 
den  als  berechnet  vorausgesetzten  früheren  .F, ,  &, ,  fl  und  F^ ,  G^,f\ 
durch  folgende  einfache  Betrachtung. 

Angenommen,  dass  P,  unendlich  entfernt  liegt,  coincidirt  P 
wegen  (12)  mit  F,  und  P,  wegen  [11}  mit  F^.  Es  sind  fo^lich  F 
und  P,  zwei  zusammengehörige  Oerter  von  P  und  P, ,  und  daher 
wegen  (10) : 

FF,  .  G,F^=f\  .  (13) 

Eben  so  erhellet  aus  [10]  und  (12) ,  indem  man  P  unendlich 
entfernt  sein  lässt,  dass  G^  und  G  zwei  zusammengehörige  Oerter 
von  P^  und  P^  sind,  und  dass  mithin  wegen  (11) 

G^F^  .  G^G=f\  (14) 

ist. 

Liegt  ferner  P,  unendlich  entfernt,  so  coincidirea  P  mit  P, 
und  Pj  mit  G^,  wie  man  aus  (10)  und  (11)  ersieht,  und  es  ist  folg- 
lich wegen  (12) 

F,F  .  GG^=f'  .  (15) 

Endlich  fiiesst  aus  (13),  (14)  und  (15)  in  Verbindung 

(G, j.;)', /•-/;/;  .  (le) 

Hiermit  aber  ist  unsere  Aufgabe  gelöst;  denn  mittelst  (13),  (14) 
und  (]  6)  werden  die  gesuchten  Elemente  P,  G  und  f^  für  q  und  ^^ 
aus  den  als  gegeben  angenommenen  Elementen  für  g  und  g,  und 
für  Qt  und  q^  bestimmt. 

Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  auch  die  Elemente  für  ^  in 
Verbindung  mit  g,,  oder  Q^,  etc.  finden.  Denn  die  Gleichungen 
(10),  (11),  (12),  von  welchen  wir  hei  der  vorigen  Betrachtung  aus- 
gingen, sind  zufolge  des  über  die  Gleichung  (4)  Bemerkten  auch 
dann  noch  gültig,  wenn  P,  P^,  P^  zu  irgend  drei  verschiedenen 
Reihen  gehören,  und  zwar  P,,  als  Bild  von  P,  zu  einer  späteren  als 
P,  und  Pj,  als  Bild  von  P, ,  zu  einer  noch  späteren,  und  wenn  dem- 
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gemäss  die  Elemente  F^ ,  Gj,  fl  auf  die  erste  und  zweite  dieser  drei 
Eeihen,  die  Elemente  F^,  G^,fl  auf  die  zweite  und  dritte,  und  die  Ele- 
mente F,  G,f^  auf  die  erste  und  diitte  bezogen  werden.  Hiernach  wird 
man  mit  Hülfe  derselben  Gleichungen  (13),  (14)  und  (16),  nur  unter 
veränderter  Bedeutung  ihrer  Buchstaben,  aus  den  vorhin  bestimmten 
Elementen  für  q  und  q^,  und  aus  den  als  berechnet  vorausgesetzten 
Elementen  für  p^  und  ^^  die  Elemente  für  ^  und  p^,  u.  a.  w.  be- 
atimmon  können. 

Zusätze,  ß)  Dass,  wenn  F,  G  die  beiden  Brennpunkte  irgend 
eines  Eeihenpaars  bezeichnen ,  das  von  einem  Paare  zusammen- 
gehöriger Punkte  P,  -Pi  der  beiden  Reihen  zum  anderen  constante 
Product  PF .  GrPj  stets,  wie  schon  in  §.  8  vorläufig  bemerkt  wurde, 
einen  positiven  und  daher  durch  ein  Quadrat  f^  auszudrücken- 
den Werth  hat,  dies  fliesst,  wenn  die  zwei  Reihen  unmittelbar  auf 
einander  fo^en,  aus  (9),  weil  das  Brechungs Verhältnis s  m  :  i  stets 
positiv  ist.  Bei  zwei  nicht  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Reihen 
erhellet  dasselbe  aus  (16),  indem  man  darin  y^  zunächst  auf  die  w-te 
und  die  {n  -j-  i)-ste  Reihe,  /,  auf  die  (w  -|-  i)-ate  und  die  {n  -f-  2)-te, 
also  _/  auf  die  m-te  und  die  {?i  -j-  2]-te;  sodann  f^  auf  die  n-te  und  die 
(n  -\-  2)-te  Reihe,  u.  s.  w.  bezieht. 

Uebrigens  kann  man  aus  dem  positiven  constanten  Werthe  von 
PF.  GP^  noch  schliessen: 

Dass,  wenn-  das  Ohj'ect,  und  damit  auch  Jedes  seiner  Bilder, 
wie  P^ ,  in  der  Axe  sich  fortbewegt ,  alle  diese  Bewegungen  nach 
einerlei  Richtung  erfolgen,  und  dass  sich  die  Geschwindigkeiten  je 
zweier  dieser  Punkte  [P  und  P^  wie  die  Abstände  {PF  und  GP,) 
dieser  letzteren  ^on  den  Brennpunkten  des  Beihenpaares  verhalten, 
welchem  sie  zugehören. 

b)  Bei  vier  oder  mehreren  auf  einander  folgenden  Reihen  kann 
man  aus  den  Elementen  für  je  zwei  nächstfolgende  Reihen  die  Ele- 
mente für  die  erste  und  die  letzte  Reihe  immer  auf  verschiedene 
Arten  finden.  Ist  nämlich  die  Anzahl  der  Reihen  gleich  ra  -j-  i,  so  be- 
rechne man  nach  dem  Vorigen  aus  den  zwei  Ternionen  von  Ele- 
menten für  ii'gend  drei  nächstfolgende  Reihen  die  drei  Elemente  in 
Bezug  auf  die  erste  und  die  dritte  dieser  Reihen,  Hierdurch  wird 
die  zweite  derselben  eliminirt,  und  man  hat  nunmehr  ein  System 
von  nur  n  Reihen,  in  welchem  ebenfalls  für  je  zwei  nächstfolgende 
Reihen  die  Elemente  bekannt  sind.  Dieses  System  kann  man  auf 
gleiche  Weise  durch  Elimination  einer  der  m  Reihen,  die  erste  und 
die  letzte  ausgenommen,  auf  ein  System  von  n — i  Reihen,  dieses 
auf  ein  System  von  n  —  2  Reihen,  u.  s.  w.  rcduciren,  bis  nach  n  —  i 
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solclieii  Operationen   die  Elemente   in  Bezug  auf  die   erste   und  die 
let^tte  Reihe  heiToi gehen,  *) 

§.  11.  Die  im  vorigen  Axtikel  behandelte  Aufgabe:  aus  den 
Elementen  für-  je  zwei  nächstfolgende  Reihen  die  Elemente  F,  G,  f^ 
tax  die  erate  und  die  letzte  aller  Reihen  zu  finden,  lässt  sich  auch 
leicht  mit  Hülfe  von  Kettenbrüchen  losen.  Setzt  man  nämlich  die 
als  bekannt  anzusehenden  Abschnitte  der  Axe 

GiF^  =  ff,   ,      G^F^=^ff^  ,      Gtc,  ,  (17) 

so  ist  auch 

Gl  P,  +  .Fl  i'L  ==  i/i  ,     Gj  Pj  +  P^  F,  =  <7^  ,     etc. 

und  CS  kommt,  wenn  man  mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichun- 
gen (10),  (11),  etc.  nach  und  nach  G^  P^,  P,  F^,  P^  G^,  P^  F,,  etc, 
eliminirt  und   sich  beispielsweise   auf  vier  Bilderreihen  beschränkt: 
rt                 fi                fi 
PF  = -—^ =  ^ —    — '^^ (18) 

_  f\     fl     A     fl    . 

9i—  i/s—  ,?s—   G^P,  ' 

und  eben  so,  wenn  man  dieselbe  Elimination  in  umgekehrter  Ordnung 

ausfuhrt : 

fi        fi        p        fi 

Diesen  zwei  Gleichungen  zufolge  und  gemäss  der  Definition  von 
P  und  G,  als  den  Oertem  von  P  und  P, ,  wenn  das  eine  Mal  P^ 
und  das  andere  Mal  P  unendlich  entfernt  angenommen  wird,  ist  aber 

f^  f2  fi 

FF,  =  -^-^-    ^^-^    -^^-^  ,  (20) 

G,G  ^  -^    -^    -^  ,  (21) 

wodurch  die  Oerter  von  F  und  G  bestimmt  sind. 

Mit  ihnen  findet  sich  dann  /^  durch  die  Gleichung 

")  Auf  die  Analogie  dieses  Verfahrens  mit  demjenigen ,  mittelst  dessen  von 
drei  oder  mehreren  gewichtigen  Punkten  der  Schwerpunkt  bestimmt  wird,  habe 
ich  bereits  in  CreUe's  Journal,  Bd.  VI,  S.  240  aufmerksam  gemacht.  [Siehe  oben 
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p  =  PF  .  GP„ 

wenn  man  darin  für  P  und  P,  irgend  zwei  nach  (18)  oder  [19)  zu- 
sammengehörige Oerter  dieser  Punkte  setzt.  Auch  kann  man  den 
einen  dieser  Punkte,  etwa  P, ,  eKminiren  und  erhält  auf  solche  Weise 
y*  durch  die  ührigen  Elemente  und  den  ganz  willkürlich  zu  he- 
stimmenden  Punkt  P  allein  ausgediHickt.     In  der  That  ist 

PF.GP,:^lPF^—FF,)iG,P,  —  0,G), 

und  damit,  wenn  man  für  G,P^,  FF^,  G^G  ihre  "VVerthe  aus  (19), 
(20),  (21)  sefczt  und  x  statt  PF^  schreibt: 

_  _/L  JL  fl\ 

ein  von  x  unabhängiger  Ausdruck  für  _/*,  der  überdies,  wie  sich  aus 
(16)  schhessen  lässt,  von  quadratischer  Form  sein  muss.  Auch  kann 
man  aus  [16)  geradezu  noch  einen  anderen  ungleich  einfacheren  und 
für  die  numerische  Rechnung  geschickteren  Ausdruck  für  f^  ableiten. 
Denn  hiernach  ist,  wenn  man  die  Elemente  der  Eeihenpaare,  zu 
denen  P  und  P^ ,  P  und  Pj ,  P  und  P,  gehören,  resp.  mit  F",  G",  f" '; 
F'" ,  ..;  P"",  ..  bezeichnet  und  die  Vorzeichen  einstweilen  nicht  be- 
rücksichtigt ; 


/•=■ 

^1 

/; 

)(J3,^ 

_  /L 

t\ 

?«  — 

A 

-«',— 

^ 

G.F'     ■'  G"F,  '     -^  G'"  F.  ' 


j!"  J  iji  f"  . J    Ja  f""  

folglich 


*'  6\P,  .  G"F,  .  G"'F, 

Man  hat  ferner  nach  [17)    G^^F^  =  g^ ,  und  nnch  (21) 


und  es  wird  daher,  wenn  man  noch  zur  Abkürzuiig 


(23)  S:-J^=K,       'J>-\ 
setzt: 

(24)  /""  =  /i-^'/a-^^ 


y  Google 


EntwicliclunB  der  Lehre  von  dioptrischen  Bilder 


555 


ßine  Gleichung,  die,  nachdem  sie  noch  zum  Ouadrat  erhoben, 
mit  der  obigen  (22)  füry^,  wie  eine  weitere  Rechnung  zeigt,  iden- 
tisch ist. 

Man  sieht  übrigens  von  selbst,  wie  die  jetzt  für  fünf  auf  einan- 
der folgende  Reihen  entwickelten  Fonneln  für  jede  grössere  oder 
geringere  Anzahl  von  Reihen  umzugestalten  sind,  und  dass  sie  aueh 
dann  gelten  müssen,  wenn  die  Reihen ,  statt  unmittelbar  auf  einan- 
der zu  folgen,  irgend  belißbigo  sind,  nur  dass  man  sie  stets  in  der 
Folge  zu  nehmen  hat,  in  welcher  sie  nach  einander  sich  bilden. 

§.  12,  Suchen  wir  jetzt  noch  die  Oerter  der  successiven  Bilder 
Pi,  P^,  ...für  ein  Object  p  zu  bestimmen,  welches  ausserhalb  der 
Axo,  jedoch  derselben  sehr  nahe  liegt,  so  dass  die  Strahlen  des  p, 
welche  nahe  perpendikular  auf  die  erste  brechende  Fläche  fallen, 
auch  die  folgenden  Flächen  nahe  rechtwinkhg  treffen. 

Heissen,  dem  Vorigen  analog,  C,,  C^,  ...  die  Mittelpunkte  der 
Kugelflächen,  von  denen  die  erste,  zweite,  etc.  brechende  Fläche 
Stücke  sind,  so  Hegen  nach  dem  Satze  des  §.  ^  p  und  p,  mit 
C^ ,  p^  und  p^  mit  C^ ,  etc.  in  gerader  Linie,  also  sämmtliche  Bilder 
p^,  p^,  ...in  der  durch  das  Object  p  und  die  Axe  C,  (?,  , . .  bestimm- 
ten Ebene. 

Sind  ferner  von  einem  Punkte  P  der  Axe,  als  Object,  P^, 
Pj ,  ...  die  successiven  Bilder,  und  wird  'die  erste  brechende  Fläche 


von  P  C,   oder   der  Axe 
verhält  sich 

C,p 


i  pC^    in  d^  geschnitten, 


^^i 


p,c 


C,P 
''  PD, 


g.  P, 

P,-D,' 


indem  nach  demselben  Satze  jedes  dieser  beiden  Verhältnisse  dem 
Brechungsverhältnisse  beim  XJebergange  aus  dem  ewten  in  das  zweite 
Mittel  gleich  ist.  Nehmen  wir  hierbei  noch  an,  dass  P  eben  so 
weit  als  p  von  der  ersten  brechenden  Fläche  entfernt  ist  und  mit  p 
auf  einerlei  Seite  derselben  liegt,  dass  also  Pp  als  eine  auf  der 
Axe  perpendikulare  Linie  betrachtet  werden  kann,  so  sind,  wegen 
C,  (?,  =  C'i-Ö.i;  ^^  erate  und  das  dritte  GHed  jener  Proportion 
einander  gleich;  mithin  ist  auch  das  zweite  gleich  dem  vierten,  woraus 
umgekehrt  folgt,  dass  Pip^   ebenfalls  auf  der  Axe  perpendikular  ist. 
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Hieraus  aber  wird   auf  gleiche   Art   weiter  geschlossen,    dass   auch 
■PiPa  ^**'-  rechtwiiiklig  auf  der  Axe  stehen. 

Um  daher  die  succesaiven  Bilder  p^ ,  p^,  ...  dea  nicht  in  der 
Axe  begriffenen  Objects  p  zu  finden,  bestimme  man  zuerst  von  dem 
Fusspunkte  P  des  von  p  auf  die  Axe  zu  fällenden  Perpendikels  dio 
succeseiven  Bilder  P, ,  P^ ,  . . . ,  und  errichte  in  diesen  Punkten  in  der 
durch  p  und  die  Axe  zu  legenden  Ebene  Perpendikel  auf  der  Axe. 
Der  Dui-chschnitt  des  ersten  dieser  Perpendikel  mit  der  Geraden 
p  C|  giebt  alsdann  den  Punkt  p, ,  der  Durchschnitt  des  zweiten 
mit  jo,  C^   giebt  p^ ,    der  Durchschnitt    des    dritten  mit  p^  C,    giebt 


§.  13.  Der  eben  bemerkten  Conatruction  gemäss  wollen  wir  noch 
die  Verhültnisse ,  in  denen  die  kleinen  Linien  PiP^,  -Pji'ä,  etc.  zu 
Pp  stehen,  durch  den  Ort  von  P  und  die  Constanten,  durch  welche 
das  System  der  brechenden  Mittel  bestimmt  wird,  auszudrücken 
suchen. 

Indem  wir  diese  Linien,  von  denen  die  crsteren  als  die  suc- 
cessiven  Bilder  der  letzteren  Linie  Pp  zu  betrachten  sind,  resp. 
mit  Kj ,  x^,  ete.  und  x  bezeichnen,  verhält  sich  nach  jener  Con- 
atruction 1 

und  dieses  auch  den  Zeichen  nach.     Je  nachdem  nämlich  die  Rich- 
tungen von  C'^P   und  C^ -P^    einerlei,    oder   einander   entgegengesetzt 
sind,   haben  x  und  x,   einerlei,   oder   verschiedene  Zeichen,  und  es 
liegen  p  und  p,   auf  einerlei,  oder  verschiedenen  Seiten  der  Axe. 
Nach   (10)  ist  aber 

/?  =  C,  P,  .  G,C,   , 
befindlichen  Objecte  ^scin  Bild   zusammenfüllt 

,    .       C.P,        C.P 


PF, 

■  G.-P,  =, 

weil  mit  einem  i 

n  C, 

befindlich 

{§.  6);  tolglioh 

GiP,  —  G 

■  C, 

C,_F,- 

G,0, 

FF, 

und  daher 

(25) 

x:sc,  = 

und  el.cn  so 
(«) 

z,:x^  = 

{<••} 

x,:x,= 

P,F,_:  G,C,, 
P,F,:  0,0,  , 
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Es   folgt    ferner    aus  (10)    und  (13)   und   mit   Anwendung    der 
§.11  gebrauchten  Bezeichnung: 

PF,  .  G,P,  =F"F,  .  G,F^  ■ 
mithin  ist 

G,  F.  —  G,  P,       FF,  —  F'F. 


G,  F^  FF, 


und  ähnlicher  "Weise  (vergl.  die  Bemerkung  in  §,  10]: 
P,F,        PF'" 

Wf,-pf^'     ''"■ 

Hiernach  gieht  die  Zusammensetzung  der  Proportionen  (25)  vuid  (a) : 

x:x^  =  FF"  .  G,  JP,  :  G„  C,  .  G,  C,  ;  (25*) 

und  wenn  man  hiermit  die  Proportion  («')  verbindet: 

x:x^=:PF"'-  G,F^G"F,  :  G,C,-  G^C^-  G,C\,  u,  s.  w,     i25**) 

Zusatz.  Dass,  wie  diese  Proportionen  zu  erkennen  geben,  der 
Exponent  des  Verhältnisses  zwischen  dem  Ohj'ect  x  und  seinem  n-feti 
Bilde  ar„  dem  Abstände  PpW  des  Obj'ects  von  dem  zu  der  Reihe  der 
Ohjeete  und  der  n-ten  Bilderreihe  gehörigen  Brennpunkte  der  Ohjecte 
proportional  ist,  dies  kann  man  auch  aus  folgender  einfacher  Betrach- 
tung schHessen.  —  Durch  zwei  behebige  Punkte  P  und  Q.  der  Axe 
lege  man  zwei  in  einer  Ebene  enthaltene  und  die  Axe  rechtwinklig 
achneidende  Gerade  und  durch  JP(")  in  derselben  Ebene  und  unter 
einem  sehr  kleineu  Winkel  mit  der  Axe  eine  dritte  Gerade  l,  welche 
die  ersteren  beiden  resp.  inj)  und  q  schneide.     Hiernach  verhält  sich 

Pp:Qq  =  PFW  :  QPW. 

Nun  Mird  cm  Lichtstiahl,  weicher,  im  ersten  Mittel  befindlich, 
mit  7  zusammenfAllt  und  daher  die  Punkte  p,  g  und  i^'S'*)  triift,  nach 
n  Brechungen  durch  die  «-ten  Bilder  dieser  Punkte,  d.  i.  durch  ^n, 
j„  und  den  unendlich  entfeinten  Punkt  der  Axe  gehen.  Mithin  sind 
p^  und  j„  gleich  weit  von  dei  Axe  entfernt,  und  man  kann  folglich 
statt  vorigei  Proportion  auch  schreiben 


Pp    .    Qq 


:=PFW:QFW. 
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Hierdurch  aber,  und  wenn  man  noch  bemerkt,  dass  das  Ver- 
hältnias  des  Objects  Pp  zu  seinem  M-ten  Bilde  P^Pn  bloss  von  seinem 
Orte  P  in  der  Äxe,  nicht  aber  von  seiner  Grösse  Pp  abhängt,  ist 
die  Proportionalität  dieses  Verhältnisses  mit  PiK")  da]^ethan, 

§.  14.  Die  in  §.  13  entwickelten  Werthe  der  Verhältnisse  von 
X  zu  Xf,  x^,  etc.  lassen  sich  durch  Einführung  der  Brennweiten  noch 
sehr  vereinfachen.  Zu  dem  Ende  muss  aber  vorher  eine,  an  sich 
willkürliche,  Bestimmung  über  die  Vorzeichen  der  Brennweiten  ge- 
macht werden,  da  im  Bisherigen  stets  nur  die  Quadrate  der  Brenn- 
weiten in  Rechnung  kamen. 

Werde  demnach  in  Bezug  auf  zwei  nächstfolgende  Beihen,  der 
Formel  (9)  gemäss,  und  indem  man  unter  ym  die  positive  Qua- 
dratwurzel aus  m  versteht,  die  Brennweite 


ym 


DC= ^- CD 


gesetzt. 

Sei  femer,  nach  [16],  bei  drei  Reihen,  von  denen  die  dritte  un- 
mittelbar auf  die  zweite  folgt,  und  die  erste,  sei  es  unmittelbar,  oder 
nicht,  der  zweiten  vorangeht,  die  Brennweite  in  Bezug  auf  die  erste 
und  die  dritte  Reihe: 

Hiernach  und  mit  Rücksicht  auf  (6)  ist 


'^''^'^-fi^f"    ^■''■' 


G,F,  =  —  ■'J^fi  ,     e"t\ 


r  •       •"     /■"  ' 

(vgl.  §.  11),  wodurch,  nachdem  vorher  die  positive  Richtung  der  Axe 
festgesetzt  worden,  die  Vorzeichen  der  Abschnitte  G, (7,,  ...  G^F^,  ... 
der  Axe,  und  damit  die  der  Brennweiten/,,  . .  .  /",  . . .  bestimmt  sind. 
Hiermit,  und  wenn  man  noch  um  der  Kürze  willen 

(26)  rk"''''     yi;"''"'*"' 

setzt,  reduciren  sich  die  Proportionen  (25),   (25*),   (25**)  auf 
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a:  :  Ä,  =  F,P  r  ;[/,/,    ,         x  :  x^  =  F"P  :  fi./fj/"  , 
x:.'r,  =  F"'P:fi,fi,uJ"'  , 
und  man  liat  allgemein: 

:.:3.„=i^WP:^,^,  ...^„/(")  ,  (27) 

eine  zufolge  der  gemachten  Bestimmungen  auch  hinsichtlich  dei  Vor- 
zeichen gültige  Proportion.     Es  hat  nämlich  x^  mit  x  eineclei  Lage, 
oder  die  entgegengesetzte,  je  nachdem  F'^'^)P  undy'^"'  einerlei  Zeichen 
hahen,  oder  nicht. 
Weil  nach  (4) 

PPW.G(")P„  =/(")/(") 
ist,  so  kann  man  statt  (27)  auch  schreiben: 

x-.x^  =  /")  :  ^(,  .  .  .  ^i„  .  P„(?W  ,  (28) 

so  wie 

x:xn  =  l/K*^  :  u,  ....w„y'P„GW.  (29) 

§-  15.  Es  ist  ein  Grundgesetz  der  Dioptrik,  dass  das  Brechungs- 
verhältniss  m  :  i  in  Bezug  auf  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
durchsichtige  Mittel  sich  in  das  recipioke  i  :  m  verwandelt,  weim  die 
zwei  Mittel  in  umgekehrter  Folge  vom  Lichte  durchgangen  werden, 
und  dass  daJier  der  gebrochene  Weg  eines  durch  zwei  oder  mehrere 
Mittel  gehenden  Strahles  zugleich  als  Weg  einem  Strahle  dienen 
kann,  der  die  Mittel  nach  entgegengesetzter  E,ichtung  durchgeht. 

Wenn  daher  bei  n  -\-  i  auf  einander  folgenden  Mitteln  von  den 
noch  im  ersten  Mittel  befindlichen  Strahlen  ein  Object  x  an  der 
Stelle  P  der  Axe  formht  wird,  und  dadurch  im  letzten  Mittel  ein 
Bild  %  in  P„  entsteht,  so  wird,  wenn  wir  daa  Licht  die  n  +  i  Mittel 
in  umgekehrter  Folge  durchgehend  annehmen,  von  Strahlen,  welche, 
im  letzten  Mittel  befindlich,  ein  Object  x„  in  P„  erzeugen,  nach  ihrer 
Ankunft  im  ersten  Mittel  ein  Bild  ai  in  P  hervorgebracht  werden. 
Dabei  werden  die  auf  die  zwei  äussersten  Mittel  oder  Reihen  sich 
beziehenden  Brennpunkte  dieselben  geblieben  sein,  nur  mit  Vertau- 
achung  ihrer  Namen,  nämlich  GW  wird  jetzt  der  Brennpunkt  der 
Objecte,  und  Pf")  der  der  Bilder  sein.  Statt  der  Brechungs Verhält- 
nisse aher  und  der  von  ihnen  abhängigen  Zahlen  fj.,,  fi^,  -.-/*»  wird 
man  die  Eeciproken  in  umgekehrter  Folge  zu  setzen  haben.  Be- 
zeichnet man  daher  noch  die  Brennweite  in  Bezug  auf  die  jetzige 
Reihe  von  Objecten  im  letzten  Mittel  und  die  letzte  Bilderreihe  im 
ersten  Mittel  schlechthin  mit  /,  so  wird  sich  nach  (27)  verhalten : 
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(27*1  x^:x  =  G(")P„  :    — — — — -^  -f. 

Zunächst  folgt  hieraus  in  Verbindung  mit  (28),  dass  _/ mit /(") 
einerlei  absohrten  Werth  hat.  Setzen  wir  ferner,  dass  das  Licht  auf 
seinem  Wege  vom  ersten  zum  letzten  Mittel  etwa  zuerst  durch  P„ 
und  dann  durch  GC")  gehe,  und  dass  daher  J*„(?'"'  seine  Richtung 
ausdrücke,  also  G^'^^P^  seine  Richtung  auf  dem  nachherigen  ent- 
gegengesetzten Wege,  und  nehmen  wir  in  dem  einen  Falle,  wie  im 
anderen,  die  positive  Richtung  der  Axe  übereinstimmend  mit  der  des 
Lichtes  an,  so  sind  P„G'("J  in  (28)  und  e("*P„  in  (27*)  beide  positiv, 
_/("*  und  f  haben  folglich  einerlei  Zeichen,  und  wir  achliessen  nach 
diesem  Allen ; 

Die  irgend  zwei  Mitteln  oder  Reihen  zukommende  Brennweite  ist 
nicht  allein  ihrem  absoluten  Werthe,  sondern  auch  ihrem  Zeichen  nach 
die  nämliche,  mag  das  lÄcht  nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung 
die  Mittel  durchgehen,  dafem  nur  zwr  positiven  Richtung  der  Axe 
stets  die  Richtung  des  Lichts  {oder  stets  die  entgegengesetzte)  genommen 
toird. 

§.  16.  Sind  Q,  p,,  Pj  irgend  drei  Reihen  in  der  Ordnung,  in 
welcher  sie  nach  einander,  wenn  auch  nicht  unmittelbar,  gebildet 
werden,  bezeichnet  man  die  Bilder  dieser  drei  Reihen  und  die  Ele- 
mente für  je  zwei  derselben  eben  so,  wie  in  §.  10  und  §.  11,  wo  die 
drei  Reihen  unmittelbar  auf  einander  folgten,  und  bedeuten  M^  und 
M^  die  Producte  aus  den  Zahlen  /.i  in  Bezug  auf  die  von  q  bis  q, 
und  von  g,  bis  g^  statthabenden  Brechungen,  so  verhält  sich 
nach  (27) 

x:x,=  F,P :  M, ./,  ,         x,  :  a:^  =  F^F^  :  M^ ./, 
und 

x-.x^  =  F"P:  M,.M^.f"  , 
folglich 

F.P.F^F^  ■.f,.f^  =  F"F:f". 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (ä)  in  §.  Vi,  welche  zufo^e  ihrer  Her- 
leitung für  irgend  drei  nach  einander  folgende  Reihen  ^,  p,,  p,  gelten 
muss,  reducirt  sich  aber  die  letztere  Proportion  auf 

und  wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Gleichung 
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mittelst  welcher  in  §.  14  unter  dei  Voran esetzung,  dass  q^  mimittel- 
bar  auf  j),  folgte,  durch  die  Elemente  der  Reihen  paare  4»,  q,  und  p,, 
ßj  die  Brennweite  des  ßeihenpaares  p,  ßj  nicht  bloss  ihrem  absoluten 
Werthe,  sondern  auch  ihrem  Zeichen  nach  definirt  wurde,  auch 
dann  noch  besteht,  wenn  ^,  und  ^^  zwei  nicht  unmittelbai'  auf  ein- 
ander folgende  Reihen  sind. 

Wir  können  hieraus  weiter  folgern,  dass  die  Bemerkung,  welche 
in  §.  10  über  die  verschiedenen  Arten  hinzugefügt  wurde,  nach  denen 
aus  den  Elementen  für  je  zwei  nächstfolgende  Reihen  die  Elemente 
für  die  erste  und  die  letzte  Reihe  gefunden  werden  können,  ■wört- 
lich auch  dann  anwendbar  ist,  wenn  als  jedesmaliges  drittes  Ele- 
ment nicht  das  Quadrat  der  Brennweite,  sondern  sie  selbst  mit  dem 
ihr  gehörigen  Zeichen  genommen  wh-d. 

Um  dieses  noch  an  dem  einfachsten  Beispiele,  an  vier  nächst- 
folgenden Reihen  q^,  q,,  q^,  q^  zu  erläutern,  so  ist,  wenn  wir  leich- 
teren Verständnisses  willen  die  drei  Elemente  in  Bezug  auf  die  Reihen 
!7j  und  Q/^  mit  l'^^,   0;^,^;;^  bezeichnen,  das  eine  Mal 


&,,-F,,  ' 

imd  daher 

/.. 

"        0,,F„        G,,F,,.0„F, 

(las  andere  Mal 

und  daher 

/., 

/;,./.          /.v-/.;.% 

woraus   zugleich   noch   die  Relation  zwischen  den  Bj'ennpunkten  bei 
einem  System  von  vier  Reilien 

<^\iF^^.G,,F,^^  G,,F,,.G\,F^^ 
hervorgeht. 


Eigenschaften  eines  Systems  von  LinsenglJlseni. 

§.17.  In  der  Praxis  kommt  fast  ausschliesslich  nur  der  Fall 
in  Betracht,  dass  das  erste,  dritte,  fünfte,  etc.  Mittel  atmosphärische 
Luft,  das  zweite,  vierte,  sechste,  etc.  aber  durchsichtige  feste  Körper 
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sind,  die  man  wegen  ihrer  von  zwei  Stücken  von  Kugelflächcn  be- 
grenzten Fonn  Linsen  oder  Linsengläser  nennt.  Weil  bei  einem 
solchen  Systeme  von  Mitteln  nur  diejenigen  Bilder  wahrgenommen 
werden  können,  welche  von  Objecten  der  ersten  Luftschicht  in  den 
folgenden  Luftechichten,  also  im  dritten,  fünften,  etc.  Mittel,  erzeugt 
werden,  so  wollen  wir,  um  die  Wirkungen  eines  solchen  Systems  zu 
berechnen,  damit  anfangen,  dass  wir  das  zweite,  vierte,  etc.  Mittel  zu 
eliminiren,  d.  h.  (§.  10,  Zus.  5)  die  Elemente  für  je  zwei  nächst- 
folgende Luftschichten,  welche  im  Folgenden  die  Elemente  der 
Linse  selbst  heissen,  die  zwischen  den  zwei  Luftschichten  begriifen  ist, 
zu  bestimmen  suchen.  Wir  stellen  uns  daher  zunächst  die  Aufgabe : 
Aus  der  Form  und  der  ßrecliungskraft  einer  lÄnse  die  drei 
Mlemenie  derselben  zu  finden. 

Seien  C  und  C  die  Mittelpunkte  der  Kugelflächen,  von  denen 
die  vordere  und  die  hintere  Fläche  der  Linse  Theile  sind;  D  und 
D'  die  Durchschnitte  der  vorderen  und  der  hinteren  Fläche  mit  GC 
oder  der  Axe  der  Linse;  m :  i  und  m' :  i  =  i  :  m  die  Brechungs- 
verhältüisse  beim  Uebergange  des  Lichts  aus  der  Luft  in  die  Linse 
und  aus  der  Linse  in  die  Luft.  Endlich  seien  die  drei  Elemente 
für  die  vordere  Luftschicht  und  die  Linsenmasse  gleich  F,  G,f;  für 
die  Liusenmasse  und  die  hintere  Luftschicht  gleich  F',  G',  f;  und 
die  gesuchten  für  die  Linse  selbst  gleich  F„  G,,/,.  Nach  den  Formeln 
(5)  und  nach  der  Bestimmung  in  §.   14  ist  alsdann ; 


und  nach  (\'ö),  (14)  und  (IG)  mit  Rücksiebt  auf  §.   14 

F,  F .  GF'  :=p  ,       GF' .  G'G,  =/"■  ,       f.  =  -ff-^-  . 
Hieraus  folgt,  wenn  wir 

DI)'  =  d,         DG=r    und     C  D' =  r' 

setzen,  d.  h.  die  Dicke  der  Linse  mit  d  und  die  Krümmungshalb- 
messer ihrer  vordeien  und  ihrer  hinteren  Fläche  mit  r  und  r'  be- 
zeichnen   und    diese   Halbmesser    positiv    nehmen,   wenn    die   Linse 
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convex-conyex  istr 

F'G^F'T)'  +  D'D  +  De=~- 


J^r.    r=J^ 


F:D  =  F,F+FD  =  —  vJ',r  H '- 

'  '  F  Cr       m  - 


~i)d 


D'0,  =  D'G'  - 


m  (r  +  r 

1  — I       F'G 

»■(,■  +  !■ 

1              l"^             ' ' 

(31) 


Hiermit  aber  sind  die  Abstände  der  beiden  Brennpunkte  F,  und 
G^  Ton  resp.  der  vorderen  Und  der  hinteren  Fläche  der  Linse  und  die 
Brennweite  f^,  also  sämmtliche  drei  Elemente  der  Linse,  durch  die 
die  Form  der  Linse  bestimmenden  Linien  d,  r,  r'  und  durch  das 
Brechungsverhältniss  m  :  i  ausgedrückt,  wie  verlangt  wurde,  ge- 
funden. 

§.  18.  Nachdem  auf  solche  Weise  für  jede  Linse  des  Systems 
einzeln  die  drei  Elemente  bestimmt  worden,  hat  man,  etwa  nach  den 
in§.  II  entwickelten  Formen  [17},  (20),  (H),  (23),  (24),  worin  jetzt 
F,,  G^,ft  als  die  Elemente  der  ersten  Linse;  F^,  G^,  f^  als  die  der 
zweiten,  u.  s.  w,  zu  nehmen  sind,  die  Elemente  F^"\  (?("),_/<'')  des 
ganzen  Systems,  d.  i.  die  Elemente  in  Bezug  auf  die  zwei  Reihen  in 
der  ersten  und  der  letzt,en  Luftschicht,  zu  berechnen,  worauf  sich 
zuletzt  für  jedes  seinem  Oite  F  und  seiner  Grösse  x  nach  gegebene 
Object  der  Ort  P„  und  die  Grösse  a:„  des  durch  das  Linsensystem 
hervorgebrachten  Bildes  mittelst  der  Proportionen  (27),  ['2S),  (29), 
welche  sich  gegenwärtig  auf 

p(n)p.j(n)  =f(n)  .  p^  Q{n)  ^  |/^«p  .  yp^ßiy^  ^  x  :  x^      (33) 

reduciren,  bestimmen  lassen.   Denn  weil  jetzt  das  eiste,  dritte,  fünfte, 
etc.  und  letzte  Mittel  Luftschichten,   also  sämmtlich  von  gleicher  Be- 
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Bchaifenheit    sind,    so    ist  zufolge  des  in  §.   15  gedachten  Gesetzes  in 
jenen  Propoitioiieu 

mithin  auch  das  Product 


da  die  Zahl  seiner  Factoren  gleich  der  Zahl  der  BiecliungLii,  gleich 
der  doppelten  Zahl  der  Linsen,  und  daher  gerade  ist. 

Bei  einem  Systeme  von  Linsengläsern  ist  demnach  das  VerhSlt- 
niss  des  Abstandes  des  Objecis  vom  Brennpunkte  der  Ohjeci-e  sur  Brenn- 
weite, und  das  nach  §.  8  ihm  gleiche  Verhältniss  der  Brennweit^e  zum 
Aistande  des  Brennpunkts  der  Bilder  vom  Bilde,  also  auch  das  diesen 
Verhältnissen  gleiche  zwischen  den  Quadratvmrzeln  aus  den  zwei  ge- 
nannten Abständen,  dem  Verhältnisse  zwischen  den  auf  dpr  Axe  nor- 
malen Dimensionen  des  Ohjects  und  des  Bildes  gleich. 


Von  FerurÖlireü, 

§.  19.  Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  noch  die  Eigen- 
schaften der  Fernröhre,  d.  i.  solcher  Linseusysteme,  bei  welchen  pa- 
rallel auf  die  erste  Linse  fallende  Strahlen  von  der  letzten  Linse 
parallel  imter  sich  wieder  ausfahren,  und  wo  daher  das  Bild  eines 
unendlich  entfernten  Objects  gleichfalls  unendlich  entfernt  liegt. 
Deshalb  und  dem  Begriffe  der  Brennpunkte  geraäse  ist  bei  einem 
Fernrohr  der  eine  Brennpunkt,  und  damit  auch  der  andere,  unend- 
lich entfernt;  seine  Brennweite  aber  ist  unendlich  gross,  indem  nur 
dann  zufolge  der  Grundformel  (4)  beide  Brennpunkte  unendlich  ent- 
fernt liegen  können. 

Da  hiemach  hei  einem  Femrohr  die  Brennpunkte  und  Brenn- 
weite desselben  zur  Rechnung  nicht  tauglich  sind,  so  wollen  wir 
uns  seine  Linsen  in  zwei  Systeme  zunächst  auf  einander  folgender 
Linsen  zerlegt  denken,  welches,  wenn  n  die  Anzahl  aller  Linsen  ist, 
auf  n  —  1  verschiedene  Arten  geschehen  kann.  Dasjenige  der  beiden 
Systeme,  welches  vom  Lichte  zuerst  durchgangen  wird,  heisse  das  Ob- 
jeetivsystem,  das  andere  dasOcularsystem.  Unter  der  Voraussetz- 
ung, dasa  nicht  das  eine,  und  damit  auch  nicht  das  andere  von  beiden, 
ein  Fernrohr  für  eich  ist,  heissen  F^ ,  (?,, ,  f^  die  Elemente  des  Ob- 
jectivsystems  und  F^,  G^,  f^  die  Elemente  des  Oculai-systems.  Sei 
ferner  dae  vom  Objecte  P  durch  das  erstere  System  gemachte  Bild 
P,,  und  das  von  P,  durch  das  letztere  System,  also  auch  das  von  P 
durch  das  Fernrohr  selbst  ei-zeugte  Bild  P^,  so  hat  man 
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PF,  ■0,P,=f\  ,         P,F^  -G^P^^fl  ,  («) 

und  es  verhält  sich  nach   (33),  wenn   x,  x^,  x^  die  auf  der  Axe  nor- 
malen Durchmesser  von  P,   P„  P^  bedeuten: 

x:x,^F,P:f,   ,  Äi:a:,  =/,;.?,(?,   .  [l) 

Ist  nun  P  unendlich  entfernt,  so  fällt  P^  in  G^ ;  und  weil  als- 
dann —  nach  der  Natur  des  Fernrohrs  —  auch  P^  unendlich  ent- 
fernt liegt,  so  mu8s  Pj  gleichzeitig  in  F^  fallen.  Mithin  sind  G^  und 
F^  zwei,  coincidirende  Punkte,  folglich 

G,i>  =—  P^F^  , 
wodurch  aus  den  Gleichungen  («)  in  Verbindung  die  Proportion 

F,P:G^P^=f\:f\  (3-i) 

lliesst.     Es   verhält  sich  daher  auch,   wenn   Q  und  Q^   zwei  andere 
a]s  Object  und  Bild  zusammengehörige  Punkte  der  Äxe  sizid: 

PCl-.P,Q,=r,:n.  (35) 

Die  Proportion  (34),  mit  den  zwei  Proportionen  [5J  zusammen- 
gesetzt, giebt 

=;:»•,  =  -/,:/,,  (SC) 

Ist  das  Object  P,  und  daher  auch  sein  Bild  P^,  unendlich  ent- 
fernt, so  verhalten  sich,  wenn  0  den  Ort  des  in  die  Axe  hinter  die 
letate  Linse  gehraclitcn  Auges  bezeichnet,  die  sclieinbaren  Dnrcli- 
c  beider 


OP'  OP^  F,P'  G^P^   ' 

weil  alsdann  OF^  und  OG^  gegen  OP  und  OP^  verschwindend  klein 
sind.  Das  letztere  Verhältniss  aber  reducirt  sich  mittelst  (34)  und 
(36)   .„f  -/,  :/,. 

Die  Haupteigenschaften  eines  Fernrohrs  lassen  sich  hier- 
nach in  folgenden  Sätzen  zusammenfassen: 

1)  Wie  OMch  das  System  von  lAnsen,  welche  ein  Fernrohr  bilden, 
in  ein  Objectiv-  und  ein  Oaelarst/stem  zerlegt  werden  mag,  so  coinci- 
dirt  immer  der  Brennpunkt  der  Objecte  des  letzteren  mit  dem  Brenn- 
punkte der  Bilder  des  ersteren  Systems. 

2]  Die  Brennweiten  beider  Systeme  stehen  bei  demselben  Fernrohre 
stets  in  demselben  Verhältnisse,  da  das  dem  Quotienten  — /j  :  /^  nach 
(36)  gleiche  Verhältnias  x:x^  von  der  Zerlegung  unabhängig  ist. 
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3)  Das  hiernach  constante  VerhäUniss  der  Brennweite  d 
Systems  zu  der  Brennweite  des  Ocularsystems  =  c :  i  gesetzt,  sind  die 
in  der  Axe  hegriffenen  zwei  Reihen  von  Qhjecten  und  deren  letzten 
Bilde}-n  in  dem  Verhältnisse  oc  :  i  (35)  einander  ähnlich  und  von  einerlei 
Bichtung.  Dabei  fällt  das  Bild  in  den  Brennpunkt  der  Bildet'  eines 
der  Ocularsysteme,  wenn  das  Ohj'ect  im  Brennpunkte  der  Ohjecte  des 
zugehörigen  Ohjectivsystema  ist  (34). 

4)  Die  nach  einer  auf  der  Aze  normalen  Richtung  geschätzten 
wahren  Grössen  des  Objects  und  des  Bildes  verhalten  sich  wie  —  c :  i 
(36).  Bei  einem  Femrohr  ist  daher  die  Grösse  des  Bildes  bloss  von 
der  Grösse  des  Ohj'ects,  nicht  auch  von  desseii  Orte  in  der  Axe  ab- 
hängig. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  eines  Fernrohrs  erklärt  sich  sehr 
einfach  auch  dai^aiis,  dass  ein  auf  die  erste  Linse  parallel  mit  der 
Axe  fallender  Strahl  von  der  letzten  Linse  parallel  mit  der  Axe 
wieder  ausgeht.  Denn  sind  p^  und  q^  die  letzten  Bilder  zweier 
ausserhalb  der  Axe  hefindlicher  Ohjecte  p  und  q,  so  wird  ein  dui-ch 
p  und  q  zT^leich  gehender  einfallender  Strahl  nach  seiner  letzten 
Brechung  die  Punkte  ^j  und  q^  treffen,  imd  es  wird  folglich,  wenn 
pq  parallel  mit  der  Axe  ist,  dasselbe  auch  p^q^  sein.  Alsdann  ist 
aber 

Pp  ^  Qq     und    PjPs  ^  ÖjSä  ■ 
wo  P,  . .  Qj  die  Fusspunkte  der  von  p,  . .  q^  auf  die   Axe  gefällten 
Perpendikel  bedeuten.    Wird  folglich  das  Object  Pp  parallel  mit  der 
Axe  von  P  nach  Q  gerückt,  so  bewegt  sich  sein  Bild  P^p^  parallel 
mit  der  Axe  und  ohne  seine  Grosse  zu  ändern  von  P^  nach  Q^  . 

Man  kann  hierbei  noch  bemerken,  dass  sich  in  den  zwei  Recht- 
ecken Pq  und  P.jj  die  Grundlinien 

PQ:P^Q^=cc:i 
und  die  Höhen 

Pp:P^p^  =  ^c-.  1    , 
also  die  Grundlinien  wie  die  Quadrate  der  Höhen  verhalten. 

5)  Die  scheinbaren  Grössen  des  Objects  und  des  Bildes  verhalten 
sich,  wenn  das  eine,  und  damit  auch  das  andere,  unendlich  entfernt  ist, 
wie  —  I  :  e.  Die  Constante  c  drückt  daher  zugleich  die  Vergrösse- 
rungszahl  des  Fernrohrs  aus,  wenn  durch  dasselbe  ein  unendlich  fernes 
Object  vergrössert  erscheint. 

Im  geg entheiligen  Falle  hat  man  nur  das  Fernrohr-  umzukehren 
als  wodurch  sich  c  in  i  :  c  und  damit  die  vorherige  Verkleinerung 
in  eine  eben  so  vielmalige  Vergrösserung  verwandelt.    Vei^l.  §.  15. 
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§.  20.  Schlussbemeikungen,  Nach  §.  7  ist  eine  Reihe  von 
Objecten,  welche  in  den  Axe  liegen,  mit  jeder  der  darauf  folgenden 
und  gleichfalls  in  der  Axe  begriffenen  Bilderreihen  coUinear  ver- 
wandt. Dieselbe  Verwandtschaft  erstreckt  sich  aber  auch  auf  alle 
ausser  der  Axe,  jedoch  ihr  sehr  nahe  liegenden  Objecte  und  deren 
Bilder,  wie  schon  daraus  gefolgert  werden  kann,  dass,  wenn  drei 
Objecte  in  einer  gegen  die  Axe  nur  wenig  geneigten  Geraden  liegen, 
ein  Lichtstrahl,  welcher  die  Lage  dieser  Geraden  hat,  nach  seiner 
ein-  oder  mehrmaligen  Brechung  immer  auch  die  drei  Bilder  jener 
Objecte  in  jedem  der  nachfolgenden  Bildersysteme  treffen  wird,  und 
dass  die  Collineationsverwandtschaft  zweier  ebenen  oder  im  Baume 
überhaupt  enthaltenen  Systeme  von  Punkten  als  darin  bestehend 
sich  definiren  lässt,  dass  von  je  drei  Punkten  des  einen  Systems, 
welche  in  einer  Geraden  Hegen,  die  entsprechenden  Punkte  des  an- 
deren gleichfalls  in  einer  Geraden  begriffen  sind. 

Bei  der  Collineationsverwandtschaft  zwischen  Ohjecten  und  deren 
Bildern  tritt  aber  noch  die  aus  §.  J2  leicht  zu  erkennende  Modifica- 
tion  hinzu,  dass  von  einem  Systeme  von  Ohjecten,  welches  in  einer 
auf  der  Axe  normalen  Ebene  begriffen  ist,  auch  jedes  entsprechende 
Bildersystem  sich  in  einer  die  Axe  rechtwinklig  schneidenden  Ebene 
befindet,  dem  ersteren  ähnlich  ist  und  eine  ähnliche  Lage  hat,  so 
dass  alle  die  Geraden,  welche  die  als  Object  und  Bild  einander  ent- 
sprechenden Punkte  beider  Systeme  verbinden,  sich  in  einem  Punkte, 
dem  Aehnlichkeitsp unkte  der  Systeme,  schneiden. 

Bei  einem  Femrohr  findet  zwischen  den  Ohjecten  und  deren 
letzten  Bildern  eine  noch  engere  Verwandtschaft  statt.  Denn  ausser 
der  vorhin  gedachten  Aehnlichkeit  und  ähnhchen  Lage  zweier  ein- 
ander entsprechender  ebener  und  auf  der  Axe  nor-maler  Systeme,  sind 
hier  die  in  der  Axe  selbst  enthaltenen  Reihen  von  Ohjecten  und 
deren  letzten  Bildern  einander,  ähnlich,  was  übrigens  auch  daraus 
erhellet,  dass  die  Collineationsverwandtschaft  zweier  geradliniger 
Systeme  in  Aehnlichkeit  übergeht,  wenn,  wie  beim  Fernrohr,  dem 
unendlich  entfernten  Punkte  des  einen  Systems  der  unendlich  ent- 
fernte des  anderen  entspricht.  Wegen  dieser  doppelten  Aehnlichkeit 
aber,  das  eine  Mal  nach  jeder  auf  der  Axe  perpendikulareu  Rich- 
tung, und  das  andere  Mal  nach  der  mit  ihr  parallelen  Richtung,  und 
weil  die  Exponenten  der  einen  und  der  anderen  Aehnhchkeit  ( —  c 
und  cc),  im  Allgemeinen  wenigstens,  von  einander  verschieden  siud, 
besteht  zwischen  beiden  Systemen  dio  schon  von  Euler  bemerkte  und 
von  ihm  Affinität  genannte  Verwandtschaft  {Baryij.  Calo.  S.  195). "•) 

'j  [Ges.  "Werke,  I.  Bd.  S,  180.] 
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Als  Anhang  will  ich  noch  eine  tmi  die  Propoitiouen  (33)  sich 
gründende  Construction  hinzufügen,  mittelst  welcher  man,  wenn  bei 
einem  Linaensystem  in  Bezug  auf  das  System  der  Objecte  und  ein 
System  der  Bilder  die  Brennpunkte  F  und  G  der  Objecte  und  der 
Jiilder  und  die  Brennweite  /  gegeben  sind,  für  jedes  Object  sein 
Bild  finden  kann. 

In  einer  durch  die  Gerade  FG  oder  die  Axe  gelegten  Ebene 
errichte  man  auf  der  Axe  und  auf  einerlei  Seite  derselben  die  Per- 
pendikel 

FF'=  GG'=f  , 
so  ist  von  einem  in  der  Axe  gelegenen  Objecte  P  sein  Bild  P,  der 
Durchschnitt  der  Axe  mit  dem  von  G'  auf  PF'  gefällten  Perpen- 
dikel; oder,  was  dasselbe  sagt:  man  beschreibe  um  i^'Cr'  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  und  es  werden  die  von  irgend  einem  Punkte  X 
dieses  Kreises  nach  F'  und  G'  gezogenen  Geraden  die  Axe  in  zu- 
sammengehörigen Oei-tern  P  und  P,  treffen.  —  Fallt  P  in  einen  der 
beiden  Durchschnitte  des  Kreises  mit  der  Axe,  dafern  anders  diese 
Durchschnitte  statthaben,  so  ist  P.  mit  P  identisch. 


Indem  wir  ferner  P(?  positiv,  oder  negativ  nehmen,  je  nachdem 
FG,  oder  GF  die  Richtung  des  Lichtes  ist,  sei  U  einer  der  beiden 
Endpunkte  des  auf  PG  perpendikularen  Kreisdru-chmessers,  und  zwar 
der  der  Axe  näher  Hegende  Endpunkt,  oder  der  von  ihr  entferntere, 
je  nachdem  FG  undy  einerlei,  oder  verschiedene  Zeichen  haben. 
Alsdann  wird  die  Gerade  XH  der  Axe  im  Aehnlichkeitspunkte  S 
des  durch  die  Geraden  XF'  und  XG'  in  der  Axe  bestimmten  Ob- 
jects  P  und  Bildes  P,  begegnen,  so  dass,  wenn  man  durch  Pund  P, 
zwei  die  Axe  rechtwinklig  schneidende  Ebenen  legt,  jede  durch  S 
gezogene  Gerade  diese  Ebenen  in  zwei  als  Object  und  Bild  zusam- 
mengehörigen Punkten  p  und  ju,  treffen  wird. 
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Geometrische  Entwickelmig 

der  Eigenschaften  unendlich  dünner 

Strahlenbündel. 


tBeridite  ober  die   Verhandlungen   der  K.    S,  Gesellschaft  der  WissenscliafLcn   7.\\ 
Leipzig.  Mathem.-physiso!ie  Classe,   Bd.  14,   S.  1—1 6.     Sitzung  am  15.  Möra  1862.] 
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Herr  E.  E.  Kummer  hat  im  57.  Bande  des  Borchardt-CrelU- 
schen  Journals  eine  durch  die  Allgemeinheit  der  Darstellung  und 
durch  den  Reichthum  ihres  Inhalts  gleich  ausgezeichnete  Abhand- 
lung über  geradlinige  Strahlensysteme  veröifenthcht.  Im  Eingänge 
zu  derselben  bemerkt  er,  dass  zur  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
die  Optik  den  ersten  Anstose  gegeben  habe,  dass  man  sich  deshalb 
bisher  fast  nur  auf  solche  Strahlensysteme  beschränkt  habe,  wo  alle 
Strahlen  als  Normalen  einer  Fläche  auftreten,  und  daes  zuerst  Ha- 
milton in  seiner  im  IC.  Bande  der  Transactions  of  the  JRoyal  Irish 
Academy  erschienenen  Abhandlung,  obgleich  noch  immer  von  phy- 
sikalischen Principien  ausgehend,  die  allgemeineren  geometrischen 
Eigenschaften  der  Strahlensysteme  entwickelt  habe.  Diese  von  Ha- 
milton gegebene  Theorie  habe  er  {Hr.  Kummer)  in  seiner  Abhand- 
lung, durch  eine  neue  Begründung,  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  anzueignen  und  in  mehreren  wesentlichen  Punkten  zu  ver- 
vollständigen gesucht. 

Der  Calcul,  dessen  sich  Kummer  zu  diesem  Zwecke  bedient, 
ist  demjenigen  nahe  verwandt,  welchen  Gauss  in  der  Abhand- 
lung Disquisitiones  generale«  circa  superficies  curvas  angewendet  hat 
und  dürfte  hinsichtlich  der  analytischen  Eleganz  Nichts  zu  wün- 
schen übi-^  lassen.  Es  scheint  mir  aber,  dass  sich  der  in  Rede  ste- 
hende Gegenstand,  ohne  dass  seiner  Allgemeinheit  in  etwas  Abbruch 
geschieht,  um  einen  guten  Theil  einfacher  und  anschaulicher  be- 
handeln lasse,  wenn  man  statt  des  Calculs  einige  geometrische 
Betrachtungen  zu  Hülfe  nimmt,  und  insbesondere  von  einet  rein  geo- 
metrischen Definition  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  aus- 
geht. Die  Darlegung  dieser  Betrachtungen  und  die  damit  zu  be- 
werkstelligende Entwickelung  der  Eigenschaften  unendlich  dünner 
StraMenbündel ,  als  mit  denen  sich  der  grösBere  Theil  der  Kum- 
mer'schen  Abhandlung  beschäftigt,  und  aus  welchen  die  Eigen- 
schaften ganzer  Strahlensysteme   ohne  weitere  Rechntmg  fliessen,  — 
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dies  bildet  den  Inhalt  des  vorliegenden  Aufsatzes,  welcher  daher 
keine  neuen  Resultate  enthalt,  sondei^n  nur  die  Form  der  Darstel- 
lung, einige  rein  geometrische  Folgerungen,  und  etwa  noch  die 
Gleichungen  (5)  und  (6}  in  §,  9  nud  §.  1 1  als  dem  Verfasser  gehörig 
beansprucht. 

§.  1.  Soll  ein  Strahlensy stein  den  ganzen  Kaum  füllen,  und 
soll  dieses  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  geschehen,  so  muss  jeder 
Punkt  des  Raumes  von  einem  Strahle  des  Systems,  und  —  im  All- 
gemeinen wenigstens  ~  nur  von  einem,  getroffen  werden,  und  es 
müssen  alle  Strahlen,  welche  eine  beliebig  im  Räume  gezogene  stetige 
Linie  p  treffen,  eine  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugte 
stetige  Fläche  bUden.  Wird  diese  Fläche  von  irgend  einer  anderen 
Fläche  in  der  Linie  p,  geschnitten,  so  wird,  wenn  p  eine  in  sich 
zurücklaufende,  sich  nicht  schneidende  Linie  ist,  auch  die  Linie  p^, 
ohne  sich  zu  schneiden,  in  sich  zurückkehren,  und  wenn  in  diesem 
Falle  alle  Sehnen  der  Linie  p  unendlich  klein  sind,  so  werden  es 
anch  alle  Sehnen  von  p^  sein.  Wir  können  alsdann  die  Linien  p 
und^, ,  wegen  ihrer  unendlichen  Kleinheit,  als  in  zwei  Ebenen  e 
und  f,  begriffen  annehmen,  und  wenn  e  und  e^  die  von  p  und  p, 
umschlossenen  Elementar theile  dieser  Ebenen  bezeichnen,  so  wird 
jeder  die  Fläche  e  treffende  Strahl  auch  die  Fläche  e,  schneiden. 

Indem  wir  daher  die  zwei  Durchschnitte  eines  Strahles  mit  den 
Ebenen  e  und  b,  zwei  einander  entsprechende  Punkte  von  s  und  e, 
nennen,  wird  jedem  Punkte  der  Ciirve  p  ein  Punkt  der  Curve  ^,, 
jedem  Punkte  der  Fläche  e  ein  Punkt  der  Fläche  e, ,  und  jeder 
geradlinigen  Sehne  von  p  eine  geradlinige  Sehne  von  p,  ent- 
sprechen; letzteres  deshalb,  weil  wir  uns  diese  zwei  Sehnen  als  ent- 
sprechende Elementai-theile  zweier  in  e  und  e,,  begriffenen  und  ein- 
ander entsprechenden  Linien  denken  können,  von  denen,  wenn  die 
Krümmirng  der  einen  eine  endliche  ist,  auch  die  andere  im  Allge- 
meinen eine  endhche  Kmmmiing  haben  wird.  Von  je  drei  in  einer 
Geraden  li^enden  Punkten  der  Fläche  e  liegen  daher  auch  die  drei 
ihnen  in  e,  entsprechenden  in  einer  Geraden,  rmd  es  entsprechen 
eich  daher  die  Punkte  dieser  zwei  Flächen  demente  nach  dem  Ge- 
setze der  Collineation. 

Sie  werden  sich  aber  zugleich  nach  dem  Gesetze  der  engeren 
Verwandtschaft  der  Affinität  entsprechen,  so  dasa,  wenn  P,  Q,  R 
drei  in  einer  Geraden  enthaltene  i'unktc  des  einen  Flächen elements 
sind,  die  drei  ihnen  entsprechenden  Punkte  P, ,  Q, ,  P,  des  anderen 
nicht  nur  ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen,  sondern  dass  sich  auch 
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P^Q,:Q,ß,  =^PQ:QJt 
verhält  [Baryo.  Calc.  §.  149,  c),  AVerke  Bd.  I,  S.  183),  —  weil  über- 
haupt, wenn  die  Punkte  einer  Ehene  zu  denen  einer  anderen  Ebene  in 
der  Verwandtschaft  der  Collineation  stehen,  von  je  zwei  einander  ent- 
sprechenden Elem entartheilen  der  beiden  Ebenen  die  Punkte  des  einen 
Theila  und  die  entsprechenden  des  anderen  immer  auch  zwei  affine 
Systeme  von  Punkten  sind. 

§■  2.  Der  Inbegriff  aller  derjenigen  Strahlen  des  den  ganzen 
Raum  stetig  ausfüllenden  Systems,  welche  von  der  in  sich  zurück- 
laufenden Linie  p,  und  damit  auch  von  p^ ,  umfasst  werden,  dieses 
unendlich  dünne  "Bündel  von  Strahlen  ist  der  Gegenstand  der 
nachfolgenden  Untersuchungen,  Um  uns  dieselben  möglichst  zu  er- 
leichtern, wollen  wir  die  zwei  Ebenen  e  und  e,,  in  denen  p  und  j>, 
enthalten  sind,  einander  parallel  annehmen;  wir  wollen  femer  das 
zwischen  den  Punkten  innerhalb  p  und  denen  innerhalb  />[  herr- 
schende Gesetz  der  Affinität  auf  die  ganzen  Ebenen  s  und  e,  aus- 
dehnen, d.  h.  statt  jenes  unendlich  dünnen  Bündels  soll  das  den 
ganzen  Raum  erfüllende  System  in  Untersuchung  genommen  werden, 
welches  hervorgeht,  wenn  man  die  obige  Relation  zwischen  den  Ter- 
nionen  P,  Q,  M  und  P^.  Q,  ,  J^,  in  e  und  e^  nicht  bloss  in  dem 
Falle  bestehend  annimmt,  wenn  die  Punkte  der  einen,  und  eben  so 
die  der  anderen  Ternion  einander  unendlich  nahe  sind,  sondern  auch 
dann,  wenn  diese  Punkte  in  endlichen  Entfernungen  von  einander 
Hegen.  Denn  es  ist  vou  selbst  klar,  dass  alle  Eigenschaften  eines 
solchen   Systems  auch  einem  unendlich   dünnen  Bündel  zukommen 


Ein  Strahle nsyatem  dieser  Art  ist  aber  gegeben,  wenn  nächst 
den  zwei  parallelen  Ebenen  e  und  s^  die  Durchschnitte  A,  B,  C  und 
A^,  B,,  C|  derselben  mit  drei  Strahlen  des  Systems  gegeben  sind, 
vorausgesetzt,  dass  weder  die  ersteren,  noch  die  letzteren  drei  Durch- 
schnitte in  einer  Geraden  liegen.  Denn  um  für  irgend  einen  viei^ten 
Punkt  D  der  Ebene  e  den  entsprechenden  Z),  in  Ej,  und  damit  den 
durch  D  zu  legenden  Strahl  JJD,  zu  finden,  bestimme  man  den 
Durchschnitt  S  der  Geraden  AD  und  BO,  und  theile  hierauf  die 
Gerade  B,C,  in  S,  in  dem  Verhältnisse 

B,S\  -.S.C,  ^  BS  :  SC  , 
und  die  Gerade  A^S,  in  D^  in  dem  Verhältnisse 

A,D,^  :I)^6\  =AD:IJS  , 
wodurch  J)  gefunden  ist. 
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Es  verhalten  sich  hiernach  die  Dreiecksflächen 
ABC:J,B,C,=BCD:B,C,D,   , 
und  ehen  so 

=  Cüü':  O.D^E,  =  DEF:.D,E^F,  , 

wenn  £und£',,,  FundF,  noch  andere  Paare  einander  entsprechen- 
der Punkte  in  t  und  e^  sind;  und  man  kann  daher  das  zwischen 
den  Punkten  der  Ebenen  e  nnd  s,  stattfinden  sollende  Gesetz  der 
Affinität  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  je  zwei  in  e  und  «,  einander 
entsprechende  Dreiecksflächen  in  einem  conatanten  Verhältnisse  zu 
einander  stehen  [Baryc.  Calcul,  §.  145,  Werke  Bd.  I,  S.  179), 

§.  ■"'.  Eine  Haupteigenschaft  des  jetzt  in  Betrachtung  genom- 
menen Strahl eusy Sterns  besteht  darin,  dass  von  den  Sti'ahlen  eines 
solchen  auch  jede  andere  mit  e  iind  6,  pai'allele  Ebene  e^  in  einem 
Systeme  von  Punkten  geschnitten  wird,  welches  den  Systemen  von 
Punkten  in  e  und  e^  affin  ist.  Es  lässt  sich  dieses  sehr  leicht  mit 
Hülfe  des  Satzes  der  Mechanik  darthun,  dass  der  Schwerpunkt  zweier 
sich  geradlinig  und  gleichförmig  bewegender  schwerer  Punkte  sich 
ebenfalls  geradlinig  und  gleichförmig  bewegt. 

In  der  That,  wenn  von  drei  parallelen  Ebenen  «,  «,,  «^  zwei 
Gerade,  die  eine  in  A,  A^,  A^,  die  andere  in  B,  B^,  B^  geschnitten 
werden,  so  verhält  sich 

AÄ^  ■.A,A,^BB,  -.B.B^  , 

und  man  kann  daher  A  und  B,  A,  iind  JS,,,  A^  und  B^  als  drei 
Paare  gleichzeitiger  Oeiter  zweier  sicli  geradlinig  und  gleichförmig 
bewegender  Punkte  betrachten.  Werden  nun  AB,  A,B,,  A^B^  in 
0,  C,,  Cj  nach  gleichen  Veihältnissen,  wie /S :  g,  getheilt,  und  denkt 
man  sich  die  beiden  sich  bewegenden  Punkte  A  nnd  B  als  schwere 
Punkte,  deren  Massen  sich  wie  a  und  ß  verhalten,  so  sind  O,  C\ ,  G^  die 
Schwei-punkte  von  A  und  B,  von  A^  und  5,,  von  A^  und  B^,  und  li^en 
zufolge  jenes  Satzes  in  einer  Geraden;  woraus  wir  weiter  schliessen: 
Liegen  A,  B,  C  in  einer  Geraden  der  Ebene  s,  und  _4, ,  B^,  C,  in 
einer  Geraden  einer  mit  s  parallelen  Ebene  e,,  und  verhält  sich 

A,B^  -.B.C,  =  AB-.BO  , 

so  liegen  auch  die  Durchschnitte  A^,  B^,  C^  von  AA,,  BB,,  CC\ 
mit  irgend  einer  anderen  zu  s  parallelen  Ebene  e^  in  einer  Geraden, 
und  es  verhält  sich 
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Hieraus  aber,  und  mit  Anwendung  der  in  §.  1  gegebenen  Defi- 
nition der  Affinität,  folgt  ohne  Weiteres  der  zu  beweisende  Sata,  dass 
nämlich,  wenn  zwei  der  drei  Systeme  von  Punkten,  in  welchen  drei 
parallele  Ebenen  von  Sirahlen  geschnitten  werden,  einander  affin  smd, 
diesen  ztoeien  auch  das  dritte  affin  ist. 


§.  4.  Sind  a,  h,  c  irgend  drei  Strahlen  des  Systems,  deren 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  e,  die  hinfür  die  Grundebene 
heissen  mag,  nicht  in  einer  Geraden  hegen,  und  legt  mau  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Q  drei  ihnen  parallele  Strahlen,  welche  von 
einer  Ebene  ^  von  veränderlicher,  aber  stets  mit  e  paralleler  Lage 
hl  F,  G,  H  geschnitten  werden,  so  bleibt  sich  für  alle  Lagen  von 
t  das  Dreieck  FGH  ähnlich  und  behält  einerlei  Sinn,  letzteres  auch  iiir 
je  zwei  Ebenen  'Q,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  Q  liegen. 
Sind  ferner  A,  B,  C  die  Durchschnitte  von  a,  h,  o  mit  t,  so  ist  das 
Dreieck  ABC  im  Allgemeinen  erst  für  eine  unendlich  entfernte  Lage 
von  ^  dem  Dreiecke  FGH  ähnlich  und  hat  mit  diesem  auch  einerlei 
Sinn,  so  dass,  wenn  wir  die  zwei  von  e  zu  verschiedenen  Seiten  un- 
endlich weit  entfernten  Lagen  von  t  mit  t^  und  C^  bezeichnen,  die 
zwei  in  t^  und  'C^  begriffenen  Dreiecke  ABO  einerlei  Sinnes  sind. 
Indem  wir  daher  die  Ebene  t  parallel  mit  sich  aus  der  Lage  ^^  in 
die  Lage  K^  fortführen,  wird  das  Dreieck  ABO  entweder  gar  nicht, 
oder  eine  gerade  Anzahl  Male  seinen  Sinn  wechseln ,  und  damit  jedes- 
mal der  Werth  des  Inhalts  von  ABO  durch  Null  in  den  entgegen- 
gesetzten übersehen.  Es  werden  folglich  bei  dieser  Bewegung  von 
^  die  drei  Punkte  A,  B,  C  entweder  gar  nicht,  oder  eine  gerade  Anzahl 
Male  in  eine  mit  c  parallele  Gerade  zu  liegen  kommen.  Diese  gerade 
Zahl  kann  aber  nur  gleich  2  sein.  Denn  wären  A,  B,  O  bei  drei  Lagen 
von  'Q  in  einer  Geraden,  so  müssten  sie  es  bei  aUen  sein.  Alle  diese 
Geraden  ABC  würden  nämlich  die  Fläche  eines  hyperbolischen 
Paraboloids  bilden,  und  es  würden  dann  die  Durchschnitte  von 
a,  b,  c  mit  s  selbst  in  einer  Geraden  liegen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Seien  nun  zwei  Lagen  von  ^,  die  von  der  besagten  Art  sind, 
in  der  That  vorhanden,  so  dass,  wenn  wir  diese  Lagen  mit  ^^  und 
Tj  bezeichnen,  die  Durchschnitte  von  a,  b,  c  mit  t,  (mit  t^  in  einer 
Geraden  /,  (in  f^)  liegen.  Alsdann  wird  auch  jeder  vierte  Strahl  d 
des  Systems  die  Geraden /^  nnd/^  trefi'en.  Denn  heissen  A^,  .  .  Z>,  die 
Durchschnitte  von  a,  . .  d  mit  t,,  iind  A,  . .  D  die  Durchschnitte 
derselben  Strahlen  mit  irgend  einer  anderen  Lage  von  t,  so  müssen 
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sich,  infolge  der   zwischen   den  Punkten  der  Ebene  f  und  den  ent- 
sprechenden Punkten  von  ^,  herrschenden  Affinität,  die  Flächen 

ABC:BCD=A,B^C,  :  B,C,I>, 
verhalten.    Es  ist  aber,  der  gemachten  Annahme  zufolge,  A^  B^  C,  =  o, 
mithin  auch  B^CyD^  ^  o\  folglich  u.  s.  w     Und  eben  so  ist  der  Be- 
weis auch  hm'iichtlich  der  Geraden  f^  zu  führen. 

Bei  dem  in  §.  2  angeniymmenen  Straf/ lensysteme  gieht  es  demnach 
zwei  mit  der  Grundebene  s,  aber  nicht  mit  einander,  parallele,  reelle 
oder  imaginäre,  gerade  Linien,  deren  jede  von  jedem  Strahle  des  Systems 
geschnitten  wird,  und  die  wir  deshalb  die  zwei  Brennlinien  des 
Systems  nennen  wollen.  Und  umgekehrt  ist  Jede  Gerade^  welche 
diese  zwei  Linien  zugleich  trifft,  ein  Strahl  des  Systems,  weil  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  ein  Strahl  geht,  und  weil  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  stets  Eine  und  nur  Eine  Gerade  gelegt  werden  kann, 
welche  zwei  gegebenen,  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  tind  den 
Punkt  nicht  treffenden  Geraden  zugleich  begegnet. 

Umgekehrt  können  wir  hieraus  noch  den  an  sich  nicht  uninter- 
essanten Satz  folgein  :  Bin  System  von  Geraden,  deren  jede  zwei  nicht 
in  einer  Ehene  enthaltene  Gerade  trifft,  schneidet  je  zwei  Böeneit,  d&ren 
jede  mit  den  zwei  Geraden  zugleich  parallel  ist,  in  zwei  affinen  Sy- 
stemen von  Punkten. 

§■  5.  Es  mag  hier  noch  die  analytische  Entwickelung  der  im 
vorigen  Paragraphen  auf  rein  geometrischem  Wege  erhaltenen  lEesul- 
tate   eine  Stelle  finden. 

Seien  0  und  0',  j4  und  ^',  jlsTund  Jf  die  Durchschnitte  dreier 
Strahlen  des  Systems  mit  der  Ebene  s  und  einer  ihr  parallelen 
Ebene  e'.  Man  nehme  00'  bui-  Axe  der  z,  e  zur  Ebene  der  x,  y, 
und  darin  OA  und  OJf  zu  den  Axen  der  x  und  der  y  eines  Systems 
paralleler  Coordinaten,  und  setae  demzufolge 

0  =  (o,  o,  o)  ,       0-  =  {o,  o,  .') 
A  =  {a,o,o]  ,       A'^{a  +  a',l>',c') 
M=  (o,  n,  o)  ,      M'=  {m',  n  +  n',  c')  . 
Es  ergeben  sich  hiermit  die  Gleichungen  des  Strahles  A  A' : 


und  die  Gleichungen  des  Strahles  MM': 
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Bezeichnen    folglich    0",    -4",   M"    die    Durchschnitte    ilei    drei 
Strahlen  mit  einer   diitten  Ebene  e",   deren  Gleichur^  z  =  yc'  ist, 
und  welche  daher  gleichfalls  mit  e  parallel  liegt    so  hat  man 
0"=(o,  o,  yc')  ,     A"={a-{-ya',  yb',  yc')  ,     M"  =^{ym' ,  n  -^  yn  ,  yc')  . 

Hiermit  findet  sich,  wenn  man  die  Flächen  der  in  e,  e',  e"  be- 
griffenen Breiecke  OAM,  O'A'M',  0"A"M"  resp,  gleich  ^J,  \^', 
\J"  setzt: 

J  =  an  ,       J'=[a  +  o!){H  +  n')-h'm'  , 

J"  =  («  -f  ya')  [n  +  yn')  —  y^b'm'  . 

Sollen  demnach  von  den  drei  durch  ihre  Durchschnitte  mit  den 
zwei  parallelen  Ebenen  e  und  e'  bestimmten  Strahlen  die  Durch- 
schnitte O",  A",  M"  mit  einer  anderen  der  s  parallelen  Ebene  s"  in 
einer  Geraden  liegen,  so  muss  z/"  =  o,  d.  i. 


sein. 

Da  diese  Gleichung  rücksichtlich  der  Zahl  y,  als  wodurch  die 
Lage  von  «"  bestimmt  wird,  vom  zweiten  Grade  ist,  so  gieht  es  immer 
zwei  solcher  Ebenen,  wie  e",  die  entweder  beide  reell,  oder  beide 
.imaginär  sind.  Heisscn  nämlich  y,  und  y^  die  beiden  "Wurzeln  letz- 
terer Gleichung,  und  macht  man  in  der  Axe  der  z  die  Abschnitte 

0 Ol  =  y,c'  ==  y,  .  0 0'  ,     und     00^  =  y^.OO'  , 
so  werden  die  Durchschnitte   der  drei  Strahlen   mit  jeder   der  zwei 
durch  0,,  und  0^   parallel  mit  e   au  legenden  Ebenen  e^  nnd  s^  in 
einer  Geraden  enthalten  sein.    Es  sind  dies  die  beiden  im  Vorigen  mit 
f^  undy^  bezeichneten  Brennlinien  des  Strahlensystems. 

§.  6.  Aus  der  jetzt  erhaltenen  quadratischen  Gleichung  lässt 
sich  noch  ein  anderer  merkwürdiger  Schluss  ziehen.  Ihr  zufolge  ist 
nämlich,  wenn  man  noch 

a'n' —  b'm'  =  d 


V^7^  =  -T=^-T    ^^iid     r, +/ä^ 


Es  ist  aber 
folglich 
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^'  _  fr..  — ^)  (7.-1)  _  o'o.  ■  o'o, 

^     ^  7iYi  00,  .  00,    ' 

wenn   man  für  y,  und  y^  ihre   aus   dem  Ende   dos  vorigen  Paragra- 
phen flieseenden  Werthe  substitunt. 

Wird  demnach  wn  drei  Sirahlen  die  eine  der  beiden  Brenn- 
linien  in  0^,  A^,  M,,  die  andere  in  0^,  A^,  M^,  und  irgend  eine 
mit  den  zwei  Brennlinien  parallele  Ebene  s  in  0,  A,  M  geschnitten, 
so  ist  die  DreieoksflUohe  OAM  dem  Pioducte  00^  .  00^,  also  dem 
Producte  aus  den  Abständen  der  beiden  Brennlinien  von  der  Ebene  des 
Dreiecks  (mithin  auch  den  Producten  AA,  .  AA^,  so  wie  MM^  .  MM^) 


Zusatz.  Man  kann  ans  diesem  der  Geometrie  des  Raumes 
angehöligen  Satze  ohne  Mühe  einen  beinerkenswerthen  planimetri- 
sehen  Satz  folgein.  Man  denke  sich  nämlich  die  eben  genannten 
Punkte  durch  Parallellinien  mit  0^0^  auf  eine  mit  e  parallele  Ebene 
projicirt,  so  fallen  die  Projectionea  YOn  0,  0^,  O^  in  einem  Punkte, 
welcher  0  sei,  Busammen;  und  wenn  man  che  Projectionen  der  übrigen 
Punkte  A,  A,,  . . .  M^  mit  A,  A,,  . , .  M^  bezeichnet,  so  sind  OA,M,, 
OA5M5,  AA,  A,,  MM,Mj  gerade  Linien,  es  verhalten  sich 

A,A  :  AA^  ^  M,U  '.MM^  ^  A,A  :  AA^  =  M,  31 :  MM^  , 

und  das  Dreieck  OAM  ist  dem  Dreiecke  GAßf  gleich  und  ähnlich. 
Dies  giebt  uns  den  Satz: 

Ist  AjMjMjAj  ein  ebenes  Viereck,  O  dej-  gegenseitige  Durch- 
schnitt seiner  Gegenseiten  A^M,  und  A^Mj,  und  werden  die  zwei 
anderen  Gegenseiten  A^  A^  und  M,Mj  in  A  und  M  nach  einem  und 
demselben  beliebigen  Verhältnisse  getheilt,  so  ist  die  Fläche  des  Drei- 
ecks OAM  dem  Producte  ,AÄ,.AAj  [also  auch  dem  Producte 
MMj  ;MM^)  proportional. 

Es  ist  nicht  schwer  diesen  planimetiischen  Satz  für  sich  zu  be- 
weisen, und  man  sieht  von  selbst,  wie  aus  ihm  umgekehi-t  der  obige 
stereometiische  Satz  abgeleitet  werden  kann.  Man  wii'd  übrigens 
bei  dieser  plaiiimc  tri  sehen  ITiitersuchiing  noch  finden,  dass  die  Drei- 
eck sfi  ach  e 

OAM  --=  AiAiAAi  (OA  M„  -L  0  A,M,I 
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§.  7.  Der  im  vorigen  Paragraphen  erwiesene  Satz  giebt  uns  zu- 
gleich Aufschluss  über  den  Grad  dar  Dichtigkeit,  in  welchem  die 
Strahlen  des  Systems  in  verschiedenen  Entfernungen  von  den  beiden 
Brennlinien  neben  einander  liegen. 

Unter  der  Annahme,  dass  je  zwei  einander  nächste  Strahlen 
einander  unendlich  nahe  sind,  und  dass  überdies  ihre  Durchschnitte 
mit  einer  den  zwei  Brennlinien  pai'allelen  Ebene  e  gleichmässig 
darin  vertheiit  sind,  dass  also  je  zwei  gleiche  Flächentheile  §  und  h 
dieser  Ebene  gleich  viel  Durchschnitte  enthalten,  werden  auch  in  jeder 
anderen  mit  s  parallelen  Ebene  s'  die  Strahlendurchschnitte  mit  der- 
selben gleichmässig  vertheiit  sein.  Denn  sind  g'  und  h'  die  Flächen, 
innerhalb  welcher  die  Ebene  b'  von  den  innerhalb  g  und  Ä  in  £ 
fallenden  Strahlen  geschnitten  wird,  so  verhält  sich,  zufolge  der 
zwischen  entsprechenden  Figuren  beider  Ebenen  stattfindenden 
Affinität : 


und  daher  ist  >/'  =  h',  weil  g  =  h  sein  sollte. 

Nächstdem  ist  ersichthch,  dass,  bei  der  gleichmässigei  Veithei- 
lung  der  Durchschnitte  in  t  für  sich  und  in  e'  für  sich,  die  Dichtig- 
keiten dieser  Systeme  von  Punkten  sich  umgekehrt  wie  g  und  g' 
verhalten.  Hiernach  aber,  und  wenn  wir  für  g  die  vorhin  betrachtete 
Dreiecksfläche  QAM  setzen,  haben  wir  zu  schliessen: 

Dass  bei  ewiem  Systeme  einander  unendlich  naher  Stra/ilen  die 
Dichtigkeit  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  einer  den  zioei  Brennlimen 
parallelen  Ebene  dem  Producte  aus  den  Abständen  der  Brennlinien 
von  dieser  Ebene  umgekehrt  proportional  ist. 

In  den  Brennlinien  selbst  ist  demnach  die  Dichtigkeit  unend- 
lich gross,  und  unter  allen  Ebenen,  die  parallel  mit  beiden  Brenn- 
Ünien  und  zwischen  ihnen  liegen,  hat  die  Mittelebcne  die  kleinste 
Dichtigkeit.  Sind  die  Brennhnien  imaginär,  so  bleibt  ihre  Mittel- 
ebene nichtsdestoweniger  reell,  und  es  kommt  ihr  dann  unter  allen 
ihr  pai^allelen  Ebenen  überhaupt  die  grösste  Dichtigkeit  zu. 

Zusatz.  Ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  kann  nach  den 
verschiedenen  Lagen,  welche  man  der  Grundebene  s  gegen  dasselbe 
giebt,  auf  unendlich  viele  Arten  nach  der  in  §.  2  bemerkten  Weise 
zu  einem  den  ganzen  Raum  füllenden  Strahlen  Systeme  erweitert 
werden.  Wie  aber  auch  die  Ebene  e  gelegt  worden  sein  mag,  so 
werden  sich  doch  immer  für  die  Oerter,  in  denen  das  unendlich 
dünne  Bündel  von  den  mit  e  parallelen  Brennlinien  und  der  damit 
gleichfalls  parallelen  Mittelebene  getroffen  wird,  stets  dieselben  Stellen 
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finden,    indem    an   diesen  Stellen   die   Dichtigkeit  des   Bündels   ein 
Maximum  oder  Minimum  ist. 


§.  8.  M'ir  wollen  jetzt  von  zwei  Strahlen  des  wieder  zu  einem 
System  erweitert  gedachten  unendhch  dünnen  Bündels  ihi-en  klein- 
sten gegenseitigen  Abstand  und  die  Lage  dieser  Abstandslinie  zu 
bestimmen  suchen.  Zu  dem  Ende  beziehen  wir  das  System  auf 
drei  rechtwinklig  coordinirte  Axen  der  x,  y,  z,  von  denen  die  Axe 
der  z  der  eine  jener  zwei  Strahlen  selbst  sei.  Die  auf  a  normale 
Ebene  der  x,  y  lassen  wir  die  Grundebene  e  sein  und  legen  dieselbe 
durch  den  Mittelpunkt  0  der  Punkte  0,  und  0^ ,  iu  denen  die  Axe 
der  z,  also  ein  Strahl  des  Systems,  von  den  zwei  Brennhnien _/,  und_/3 
getroifen  wird.  Bezeichnet  man  endlich  die  sich,  in  0  schneidenden 
rechtwinkligen  Projectionen  von  /,  und  f^  auf  e,  als  die  Ebene  der 
X,  y,  mit  g^  und  g^ ,  so  werde,  nach  Vorausbestimmung  der  positiven 
Eichtungen  von  y,  und  f^  und  damit  auch  von  den  ihnen  parallelen 
ff^  und  y^,  zur  Axe  der  x  die  den  Winkel  g^'^^ff^  halbirende  Gerade 
genommen.  Die  Lage  von  _/,  und  f^  gegen  das  Axensystem  wird 
alsdann  durch  die  Linie 

00,  =  —  00^  =  c  , 

und  durch  den  Winkel 

'"'s,  =  "'%  =  -  ""f.  =  ■> 

bestimmt  sein. 

Sind  nun  i,  und  L^  die  zwei  Durchschnitte  irgend  eines 
Strahles  l  des  Systems  mit  /,  und  /^ ,  und  setzt  man  noch 

0,  X,  =  r,     und     O^L^  =  r,  , 
so  hat  man 

L^  =  [r,  cos  1?  ,  r,  sin  5-,  c)   ,     L^  =  {r^  coa»  ,  —  r,  sin  3;  —  c)  , 
und  OS  verhält  sich  für  jeden  anderen  Punkt  {x,  y,  z]  von  /: 
X  —  j-,  cos  &  :     y  —  )■,  sin  5-     :  z  —  c  = 

Die  Gleicliungen  von  l  sind  folglich 

^  —  r,  cos-ö-     y  —  )■,  sin  y    z  —  c 

[r^  —  'i\)  cos  -y-         [*■,  -|-  r^  sin  5-  2  e 

oder 
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2x  —  (r,  4-  rj  cos^   _2y  ~  [r^  —  }\)  siii^  __  z_ 
{/■,,  —  J-J  cos^  ~        fr,  +  r^)  sin^         ~  7   " 

Sie  gestalten  sich  noch  einfacher,  wenn  man,  a  =  o  seteend, 
die  Coordinaten  dea  Durchschnitts  von  l  mit  der  Ehene  der  x,  y 
bestimmt  und  diese  Coordinaten,  welche  p  und  q  heissen,  statt  r^  und  r^ 
in  den  Gleichungen  einführt.     Man  erhält  auf  solche  Weise 

2p  :=  (r,  +  r^  cos  'S-  ,     iq  =:  {r^  —  r^  sin  {!■  , 
und  damit  die  Gleichungen  für  l 

5_r^  tangJ-  =  ^^^  cotg»  =  -  . 

Man  bemerke  hierzu  noch,  dass,  wenn  die  zwei  Trennlinien 
imaginäc  sind  (§.  4),  dies  auch  die  beiden  ihre  Lage  bestimmenden 
Grössen  c  und  &  sind,  dass  aher,  damit  auch  in  diesem  Falle  die 
zwei  Gleichungen  eines  Strahles  ihre  Realität  behalten,  die  Werthe 
■von  ctang?  und  ccotg5-  reell  sein,  und  folglich  c  sowohl,  als  tang-9-, 
von  der  Form  m  y —  i  sein  müssen. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Strahles  lassen  sich  daher 
immer  unter  der  Form 


darstellen,  worin  p  und  q  von  einem  Strahle  zum  anderen  eines  und 
desselben  Systems,  a  und  h  aber  erst  von  einem  Systeme  zum  anderen 
ihre  Werthe  ändern.  Dabei  sind  die  beiden  Brennlinien  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  a  und  b  [d.  i.  etangi?  und  ccotg-5-)  einerlei 
oder  verschiedene  Zeichen  haben. 

§.  9,  Um  nun  den  kürzesten  Abstand  des  Strahles  l  von  dem 
Hauptetrahle  oder  der  Axe  der  z  zu  bestimmen,  projiche  man  l 
rechtwinklig  auf  die  Ebene  der  x,  y  oder  die  Grundebene,  fälle  von 
O  auf  diese  Projection  das  l'erpendikel  OP,  und  wenn  Q  der 
Punkt  ist,  in  welchem  d^  in  P  auf  der  Grundebene  errichtete 
Perpendikel  den  Strahl  l  schneidet,  so  mache  man  in  der  Axe  der 
z  den  Abschnitt 

oB  =  pa  . 

Hiernach  ist  OPQR  ein  Rechteck,  R  und  Q  sind  die  einander 
nächsten  Punkte  des  Hauptstrahls  und  des  Strahles  l,  also  der  kürzeste 
Abstand  beider  =IiQ=  OP,  und  die  Entfernung  dieser  mit  der 
Grundebene  parallelen  Abstandslinie  RQ  von  letzterer  Ebene 
=  PQ=  OB. 
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Nnn  ist  (§.  8)  die  Gleichung  der  Projection  Yon  l: 


ap  («— iJ) 

oder  TOiin  man 

rar  Abkiimng 

(1) 
setzt, 

ap 

(2) 

x—p  = 

und  daher  die  Gleichung  des   von  0   auf  diese  Frojection  gefällten 
Perpendikels    OP: 

(3)  y=tx  . 

Aus  (2)   und   (3)   ergeben  sich   aber  die   Coordiiiaten   des   Fuss- 
Punktes  P  dieses  Perpendikels 

f AI  r  —  ?'  +  g^  „  _  ^\P  +  i*) 

und  hieraus  das  Quadrat  des  kleinsten  Abstandes  des  8tialiles  l  vom 
Hauptstrahle  ; 


Die  Entfernung  PQ  dieses  kleinsten  Abstandes  von  der  Grund- 
ebene findet  sich,  wenn  man  in  der  Gleichung  des  §.  8, 

1       ' 
für  X  seinen  "VVerth  aus  {4;   setzt;  und  es  ist  daher 

und  wenn  man  hieraus  mittelst  (1)  das  Verhältniss  p  :  q  eliminirt: 

Zufolge  (3)  ist  aber  t  gleich  der  Tangente  des  "Winkels,  den  das 
auf  die  Projection  des  Strahles  l  gefällte  Perpendikel  OP  mit  der 
Grundlinie,  d.  i.  mit  der  Axe  der  x,  bildet.  Bezeichnet  man  daher 
diesen  Winke!  mit   '/.  und  setzt  demnach 

t  =  tang  X  , 
so  wird 

(5)  pa=  OR  =  -{a  +  b)  sin2J.  . 
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Wir  ersehen  aus  dieser  einfachen  Formel: 

1}  dass  für  alle  Strahlen  des  Systems,  deren  Projectionen  auf  die 
Grundebene  einander  parallel  sind,  und  für  welche  daher  der  Winkel  X 
von  consianter  Grösse  ist,  auch  die  Entfei'nungen  der  kürzesten  Ah- 
standslinien  QS  von  der  Grundebene  einander  gleich  sind; 

2)  dass  diese  Entfernungen  von  der  einen ,  so  wie  von  der  anderen 
Seile  der  Grundebene  die  Grenze  ^^{a  ■+-  b)  nicht  übersehreiten ; 

3)  dass  diese  Gi'enzwerthe  von  PQ  oder  OR  bei  denjenigen  Strahlen 
stattfinden,  für  welche  ^  =  ±45°  ist,  d.  h.  deren  Projectionen  mit 
der  Grundlinie  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  letzteren  einen 
halben  rechten  Winkel  machen,  und  dass  daher  von  zwei  zu  der  einen 
und  anderen  Grenze  gehörigen  Strahlen  die  Projectionen  sich  recht- 
winklig schneiden  und  damit  zugleich  symmetrisch  gegen  die  Pr<yec- 
tionen  der  beiden  Brennltnien  Hegen ; 

4)  dass  von  zwei  Strahlen  überhaupt,  deren  Projectionen,  also 
auch  die  auf  diese  gefällten  Perpendikel  OP,  sich  rechtirnnklig  schnei- 
den, die  den  Sirahlen  zugehörigen  Entfernungen  der  kleinsten  Abstände 
von  der  Grundehene  einander  entgegengesetzt  gleich  sind. 

§.  10.  Aus  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  kann 
man  ohne  Mühe  noch  die  von  Hamilton  aufgestellte  Formel 


(Kummer  S.  199,  [16])  ableiten. 
Man  setae 

l  =  45°  +  w     und     -  {a  -\-  b)  =  m  , 

so  geht  (5)  über  in 

OR  =  m  C0S2W  . 

Statt  dessen  kann  man  auch  schreiben: 

n  -\-  OR  =  [n  +  m)  cos  w^  +  [n  —  ni)  sin w^  , 

wo  n  eine  willkürliche  Länge  ist.     Macht  man  nun  im  Hauptstrahle 
die  Linien 

SO  =  n     und     OJS,  =  R^O  =  m  , 
so  whd  letztere  Gleichung 

SR  =  SR^  cosw^  +  SR^  siiiw^  ,  {H) 

welches  die  Hamilton'sche  Formel  ist.     Hierin  sind  S,  R,  R^,  R^ 
Punkte   des   Hauptstiahls ,   und  zwar  5*  ein  willkürlicher;  R  ist  der 
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dem  Strahle  l  am  nächsten  liegende ;  .R,  und  R^  aber  sind  die  Grenz- 
punkte, zwischen  denen  R  stets  enthalten  ist. 

Sind  ferner,  so  wie  der  Strahl  l  dem  Punkte  R  zugehört,  I^  und 
l^  den  Punkten  j?,  und  R^  zugehörige  Strahlen,  und  hezeichnen 
l\   l\,    l\   die    Projectionen    dieser  Strahlen  auf  die  Grundehene,    so 


folglich 


^OP  =  l    und     OP^V  =  90°  , 

und     tu  =  1  ■ — ■  45"  =  x^'V  - 


Für  io  ^  o  coineidirt  aber,  nach  {H),  der  Punkt  M  mit  Ä,,  und 
folglich  V  mit  l\,  und  es  ist  daher  o  =  s/^l\  —  135°;  folglich 

Ol  =  x'^V  —  aT'll  =  l'/'l'  , 
d.  h.  in  der  Hamilton'schen  Formel   ist  der  Winkel  w  gleich  der 
Projection  des  von  den  Strahlen  l^  und  l  gebildeten  Winkels  auf  die 
Grundebene. 


§.11.  Eine  bemerkenswerthe  Form  erhält  noch  die  Gleichung 
(5),  wenn  man  in  ihr,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  zwei  Brenii- 
linien  y,  und^j  reell  sind,  für  «  und  b  resp.  ctang>  und  ccotgi9' 
(§.  8  zu  Ende)  setzt.     Denn  es  findet  sich  hiermit: 

(6)  PQ=  OiJ  =  ,.-!-^  . 

Ohne,  wie  vorhin,  von  der  Gleichung'  des  Strahles  l  auszugehen, 
_  kann  mau   zu   dieser  Gleichung 

auch  durch  folgende  einfache 
Construction  gelangen.  Sind,  wie 
in  §,  8,  L^,  Xj  die  Durchschnitte 
von  l  mity,,/^,  und  nennt  man 
K^,  JC^  die  Projectionen  von  L^, 
ij  auf  die  Grundebene,-  und  O 
den  Durchschnitt  von  l  mit  Icta- 
tererj  so  liegen  L^)  C,  L^  und 
Q,  desgleichen  K, ,  G,  K^  und 
P  in  gerader  Linie,  und  es  sind 
S^L^,  K^L^,  PQ,  als  Perpendikel  auf  der  Gmndebene,  mit  einan- 
der pai-allel.     Mithin  verhalten  sich 

K,  L,  :KL,:PQ^  CK,  :  C'/i;  :  CP  . 


Es  i 


■  aber 


-L^K^  = 
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(§.  8);  folglich  ist  C  der  Mittelptmkt  von  I^^K^  (sowie  von  i,ij), 
und  man  hat 

Nächstdem  sind  0K^,  Oli^,  K^K^  die  Projectionen  von  f^, 
/g,  l  auf  die  Grundebene,  und  P  der  Fusspunk-t  des  von  0  auf 
JfjÄ'ä  gefällten  Pei-pendikels. 

Man  mache  noch  in  KyK^,  den  Abschnitt  PK^  K^P,  so  ist 
P  der  Mittelpunkt  von  K^K,  sowie  es  C  von  A'^Ä^i  war.  Man  hat 
daher 

K^K=zCP  ,     sowie     .ff; K,  =  z CK^   , 
und  die  vorige  Gleichung  wird  damit 

Nun  verhalten  sicli 

ä;  K:  KO  =  sin  K^O K  :  ain Kl{^  0  , 
K,  0  ■  ä;ä;  =  sin  K^K.O  :  sin  Ä,  OÄ",  , 
folghch,  weil  /f,  0  =  ICO  ist: 

/fj/f:  /iTj/i',  =  sin  Jf^OK  :  sin  /fjO/f,  , 
=  sin  2  Z  OP  :  sin  2  X  0  ä;    , 

wo  OX  die  den  Winkel  .K,OK,  halbirende  Axe  der  x  ist.  Denn 
da  gleichzeitig  der  Winkel  KOK^  von  OP  halbirt  wird,  so  ist 
K^0K=2X0P. 

Weil  endlich  OK^  die  Projcction  der  Brennlinie  f^  auf  die  ihr 
parallele  Grundebene  ist,  so  wird  letzteres  Verhältniss 

=  sxai.X^OP  :  sina.a^'y'j  =  sinaA  ;  sin2^  ; 
fo^hch  u.  s.  w, 

Uebiigens  folgt  noch  aus  (6) ,  dass  bei  dem  durch  c  und  &  ge- 
gebenen Strahlensysteme  der  grösstmögliche  Werth  von  PQ 

sin  2-d' 

ist.  Die  grösstmögliche  Entfernung  der  kürzesten  AhstandsUnie  eines 
Strahls  von  der  Grundehene  ist  daher  niemals  Meiner,  als  die  Entfer- 
Tmng  der  Brennlinien  von   der    Qrundehene,    so    dass   von   den   zwei 
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Linien  Il,Ii^  [§.  10]  und  0^  0^,  welche,  im  Haupta kahle  begriffen, 
den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  0  haben ,  —  dafcin  nicht  (füi 
#  =  45")  die  eine  mit  der  anderen  zusammenfällt,  —  die  Linie  Ji,li^ 
stets  die  grössere  ist. 

§.  12.  Schliesslich  wollen  wir  noch  ein  unendlich  dünnes  Bün- 
del in  Betracht  ziehen,  dessen  Strahlen  Normalen  einer  krummen 
Fläche  sind. 

Ein  Punkt  0  des  unendlich  kleinen  Theils  der  Fläche,  dessen 
Normalen  das  Bündel  ausmachen  sollen,  werde  zum  Anfangspunkte 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  genommen.  Die  Axe  der 
z  dieses  Systems  sei  die  durch  0  zu  legende  Normale,  und  daher 
die  Ebene  der  x,  y  die  B er iihrnngs ebene  der  Fläche  im  Punkte  0. 
Für  jeden  dem  Berührungspunkt  unendlich  nahen  Punkt  {x' ,  y' ,  z') 
der  Fläche  ist  alsdann 

z'  =  .x'^  +  .x'y'  +  .y'^ 

durch  eine  Grleichnng  gegeben,  die  sich,  durch  gehörige  Drehung 
des  rechten  "Winkels  :^'y  in  seiner  Ebene  um  den  Punkt  0,  im  All- 
gemeinen auf  die  einfachere  Form 

bringen  lässt. 

Es  folgt  hieraus 

de  x'  dz'  y' 

dx'  a    '         dy'  b     ' 

und  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Normale  einer  Fläche  im 
Punkte  {x',  y',  z')  der  Fläche: 

X  —  ^'  _i_  ^^' y  —  y'  \_  '^*' 

z  —  z'       dx'  '        g  —  z'       dy' 

reduciren  sich  dadurch,  und  wenn  z',  als  eüi  ünendlichkl eines  der 
zweiten  Ordnung,  gegen  das  im  Allgemeinen  endliche  z  weggelassen 
wird,  auf 

a{x^x']  +  zx'z  =  o  ,      b  {y~y'}  +  2y'z  =  o  . 

Setzt  man  hier  das  eine  Mal  x  -^  o,  und  das  andere  Mal  j/  =  o, 
so  erhält  man  resp.  z  ^\a,  und  z  ^  \h.     Es  sind  aber 
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die  Gleicliuiigen  einer  Geraden,  sie  heiase^j,  welche,  dui'ch  den 
Punkt  (o,  o,  ^a)  =  0,  gehend,  mit  der  Axe  der  y  parallel  läuft, 
und  eben  so  wird  diu'th 

y  ^  o     und     2  =  —  ö 

eine  zweite  Gerade  f^  ausgedrückt,  welche  mit  der  Axe  der  ^  parallel 
ist  und  dui'ch  den  Punkt  (o,  o,  -J  J)  ^  0^  geht.  Jede  dem  Punkt  0  un- 
endlich nahe  Normale  der  Fläche  wird  folglich  die  Geraden  _/,  undjfj 
treffen,  und  man  wird  daher  fiir  jeden  dem  0  unendlich  nahen  Punkt 
die  Normale  erhalten,  wenn  man  durch  ihn  eine  diey,  und^^  /Aigleich 
treffende  Gerade  legt.  Alle  diese  Normalen  bilden  folglich  ein  un- 
endlich dünnes  Strahlenbündel,  von  welchem  die  Axe  der  z  der 
Hauptsti'ahl,  und  die  Linien  /,  und  jfj ,  welche ,  als  Parallelen  mit 
den  Axen  der  p  und  der  x,  einen  rechten  "Winkel  mit  einander 
bilden,  die  zwei  Brennlinien  sind. 

Folgerungen,  a)  Da  die  zwei  Constanten  a  und  b  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  wird  auch  umgekehrt  jedes  unendlich 
dünne  Strahlenbündel,  dessen  zwei  Brcnnlinicn  reell  und  in  recht- 
winkliger Lage  gegen  einander  sind,  sich  ala  ein  System  von  Nor- 
malen eines  imendlich  kleinen  Theils  einer  krummen  Fläche  be- 
trachten lassen. 

h]  Ist  ein  solches  Bündel  gegeben,  so  kann  durch  jeden  Punkt 
0  seines  Hauptstrahls  eine  Fläche  gelegt  werden,  von  welcher  die 
Strahlen  des  Bündels  die  Normalen  sind.  Zufolge  der  Gleichung 
{m)  ist  die  Krümmung  dieser  Fläche  in  unmittelbarer  Nähe  von  O 
entweder  eine  elliptische,  oder  eine  hyperbolische,  je  nachdem  die 
Constanten  a  =  2  00^  und  ö  ^=  2  00^  einerlei,  oder  verschiedene 
Zeichen  haben,  je  nachdem  also  der  Hauptstrahl  von  der  Fläche 
entweder  ausserhalb,  oder  zwischen  den  beiden  Brennlinien  ge- 
troffen wird. 

c)  Für  diejenige  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  der  Ebene 
der  a,  s  geschnitten  wird,  ist  y'  =  o,  und  die  zwei  Gleichungen  der 
Normale,  welche  in  irgend  einem,  dem  0  unendlich  nahen  Punkte 
dieser  Curve  auf  der  Fläche  errichtet  wird,  sind  daher 

ö  (ä  —  a:')  +  2  ar'  3  =  o  ,     y  ^=  o  , 

Üiese  Normale  trifft  folgHch  die  Axe  der  s  im  Punkte  [o,  o,  ^  a)  oder 
0^ ,  d.  h.  0,  ist  der  Mittelpurdct  der  Krümmung  jener  Curve  im  Punkte 
0;  und  eben  so  zeigt  sich,  dass  in  demselben  Punkte  O  die  Durch- 
schnittscurve  der  Fläche  mit  der  Ebene  der  «/,  z  den  Punkt  Og  zum 
Mittelpunkte  der  Krümmung  hat. 
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Uebiigens  haben  die  Krümmungshalbmesser  0  0,  und  00^  dieser 
zwei  Cuiven  unter  den  dem  Punkte  0  zugehörigen  Krümmungs- 
halbmessern aller  Durchschnittsciirven  der  Fläche  mit  Ebenen,  die 
dui'ch  die  Axe  der  z  gelegt  werden,  den  grössten  oder  kleinsten 
Werth,  —  eben  so  wie  von  dem  durch  [m]  für  einen  constaiiten 
Werth  von  z'  ausgediTickten  Kegelschnitte  unter  allen  Dui'chmessern 
desselben  die  zwei  in  die  Axen  der  x  und  der  'y  fallenden  am  grössten 
oder  am  kleinsten  sind. 

d)  Endlich  bemerke  man  noch,  dass  bei  dem  von  den  Normalen 
einer  Fläche  gebildeten  Strahlensysteme  für  zwei  solche  Strahlen, 
deren  kürzeste  Abstände  vom  Hauptstrahle  von  der  einen  und  anderen 
Seite  der  Gmndebene  am  weitesten  entfernt  sind,  diese  Abstands- 
linien in  die  zwei  Brennlinien  /",  und  f^  fallen. 

Denn  in  Bezug  auf  das  in  §.  8  angenommene  Coordinaten- 
system  ist  jetzt  i9- =  45",  und  die  Gleichungen  für  y,  undy^  sind 
daher 

^n)        z  =  c  ,     y  =  X     und     z  ^=  —  c,     y  ^  — ■  3:  . 

Andererseits  sind  die  Gleichungen  der  kürzesten  Abstandslinie 
eines  Strahls 


sin  2-^ 


V  tang  X  , 


und  diese  reducu-en  sich  für  die  zwei  Abstandslinien,  welche  s 
testen  von  der  Grrundebene  entfernt  sind,  wo  also  A  =  ± 
und  für  den  jetzigen  Werth  von  &  =  45°  auf  die  beiden  vorige 
von  Gleichungen  (re). 
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Das  berühmte  Problem  der  Umkehriing  der  Reihen  besteht  be- 
kajinthch  dai'in,  daes,  wenn  eine  Function  einer  Grösse  durch  eine 
nach  Potenzen  dieser  Grösse  fortlaufende  Reihe  gegeben  ist,  man  um- 
gekehrt die  Gi-Ö8se  selbst,  oder  auch  irgend  eine  anäere  Function 
derselben,  durch  eine  nach  Potenzen  jener  Function  fortschreitende 
Reihe  ausgedrückt  verlangt.  Man  weiss,  dass  es  keines  geringen 
analytischen  Scharfsinnes  bedurfte,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Coef&cienten  der  zweiten  Reihe  von  denen  der  ersteren  abhängen, 
aufzufinden.     Ungleich  einfacher  zu  lösen  ist  folgende  Aufgabe. 

§.  1.  Aufgabe.  Sei  eine  Function  fx  einer  Grösse  x  durch 
eine  nach  den  Fotenzen  von  x  geordnete  Reihe  gegeben 

fx  =  a,x  +  a^x^  +  a,x^  +  a,x*  +  ...  (1) 

3Ian  soll  x  durch  eine,  nicht  nach  den  Potenzen  der  Function  fx, 
sondern  nach  den  Functionen  f  der  Potenzen  von  x  fortgehende  Reihe 
darstellen : 

z  =  ij,  +  s,/H  +  i,/M  +  i,/M  +  •  •  •  (2) 

Wiewohl  diese  Aufgabe  weder  hinsichtlich  der  Schwierigkeit 
ihrer  Lösung,  noch  hinsichtlich  ihres  Nutzens  mit  dem  erst  erwähnten 
eigentlichen  Problem  der  "ümkehrnng  der  Reihen  in  Vergleich  ge- 
stellt werden  kann,  indem  aus  dem  Werthe  von  fx  noch  nicht  die 
Werthe  von  f{x^),  f{x'},  ■■- ,  also  auch  noch  nicht  x  nach  der  For- 
mel (2)  sich  berechnen  lassen,  und  daher  der  eigentliche  Zweck  des 
Reveraionsproblems  hierbei  unerfüllt  bleibt,  so  wird  uns  doch  die 
Lösung  dieser  neuen  Aufgabe  zu  mehreren,  für  die  Theorie  der 
Reihen  sowohl,  als  für  die  Comb ination sichre ,  nicht  ganz  unwicli- 
tigen  Resultaten  führen. 

Die  Hauptforderung  unseres  Problems  ist:  die  Coofficientcn 
ö^,  ij .  Sj,. ..  der  Reihe  (2)  als  Functionen  der  Coeffieienten  a,,  a^,  a^,  ... 
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der  Eeihe  (1)  auezudi-ücken ;  und  dies  geschieht  durch  folge 
leichte  ßechnung.     Aus  (1)  fliesst: 


/(ä^- 

=  a 

iC 

+  < 

,xf 

+ 

tw 

=  a 

X 

+  « 

,.«• 

+ 

f{'' 

_o 

X 

+  < 

,«■ 

+ 

/{'• 

=  o 

X 

+  « 

•L^ 

+ 

fix' 

=  « 

+  0 

,»' 

+ 

Substituirt  man   diese  Werthe  vou  f{^^),  /{sr 
(])  selbst  in  die  Gleichung  (2),  so  kommt: 


+  «.S. 


Das  Fortgangsgeseta  der  Cocfficioaten  dieser  Eoihe  liegt  am 
Tage.  .  Ist  nämlich  der  Coefficient  von  a:™  zu  bestimmen,  so  zerlege 
man  die  Zahl  m  auf  alle  mÖgUchen  Arten  in  zwei  ganze  positive 
Factoren.  Jedes  dieser  Producte  giebt  dann  ein  GHed  der  gesuchten 
Coefficienten,  indem  man  die  zwei  Factoren  des  Products  als  Indices 
der  in  einander  zu  multiplicu-cnden  a  und  h  nimmt. 

Da  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  für  jeden  Werth  von  x  be- 
stehen muss,   so  haben  wir 


«f/l  +  «3Ö3  +  «,^,  -f-  ß,  ö^  =  c 


wodurch   sich  jedes  b   mit   Hülfe   der  vorhergehenden   b  berechnen 


Um  hieraus  die  einzelnen  h  unabhängig  von  einander  zu  finden, 
setze  man  um  grösserer  Einfachheit  willen  «j  =  1,  und  es  kommt: 
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.  —  «,  +  «,«,  +  «,«,  —  «,«,( 


§.  2.  Schon  aus  diesen  wenigen  Entwickelungen  ist  hinreichend 
abzunehmen,  wie  auch  die  Weithe  der  folgenden  b  aus  «3,  ß,,  ... 
zusammengesetzt  sein  werden.  Man  zerlege  nämlich  den  Index  m 
von  5^  auf  alle  mögliche  Arten  in  Factoren,  indem  man  m  selbst 
als  höchsten  Factor  mitnimmt,  die  Einheit  aber  weglässt,  und  auch 
je  zwei  Zerlegungen,  die  sich  nur  durch  die  Folge  ihrer  Factoren 
unterscheiden,  als  zwei  verschiedene  betrachtet;  oder  wie  man  sich 
auch  in  der  Sprache  der  Combinationslehre  kurz  ausdrücken  kann; 
Man  bilde  alle  Variationen  mit  Wiederholungen  zum  Pro- 
duct  m.  Aus  jeder  dieser  Variationen  ergiebt  sich  dann  ein  Glied 
in  dem  Werthe  von  ö^  dadurch,  daas  man  die  Elemente  der  Vai-iation 
zu  den  Indices  von  a  nimmt,  und  dieses  Glied  erhält  das  positive 
oder  negative  Zeichen,  je  nachdem  die  Anzahl  seiner  Elemente  gerade 
oder  ungerade  ist. 

So  sind  z,  B.  alle  Variationen  zum  Froduct  12: 


3.4,     4.3,     6.2. 


■  3   ; 


3.2.2  , 


Die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  Gesetzes  fliesst  aus  den  recur- 
riienden  Formeln  (3)  so  leicht,  dass  es  überflüssig  sein  würde,  uns 
bei  dem  Beweise  desselben  aufzuhalten. 

Dieselben  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  a  und  b  würden 
übrigens  auch  dann  erhalten  worden  sein,  wenn  man,  so  wie  (1)  und 
(2),  auf  gleiche  Art  die  allgemeineren  Gleichungen 

fx  =  «,  Fx  +  «,  F[x^)  +  «3  F{x']  -I-  ... 

Fx  =  h,fx  +  b^f[A  +ö,/M  +  ... 
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mit  einander  verglichen  hätte.  Finden  daher  zwischen  den  a  und  den 
b  die  Relationen  (3)  statt,  so  ist  von  diesen  zwei  Gleichungen  die 
zweite  eine  Folge  der  ersten,  und  die  erste  eine  Folge  der  zweiten, 
was  auch  im  ersteren  Falle  Fx,  und  im  letzteren  fx,  für  eine  Func- 
tion von  X  sein  mag. 

Die  Relationen  (3)  bestehen,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  auch 
dann  noch,  wenn  man 

für  ffj   ,     «j   ,     «j   ,      ...     resp.      2^a^  ,     3"«3   ,     4"«^   ,     ...  und 
für  i^   ,     h^   ,     b^  ,      ...     resp.     s"?»,   ,     3"S,   ,     4"^^   ,     ■■• 
substituii't,  wo   n   eine   behehige   positive  oder  negative ,  ganze   oder 
gebrochene  Zahl  sein  kann.     Wenn  daher 
{A)  /x  =  a,Fx  +  2'a,F[x']  +  i»a,F{x')  +  ...  , 

so  ist  auch 

[A»)  Fx^bjx  +  j-J,  f[£-)  +  3-S.  f[x']  +  ...  , 

und  umgekehrt. 

Von  noch  grösserer  Allgemeinheit  als  diese,  sind  folgende  zwei 
zusammengehörige  Gleichungen ; 

fx  =  a,Fx:  +  c,a.  Fix'}  +  c,„.  Fix'}  +  ... 
Fx-b,fx  +  o,i,f{x>}+c,b,fixJ}+... 

In  ihnen  können  die  Coefficienten  c^,  c^,  c^,  .. .  ,  deren  Indices 
Primzahlen  sind,  nach  Beheben  bestimmt  werden.  Ein  Coefficient 
c,  dessen  Index  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  muss  dann  gleich 
genommen  werden  dem  l'roducte  aus  den  Coefficienten  c,  deren  In- 
dices die  einfachen  Factoren  jener  zusammengesetzten  Zahl  sind,  also 

Die  zwischen  den  a  und  den  ä  erforderlichen  ßelationen  sind  die- 
selben, wie  vorhin. 

Um  jetzt  von  dieser  neuen  Art  der  Eeihenumkehrung  ein  sehr 
einfaches  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir 

setzen,  also  nach  ^1) 

fx  =  X  -[-  x'^  -\-  x^  -\-  . . .  ,     und  daher  fx  =     -■-■■■■  . 
Mit  diesen  "Werthen  von  «  wird  aber  nach  (4): 

ö,  =  I   ,     b,  =  —  I  ,     b,  =  ~i  ,     5,  =  o  , 
ög  =  —  1   ,     ö|^  =  I   ,     b.  ^  —  1    ,     b^  ^  o  ,     11.  s.  w. 
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und  daher  nach   (2) 


(C) 


§.  3.  Man  wird  es  gewiss  sehr  auffallend  finden,  dass  die  Coef- 
ficienten  dieser  Reihe,  auch  wenn  man  sie  noch  weiter  fortsetzt,  keine 
anderen  als  i,  o,  und  —  i  sind.  Der  Grund  dieses  merkwürdigen 
Ergebnisses,  und  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Coefficienten  i,  o  und 
—  I  mit  einander  abwechseln,  wird  sich  am.  leichtesten  mit  Hülfe 
der  recurrirenden  Formeln  (3]  entdecken  lassen.  Indem  wir  darin 
«i,  «j,  «3,  ...  =  I,  und  nächstdem,  der  ersten  dieser  Formeln  zu- 
folge, auch  5^  =1  I  setzen,  werden  dieselben: 

I  4-  5^  =  o  ,     I  +  öj  =  o  ,     I  +  ij  +  5,j  =  o  ,     1  -^  K^  =  o  , 

I  +  öj  +  ft,  +  i„  =  o  ,     i  +  b,  =  o  ,     u.  s.  w,  , 

so  daäs  überhaupt,  wenn  a,  ß,  y,  ö,  ...  alle  von  einander  yerschiedenen 

Factoren  von  m  sind,   man   zur  Bestimmung  von  5„  die   Gleichung 

I  +  5„  +  5^  +  fij,  +  ■  ■  ■  +  5m  =  o 
hat.     Hieraus  ist  nun 

1)  ohne  Weiteres  ersichtlich,  dass,  wenn  m  eine  Primzahl  be- 
deutet,  1  +  h,,f  =  o,  und  düher  ö„,  ^=  —  i  ist.     Sei 

2)  ff»  ein  Product  aus  zwei  einander  nicht  gleichen  Primzahlen 
a  und  ß,  und  habe  also  bloss  a  und  ß  zu  Factoren,  so  gilt  für  5„o 
die  Gleichung; 

I  -|-  ^o  +  ^,f  +  5p,j  =  o  , 
mithin 

I  +  ^a  +  ^f>  +  K  ■  ^ß  =  K  ■  ^p  —  Kß  - 
Es  ist  aber  von  den  zwei  Factoren  i  +  5„  und  i  +  Öj,  in  welche 
sich  die   linke  Seite   dieser  Gleichung   auflösen   lä.sst,   nach  1)  jeder 
für  sich  gleich  Null,  folglich 

Kf  =  K-iß  ■  M 

Von  einer  Zahl,  welche  ein  Product  aus  drei  verschiedenen 
Primzahlen  a,  ß,  y  ist,  erhält  man  sämmtliche  Factoren  durch  Ent- 
wickeln!^ des  Products 

(I  4- «!  (1  +  ß)  (i  +  r)  , 
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lind  es  ist  dalier 

1  +  ^«  +  5f;  +  5^  +  ö„^  +  6„^  +  b^y  +  5„^^  -  o  . 
Setzt    man    darin,    der    Formel    («)    zufolge,  statt  5„a,  5„j,,  ioj,  resp. 
^a-  ^Sr  K'  h>  ^ä'  ^y  ^'■'  ^^^''^  "laii  'l'ß  Gleichung  auch  so  schreiben: 

und  da  jeder  der  drei  Factoren  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
gleich  Null  ist,  so  hat  man 

Hiermit  lässt  sich  auf  ganz  älmhche  Alt  zeigen,  dass,  wenn  S 
eine  vierte,  von  a,  ß,  y  verschiedene  Piimzalil  ist, 

{<']  KßyS=K-^ß  -iy-h    ' 

u.  s.  w.  Nun  ist,  nach  1],  &„  =  Ö^  =  l.,  =  etc.  =  —  i,  und 
dalier 

^a^  =  +   I    ,       hßy  =  —  I    ,       Kßyä  =  +   I    . 

und  so  fort  abwechselnd.  Wenn  demnach  m  das  Product  aus  meh- 
reren einander  nicht  gleichen  Primzahlen  ist,  so  ist  fi^  =  di  i ,  und 
zwar  +  I  bei  einer  geraden ,  —  i  bei  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Primzahlen, 

3)   Sei  ni  =  a",  gleich  dem  Quadrat  einer  Primzahl,  so  hat  m  den 
Factor  n,  und  es  ist  daher 

{d)  i  +  K  +  K^  =  °  , 

folglich,  wegen   i  4-  ö„  ^=^  o, 

K^  =  o  . 
Eben  so  folgt,  wenn  m  =  a-'  ist    und  daher  a  und  a^  zu  Factoren 


mithin,  wegen  [d],  ö„3  =  o  ;  und  auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  über- 
haupt, wenn  m  die  Potenz  einer  Primzahl  ist, 

§.  4.  Wir  haben  jetzt  noch  den  allgemeinen  Fall  zu  unter- 
suchen, wo  m  aus  mehreren,  zum  Theü  einander  gleichen,  zum 
Theil    verscliie denen   Primzahlen    zusammengesetzt    ist.      Sei    daher 
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also  ju,  ^,  j-,  ...  2  positive  ganze  Zahlen ,  von  denen  wenigstens  Eine 
grösser  als  i  ist.  Auch  ist  darunter  der  vorige  Fall,  ivo  m  =  aP,  als 
ein  specieller  mitbegriffen.  Die  Anzahl  aller  einfachen  Factoren,  in 
welche  m  aufgelöst  werden  kann ,  ist  =  ^  +  ?  +  ''  +  ■-  ■  +  ^,  und 
werde  mit  iV  bezeichnet.  Ich  behaupte  nun,  dass  für  ein  m  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  immer  b^^o  ist,  und  werde  dies  beweisen, 
indem  ich  zeige,  dass  wenn  die  Behauptung  für  alle  Formen  gilt,  welche 
m  hei  allen  Werthen  von  JV,  die  kleiner  als  eine  gewisse  Zahl  M 
sind,  haben  kann,  die  Behauptung  auch  für  N  =  M  richtig  ist. 

Sämmtliche   Factoren  von  a^ßly'^  ■■■   'Q^  sind   einerlei   mit   den 
Gliedern,  welche  durch  Entwickelung  dea  Products 

{l+R  +  „^_l-,..+«P)(l+^+^^+...+^?)(l+;,+j,^+...+/-)...(l+r+.,.t=l 

erhalten  werden,  und  es  ist  folglich 

wo  S  die  Summe  aller  durch  die  angezeigte  Entwickelung  entstehen- 
den Glieder  von  der  Form  i„  bedeutet,  in  denen  n  dieselbe  Be- 
schaffenheit, wie  die  vorhin  von  m  bemerkte,  hat,  nur  dass  dabei 
die  Sirmme  der  Exponenten  der  Primzahlen  nie  die  Summe  der 
Exponenten  p,  q,  r,  ...  z  im  letzten  Gliede  der  Reihe  erreicht.  Nun 
sind  von  den  ersten  Gliedern  der  Reihe  bis  mit  zum  Gliede  b^a  ..^ 
die  Indices  sammthche  Factoren  des  aus  den  nicht  potenzirten  Prim- 
zahlen a,  ß,  y,  ...  ^  zusammengesetzten  Products,  und  es  ist  mithin  die 
Summe  dieser  Glieder  nach  2)  für  sich  gleich  NuU.  Wenn  folglich 
jedes  der  unter  S  begriffenen  Glieder  gleich  Null  ist,  so  muss  auch 
das  letzte  Glied  ^^m,  . . , /-i  selbst  NirU  sein,  wie  zu  erweisen  war. 
Aus  dem  in  3)  gefundenen  li„-i  =  o  folgt  daher 


und  hieraus  und  aus  h^x  =  o : 

und  hieraus  und  aus  5„i  =  o  ; 

K'ß>  SßS.^ä.  V^jo  ^üV'/'  ^«Vj'^  =  °  ' 

In  der  Reihe  (C)  des  §.  2,  deren  allgemeines  Ghed  - 
deren  Summe  =  m  ist,  herrscht  demnach  das  Gesetz : 
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Dass  für  m  ^  i  und  für  jedes  m,  welches  ein  Product  aus  einer 
vereiden  Anzahl  von  einander  verschiedener  Primzahlen  ist,  der  C'oeffi- 
cient  des  Gliedes  gleich  i  ist,  dass  Jedes  Glied,  dessen  m  eine  Prim- 
zahl selbst,  oder  ein  Product  am  einer  ungeraden  Menge  sich  nicht 
gleicher  Primzahlen  ist,  den  Coeffictenten  —  i  hat,  und  dass  endlich 
alle  Glieder  wegfallen,  deren  Exponenten  Quadrate  oder  höhere  Po- 
tenzen von  Primzahlen  zu  Factoren  haben. 

Wir  entwickelten  dieses  Gesetz  mit  Hülfe  der  recurrirenden 
Formeln  (3).  Indessen  wird  es  nicht  unnütz  sein,  hierbei  auch  den 
independentcn  Bestimmungen  (4)  Aufmerksamkeit  zu  schenken.  Da 
gegenwärtig 


ist,  so  ist  nach  den  Formeln  [4)  und  nach  dem,    was   zunächst   über 
sie  bemerkt  worden: 

hj^  =  —  I  +  der  Anzahl  der  Binionen  oder  der  Variationen 
der  zweiten  Classe,  —  der  Anzahl  der  Temionen,  oder  der 
Variationen  der  dritten  Classe ,  +  n.  s.  w.  , 
welche  mit  Wiederholungen  zum  Product  m  gebildet  werden  können. 
Hieraus,  und  weil  die  erste  Classe  bloss  aus  der  Zahl  m  besteht, 
mithin  die  Anzahl  der  Unionen  =  i  ist,  fliesst  in  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden  folgender  bemerke nswerthe  Satz: 

Bildet  man  alle  Variationen  mit  Wiederholungen  zu  einem  be- 
stimmten Producte  m,  und  ordnet  diese  Variationen  nach  Glossen,  loo- 
bei  die  Zahl  m  selbst  die  erste  Classe  ausmacht,  die  Einheit  aber  als 
Factor  ausgeschlossen  bleibt  (indem  sonst  die  Menge  der  Variationen 
unendlich  sein  würde) ,  so  ist  die  Ajizahl  der  Variationen  in  den  ge- 
raden Classen  der  Anzahl  dei-  Variationen  in  den  ungeraden  entweder 
gleich,  oder  um  i  grösser,  oder  um  i  kleiner  als  die  letztere,  je  nach- 
dem von  den  einfachen  Facioren  von  m  einige,  oder-  auch  alle,  einander 
gleich  sind,  oder  m  ein  Product  aus  sämmtlich  von  einander  verschie- 
denen Primzahlen  ist,  und  dann  die  Menge  dieser  Primzahlen  ent- 
weder gerade  oder  ungerade  ist. 

§.  5.  Dieser  Satz  steht  in  nahem  Zusammenhang  mit  dem  ana^ 
logen  SatKe  bei  Variationen  mit  Wiederholungen  zu  einer  bestimmten 
Summe  m.  Die  erste  Classe  dieser  Variationen  hat  bloss  eine  Com- 
plexion,  nämlich  m  selbst,  die  zweite  Classe  besteht  aus  den  Varia- 
tionen : 

1,  wi  —  I  ;     2,  m  —  2   ;     i,  m  —  3  ;  ■  ■■     ni  —  2,2;     m  —  r ,   i ; 
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und  die  Anzahl  dei'selbeii  ist  =  m  —  i ;  die  Anzahl  der  Variationen 
der  dritten  Classe  findet  sich  = — '■ — -— — -  ;  u.  e.  w,  :  und  weil 

1  -  Im  -,)  +  "'-  '^  ■  ^~  '-...  =  (1  -  1)--'  =  o  , 

SO  ist  bei  Variationen  mit  Wiederholungen  zu  einer  bestimmten  Summe, 
die  Anzahl  der  VaHationen  in  den  geraden  Glassen  der  Variations- 
zaAl  in  den  ungeraden  Glossen  immer  gleich ,  —  statt  dass  bei  Varia- 
tionen zu  einem  bestimmten  Product  die  eine  Zahl  bald  der  an- 
deren gleich,  bald  um  i  grösser,  bald  nm  i  kleiner  als  die  an- 
dere war. 

Die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  sind  in  den  Schriften 
über  die  Combinationslehre  zur  Genüge  behandelt  worden,  wähi-end 
über  Variationen  zu  bestimmten  Producten,  wenigstens  unter  diesem 
Namen,  noch  keine  Untersuchungen  angestellt  sein  dürften.  Gleich- 
wohl ist  aber  auch  von  letzteren  Variationen  der  Nutzen  nicht  zu 
verkennen,  wie  unter  Anderem  schon  daraus  hervorgeht,  dass  die 
Aufgabe,  alle  Variationen  der  n-len  Classe  zum  Product  a^ß^y^'  ... 
zu  finden,  ganz  einerlei  ist  mit  der  Aufgabe ,  p  ~\-  </  -^^  r  -\^  . . .  Ele- 
mente, von  denen  p  Elemente  unter  sich,  q  Elemente  unter  sich, 
u.  s.  w.  gleich  sind,  auf  alle  mögliche  Arten  in  n  verschiedene 
Fächer  zu  vertheilen.  Auf  dieselbe  Art  ist  auch  die  Bildung  der 
re-ten  Classe  von  Variationen  zur  Summe  p  offenbar  nicht  verschie- 
den von  der  Forderung;  p  einander  gleiche  Elemente  auf  alle  mög- 
liche Arten  in  n  Fächer  zu  veitheilen ;  woraus  man  zi^leich  ersieht, 
dass  das  Varüren  zu  einer  bestimmten  Summe  als  ein  speciellev  Fall 
des  Variii'ens  zu  einem  bestimmten  Producte  betrachtet  werden  kann. 

Der  so  eben  erhaltene  Satz  von  Variationen  zu  bestimmten  Pro- 
ducten möchte  vielleicht  einer  der  merkwürdigsten  in  diesem  noch 
nicht  bebauten  Felde  der  Combinationslehre  sein.  Obschon  er  nun 
durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  ganz  bündig  erwiesen  ist, 
so  wül  ich  doch  einen  zweiten  Beweis  noch  mittheilen,  der  in  höherem 
Grade,  als  der  vorige,  auf  der  Natur  der  Variationen  selbst  beruht, 
und  uns  zugleich  noch  eine  andere  mit  jener  verwandte  Eigenschaft 
dieser  Variationen  entdecken  lassen  wird. 

§.  6.  Sei  das  Product,  zu  welchem  man  Variationen  bilden 
■  will,  zuei-st  eine  Potenz  einer  Primzahl,  also  =  ttJ*,  wo  j)  >  i .  Irgend 
eine  Classe  der  Variationen  zu  diesem  Product  wird  man  erhalten, 
wenn    man  die   ebensovielte   Classe  von  Variationen  zur    Summe  p 
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entwickelt,  und  die  Elemente  dieser  Variationen  zu  Exponenten  von 
a  nimmt.     So  ergiebt  sich  z.  B.  die  zweite  Classe: 

Die  Anzahl  der  Variationen  in  der  K~ten  Classe  zum  Product 
«P  ist  mithin  der  Variationenzahl  der  «-ten  Classe  zur  Summen  gleich. 
Da  nun,  wie  yorhin  bemerkt  worden,  beim  Variireii  zu  einer  be- 
stimmten Summe  die  Anzahl  der  Variationen  in  den  geraden  Classen 
der  Anzahl  der  Variationen  in  den  ungeraden  gleich  ist,  so  muss 
dasselbe  auch  beim  Variiren  zu  einem  Product  gelten,  welches  eine 
Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Werde  jetzt  die  Anzahl  von  Variationen  zu  einem  Product  m, 
welche  lesp.  in  der  ersten,  zweiten,  dritten,  ...  sa-ten  Classe  ent- 
halten sind,  durch  A^^,  B^,  (?,„ ,  ...  iV"^  bezeichnet.  Set  n  die  An- 
zahl der  einander  sämmtlich  oder  nur  theilweise  gleichen,  oder  durch- 


weg von 


einander  verschiedenen  Primzahlen,  aus  denen  m  zusammen- 


gesetzt ist;  also  die  re-te  Classe  die  höchste.  Sei  ferner  a  eine  in 
m  nicht  mit  enthaltene  Primzahl,  und  werden  die  Mengen  der  Va- 
riationen zum  Product  ma  nach  den  verschiedenen  Classen,  deren 
höchste  die  (ti -\-  i)-ste  ist,  gleicherweise  durch  A^^^,  5„j„,  ...  A'^^ 
ausgedrückt.     Alsdann  wii'd  sein 

A„,„  =  ^^  =  I   , 

iV„,„  =  nN^  +  nN„,  , 

Denn  die  zweite  Classe  zum  Product  m  a  findet  sich,  indem  man 
erstlich  die  erste  Classe  zum  Product  m,  d.  i.  m  selbst  nimmt,  und 
diesem  das  eine  Mal  a  vor-,  das  andere  Mal  nachsetzt     Dies  giebt: 

2  =  2:A^  Variationen;  a,  m  und  m,  a  . 
Die  übrigen  Variationen  der  zweiten  Classe  zum  Product  ma  er- 
hält man  aus  den  Variationen  derselben  Classe  zum  Product  m, 
indem  man  von  den  zwei  Elementen  einer  solchen  Vai'iation,  —  sie 
seien  f,  g,  und  daher  fg  =  m,  —  das  eine  Mal  das  eine,  das  andere 
Mal  das  andere  Element  nnt  a  verbindet;  also  fa.g  und  f.ga. 
Jede  dieser  B„^  Variationen  giebt  daher  zwei,  und  sämmtliche  B^^ 
geben  2 5™  Variationen  der  zweiten  Classe  zum  Product  mcc ,  so  dass 
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die  Anzahl  aller  dieser  Variationen  überhaupt 

^  2  A,„  +  2  B,n 

ist.     Eben  so  bekommt  man  aus  jeder  der  B„,  Variationen,  wie  f.  ff, 
drei; 

und  aus  jeder  der  Gni  Variationen,   wie  h.i.k,  wenn  hik  ^  in  hi, 
ebenfalls  drei,  nämlich 

ha.i.k  ,     h.ia.h  ,     h.i.ka  , 

der  Cj„„  Variationen;  folglich  u.  s.  w. 

Addiren  wir  nun  die  ohigen  Gleichungen  mit  abwechselnden 
Zeichen  und  setzen  das  Aggregat,  mit  dessen  Wei-thbe Stimmung  wir 
uns  jetzt  beschäftigen: 

A,n  —  Bm  +  A»  ~  ■  ■  -  ±  N,n.  =  S^  , 
und  eben  so 

^m«  —  -^m«  +  Gmi,  —  ■  ■  ■  T  '^ma  =  ^'ma   , 
SO  kommt 

Ä„,„  =  —  S,„  . 

Nun  ist  nach  dem  Vorigen,  und  wenn  a,  ß,  y,  ä,  ...  von  ein- 
ander verschiedene  Primzahlen  bedeuten : 

S„p  =  o  , 
folglich  auch 

S^i,^  =  o  ,     folglich  S^pßy  =  o  ,     S„p,:{ys  =  o  ,     n.  s.  w. 
Ist  ferner  m  eine  Primzahl  =  a,  so  sind 
B„„   C„,,  ...  =o  , 
folglich 

S^=A,_=J  ,  Ä„^     =     —     Ä„     =     -       I  ,  .%^^y     =     -     ^„^     ==       I  , 

u.  s.  w.  —  Alles   übereinstimmend  mit   den  schon  oben   auf  andere 
Weise  erhaltenen  Resultaten. 

§.  7.  Es  bleiben  uns  daher  noch  diejenigen  Werthe  von  ä^j 
zu  bestimmen  ührig,  hei  welchen  m  zwei  oder  mehrere  Potenzen  von 
Primzahlen  zu  Factoren  hat.  Sei  zu  dem  Ende  m  eine  beliebige 
Zahl,  ß  eine  in  m  nicht   mit  enthaltene  Primzahl,   und   suchen  wir 
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aus  den  Variationen  zum  Product  m  die  Variationen  zum  Product 
ma^  herzuleiten.     Zuerst  ist 

(1)  ^1™.  =  ^M    ■ 

Die  zweite  Classe  zum  Product  ma^  wird  sich  ergeben : 
Ersteaa    aus  der  ersten  Classe   zum   Product   m,   d.   i.    aus  m 
allein,  indem  wir  daraus  Variationen  von  den  Formen 
mcfl  .  af     und     a^ .irtcfi 

ableiten,  wo  für  q  nach  und  nach  die  Werthe  o,  1,  2,  ,,.  p —  i, 
und  für  r  die  Werthe  i,  2,  ■••  p  zu  setzen  sind,  jedoch  so,  dass 
immer  q  -^  r  -^  p.  Die  Anzahl  dieser  Variationen,  welche  a  heisse, 
wird  offenbar  eine  bloss  yon  p  abhängige  Zahl  sein. 

Zweitens  aus  der  zweiten  Classe  zum  Product  m.  Sei  näm- 
lich y.^  irgend  eine  Variation  dieser  Classe,  aho  fg  =  m.  Alle 
daraus  fliessenden  Variationen  sind  dann  von  der  Form 

fa^.ga^  ,     wo     g  =  o,   1,   2,   ...  p  ,     r  =  o,    r,   2,    ...  p  , 

und  immer  q  -\^  r  =  p  ist.  Die  Anzahl  derselben  wird  mithin  gleich- 
falls bloss  von  p  abhängen,  und  heisse  b.  Eben  so  viel  Variationen 
der  zweiten  Classe  zu  maP  werden  aber  auch  aus  jeder  anderen 
Variation  der  zweiten  Classe  zum  Product  m  hci-vorgehen.  Die  An- 
zahl aller  ersteren  aus  den  letzteren  entstehenden  Variationen  ist 
daher  =  6  B,„ ;  und  folglich  überhaupt 

(2)  B„^„p  =  aA^  +  bS„,  . 

Auf  gleiche  Art  werden  alle  Variationen  der  dritten  Classe  zum 
Product  mßP  aus  den  Variationen  der  drei  ersten  Classen  zum  Pro- 
duct m  eich  ergeben,  und  zwar  aus  jeder  Variation  einer  und  der- 
selben Classe  gleich  viel,  so  dass  wir  setzen  können: 

(3)  O^^  =  a-A„,  +  i'B^  +  o'  C„,  , 

wo  «',  b',  c'  nur  von  p  abhängige  Zahlen  sind;  b'  z.  B.  die  Menge 
derjenigen  Variationen  der  dritten  Classe  zu  maP,  welche  aus  einer 
und  derselben,  gleichviel  welcher.  Variation  der  zweiten  Classe  zum 
Product  m  fliessen. 

Eben  so  wird  sein: 

(4)  ö,,,,,;,  =  a"A„,  -+-  b"B„^  +  c"C„,  -1-  d"D^  , 
wo  a",   b",  e",  d"  gleichfalls  nur  von  p  abhängen;  u.  s.   w. 

Man  addire  jetzt  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4),  u.  s.  w,  mit 
abwechselnden  Zeichen,  und  man  erhält: 
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■Sm^P  =  [i  —  «  +  ß'  —  ff"  +  .  .  .)  A„,  ^[h~h'  +b"  —  ...)  iJ„, 
+  (c'— c"  +  ...)  O^  — K  — ...}Z>m  +  etc. 
Sei  nun  zuerst  m  eine  Primzahl,  so  sind 

A„^=  I  ,     5„,  C^,,  D^,  ...  ^o  , 
und,    wie  wir  vorhin  sahen,   Ä',„„p  =;  o,   folglich  nach  gegenwärtiger 
Formet : 

und  ancli  dann  noch  ^=  o,  wenn  m  keine  Primzahl  ist,  weil  a,  a',  a,  . . . 
bloss  von  p  abhängen.     Mithin  ist  allgemein : 

S'^„;,  =  — [J—J'  + ;,"_.. .)5„^  +  (c'  — (!"  +  .. .)t;  — ((?"—. ..)Z)„,+  ete. 

Sei  zweitens  m  ein  Product  ans  zwei  verschiedenen  Primzahlen, 
so  werden,  B^  ausgenommen, 

C„,,  iJ^,  ...  =0  , 

und  da  nach  dem  Vorigen   auch   für   diesen   Fall  S^^^ii  =  g   ist,   so 
mitss  die  von  m  unabhängige  Zahl 

—  U^V'—...  =0 
sein. 

Eben  so  wird  bewiesen,  indem  man  m  aus  drei,  vier  und  mehreren 
von  einander  verschiedenen  Primzahlen  zusammengesetzt  sein  lässt, 
dass  auch 

Folglich  ist  allgemein 

was  auch  m  für  eine  ganze  positive  Zahl   sein  mag,    und  unser  Satz 
ist  somit  von  Neuem  vollkommen  dargethan. 

§.   S.     Um   den  letzten  Theil   dieses  Beweises   noch   durch   ein 
Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  p  ^^  2  setzen.     Hiermit  findet  sich : 
A.„„^,  =  A„,  , 

C„,„,  =  3  ^„  +  9  B,n  +  6  C„,  , 

D,„„,  =  6  ß,„  +  1 6  C„  +  m  />.„,  , 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 


y  Google 


604  üaber  eine  besondere  Art  von  Umketriiiig  der  Reihen.  g,  g. 

Iii  der  That  erhält  man  aus  der  ersten  Classe  zu  m,  d.  i.  ans 
m  selbst,  4  =  4-^^  Variationen  der  zweiten  Classe  zu  ma^,  nämlich: 

ma^  ,     a^.m  ,     ma  .  ce  ,     a.ma  , 
und  3^3  ■Ä„^  Variationen  der  dritten  Classe  zu  ma^,  nämlich : 

m . a , a  ,     a .m. a  ,     a . a  .m  , 
keine  Variationen  aber  der  höheren  Classen  zu  ma^,  indem  hierzu  eine 
höhere  Potenz  von  a,  als  die  zweite,  erforderlich  ist. 

Ist  iciner  f .  ff  eine  der  B^^  Variationen,  so  bUden  sich  hieraus 
di-oi  von  den  B,„gi  Variationen; 

fa^-.ff  ,    f.ga"-  ,     fa.cja  ; 
9  von  den  C„^,fl  Variationen : 

a^.f.'J  :     «.fa.ff  ,      a.f.ga  , 
f.a^.g  ,     fa  .a.ff  ,     f.u.ga  , 
./■?-«'  ,    f(^-9  -a  ,    f.ffa.a  : 
6  von  den  D„i,fi  Variationen: 

a.a.f.ff  ,     a.f.a.ff  ,    f.a.a.g  , 
«■/■?  ■"  y    f.a.g.a  ,    f.ff.a.a  ; 
keine  aber  von  den  höheren  Classen  zu  m«*. 

Aehnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Coefficienten  von  C,j, , 
/*„(,  ...  in  den  obigen  Gleichungen  verificiren. 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  immer  der  Zahl  der  Variationen 
höchster  Classe  zum  Product  ma^,  also  der  Anzahl  aller  einfachen 
Factoren  dieses  Products  gleich,  mithin  ^  P  +  q ,  wenn  m  sieh  in 
q  einfache  Factoren  auflösen  lässt.  Die  5-te  Classe  ist  die  höchste, 
welche  zum  Product  m  gebildet  werden  kann ,  also  die  höchste, 
■welche  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  vorkommt.  Sei  z.  B. 
wie  vorhin  p  ^  2,  und  enthalte  m  drei  einfache  Factoren,  so  redu- 
ciren  sich  die  vorigen  Gleichungen  auf  folgende  fünf: 
A„,„^  =  A„,  , 

£■„,„.=  JoC„,  . 

Addirt  man  dieselben  mit  abwechselnden  Zeichen,  so  werden, 
übereinstimmend  mit  dem  obigen  allgemeiuen  Reweise,  die  Coeffi- 
cienten von  A^,  B^,   C^  einzeln  gleich  Null. 
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Dieses  sich  Aufheben  der  Coefficientea  von  jd„j,  .  ,  .  kann  uns 
zur  Aufstellung  eines  neuen  Satzes  Gelegenheit  geben.  Denn  um 
anfangs  nur  die  Coeflicienten  3,  9,  6  von  B^f^  zu  berücksichtigen, 
so  erhielten  wir  diese  Zahlen  als  die  Mengen  von  Variationen  in 
der  2-ten,  3-ten  und  4-ten  Classe  zum  Product  fffa^,  wobei  jedoch  die 
Elemente  f,  ff  niemals  in  einem  Factor  mit  einander  verbunden  vor- 
kamen, auch  ihre  Fo^e,  g  nach  /,  immer  dieselbe  blieb.  Ziehen 
wir  auf  gleiche  Weise  auch  die  Coefficienten  von  C„j,  D^,  etc.  in 
Betracht,  setzen  die  Potenz  von  a  allgemein  =  p,  und  nehmen,  was 
hier  auf  die  Menge  der  Variationen  keinen  Einflnss  hat,  die  Zahlen 
f,  ff,  ...  insgesammt  einander  gleich,  jede  =  ß,  ihre  Menge  =5, 
so  können  wir  den  aus  diesen  Betrachtungen  hervorgehenden  Satz 
also  ausdrücken: 

Bildet  man  alle  Variationen  zum  Product  a^ß^,  so  jedoch,  dass 
in  keinem  Factor  einer  dieser  Variationen  ß  in  einer  höheren  Potenn, 
als  der  ersten,  vorkommt,  und  ordnet  man  die  Variationen  nach  Classen, 
wobei  also  die  q-ie  die  niedrigste,  und  die  (p  -\-  q)-te  die  höchste  Classe 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Variationen  in  den  geraden  Classen  der  An^ 
zahl  in  den  ungeraden  gleich. 

§.  9.      Aus  de!'  in  §.  2,  [C]  erhaltenen  merkwürdigen  Reihe 

lassen  sich   eine  unzählige  Menge  anderer  sununirbarer  Keihen   ab- 
leiten, von  denen  ich  hier  nur  diejenigen  anführen  wUl,  die  ihrer  Ein- 
fachheit halber  mir  von  Interesse  zu  sein  geschienen  haben. 
Durch  Division  mit  x  wird  die  Reihe 


Hierin  z  negativ  genommen,  erhält  man : 

und  wenn  man   diese   Gleichung  Ghed    für   Ghed   zu    der   vorigen 
addü-t,  dann  mit  2  dividirt  und  zuletzt  y  für  x'  schreibt: 

j  ^  __2 y f__  _    y'    _    y"    ___    y^     ,         ,2] 

Jedes  GUed  dieser  Reihe  hat  die  Form  ± -7=  ,    wo   m  jede 

ungerade  Zahl  ist,  die  entweder  eine  Primzahl  oder  ein  Product  aus 
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mehreren  yerschie denen  Primzahlen  ist.  Das  Vorzeichen  bestimmt 
sich  wie,  im  Vorigen,  nach  der  geraden  oder  ungeraden  Menge  der 
Factoren  von  m. 

Setzt  man  —y  ilir  y,  so  geht  (2)  über  in: 

m    ,  -  _J_  ^    y    _   y"   4,   y'   ^   y'   _  y'  _ 
^ '        i+p^ i+y^    i+j,=  ^n_2/^^i+yi«    i+j/^3   ■■■■ 

wo  die  Glieder  einerlei  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  mit  den 
gleichstelhgen  Ghedern  in  {2}  haben,  je  nachdem  m  von  der  Form 
HP  -\-  I  oder  4/>  —  i  ist. 

Man  addire  (2)  und  (3),  dividire  durch  2  und  setze  z  für  »/',  so  kommt : 

*  '  ^'  I  —  z      I  —  «'       1^2^       I  —  s'       1  — s"       I  — a" 

Die  Nenner  und  die  Vorzeichen  sind  hier  dieselben  wie  in  (2) ,  die 
Exponenten  der  Zähler  aber  =  — (»« — i)  oder  :^  —  [^m- — 1)  ,  je 
nachdem  m  oder  der  Exponent  im  Nenner  von  der  Form  4^  +  i 
oder  4P  —  i  ist. 

Nach  demselben  Verfahren,  diirch  welches  (2)  aus  (1*),  und  (1) 
aus  (2)  abgeleitet  wurde,  kann  nun  aus  (4)  eine  neue  Reihe,  aus 
dieser  abermals  eine  neue,  und  so  fort  ohne  Ende,  entwickelt  werden. 

Wir  wollen  jetzt  in  der  Reihe  (1) ,  von  welcher  wir  ausgegangen 
sind,  x'-  für  x  schreiben,  also: 

und  dieses  Ergebniss  zu  (1)  addiren.     Hiermit  findet  sich 
(5)  x-\-x^  ^ 

_     ^  ^''  ^'  ^^  ^'  a:' '  x}^ 

eine  Keihe,  die  sogleich  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man  alle  in  (i) 
vorkommenden  geraden  Exponenten  verdoppelt. 

Subtrahirt  man   («)  von  (1]  Ghed  für  Glied,  so  kommt 

und  wenn  man  von  (1)  das  Doppelte  von    [a]  abzieht: 

In  wiefern  sich  diese  zwei  Reihen  von  (1)  unterscheiden,  fällt 
in  die  Augen  und  bedarf  keiner  Erörterung. 
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§.  10.     Eine  Transformation  von  noch  anderer  Art  wird  dadurch 
bewerkstelligt,  dass  man  in  (jj 

X  =  r  (cos  f/i  -[-  i  sin  <f\  ,  wo     i  ^=  V—  i   , 
setzt.     Hiermit  whd 

m        m/  _i_  ■  ■  ^"'  ^•"'(cosmq^+isinmi^) — r"" 

'  /^  /''    j — ^ni,  j  —  2r™  cosffiijp +  r'™       ' 

und  man  erhält,  nachdem  man  für  x  diese  Functionen  von  r  und  (p 
in  (1)  substituirt  und  hierauf  das  Ueelle  vom  Imaginären  abgesondert 
hat,  folgende  zwei  Gleichungen: 


1   ^   2  )■  cos  (/!+?" 


r 

'COS2(JO 

— 

r* 

r  — 

2r' 

■COS. 

2(/) 

+ 

r' 

r^ 

sinar^ 

Eine  neue  reichhaltige  Quelle  summirbarer  Eeihen  eröffnet  sich, 
wenn  wir  die  allgemeineren  Gleichungen  [A]  u.  {A^)  des  §.  2  zu  Hülfe 
nehmen.     Werden 

gesetzt,  so  sind 

Ö^  =  I    j    J^  ;=  _  I   j    i^  =  —  I   ^     (^^  :^  o  ,    Sj  =  —  I    ,    J|,  =  I   ,    u.  s.  w. 

und  man  hat  daher  allgemein,  wenn 

fx  =  Fx+  2"  F{x']  +  3"  F{x')  -H  4"  -^  (^■')  +  ■  -  ■ 


ist, 

(I) 

Fx  =fx  -  /•/(»■)  -  3"/(»^')  -  5»/(«')  +  '"/M 

—  ... 

Setzt  man  hierin'] 

F[x)  =  X  ,     und     m  =  —  I   , 

so  wird 

/W  =  CS  + -J  Jt'  +  i«' +.,.  =  - log  {1  -»•)  , 

und  iklier 

it=— log(i— i)+jlog(i— a:')  +  ilog(i— «■)+ilog(i— .1:=)— . 

..  (tO) 

Setzt  man  ferner 

Fx  =  x  —  x^     uud     n  =  —  i   , 

")  Vergl.  hierzu  Riemann  im  Jakrgange  1859  der  Berliner  Monatsberichte 
8.  679,  und  Thoman  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademis,  nebst  Be- 
richt von  Cauchy,  Bd.  80,  S.  162.  A.  d.  H. 
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SO  wird 

fx  =  x~x^^'-[x^  ^x^)->r\  [x^  -  a.«)  +  ■  •  ■ 
=  a:  — -^a:'  +^  a;'  —  ...  =  log  (i  +  x)  , 
folglieh 

(11)  ^_a.=  =  iog(i  +,^)  -Mog{i  +x')-'-\og(i  +x^}-... 
Eben  so  wie  (10)  ist  auch 

y=:  — log(i  —y]  +^log  {i  —y^]  +^logli  —y')  +  ... 
und  wenn  diese  Gleiehung  zu  (10)  addirt  wird: 

X  +  y  =  —  \og{i  —'s){^—y)+l  logfi  —x^)(i  —f)  +  .. 
Man  setze  hierin 

a;  =  r  [coscp  +  i  sincp)  ,     ij  =  r  {cosi/i  —  i  sinrj?)  , 
und  es  kommt: 

(12)  2rcosrf^ — log(i — 2rcosf/)-|-0""l — log(i— 2)-^cos2f/j+)-*)  -\- ... 

Aus  (lO),  (11),  (12)  folgt  noeh,  wenn  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bedeutet; 

(13)  e^  =  [,-x)-^  (i-:.^)i(i-a.')^(i-^f-(i-x=)-^  ... 

(H)  e^-*'  =  (i  4-^)  (i  +x^)-^^{i  +xT^[i  +^r^-  ■■■ 


§.  11.     Man  setze  jetzt   in    (2)   ar*   statt  y  und   multipHcire  die 
Gleichung  mit  x,  so  kommt: 


r.  +  Z^'  +  X^  +  x' 


=  o  ,     etc., 


&i  =  I  ,    §j  =^  o  ,    ^3  =  —  i  ,    5,  =  o  ,    Ö5  ^  —  I  ,   5^=0,     etc., 
und  es  ist  mithin  von  den  zwei  Gleichungen 
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fx  =  FxJr  3"  F{'')  +  5"  ■?(«•)  +  7"  i'M  +  ■■■ 
Fx=f,^  3"/H  -  5»  /(«■)  -  7"  -Fl«')  -  ii"/(»^")  -  -    '"' 
eine  jede  eine  Folge  der  anderen.     Eben  so  flieasen  aus  (3)  die  beiden 
z\isaminengehÖrigen  Gleichungen ; 

fr  =  Fi-  3"  F[co')  +  5»  F{z')  -  7"  i?M  +  . . .  ^-^^ 

Fx=fr  +  3' /{>=')  -  5VM  +  7"/(*')  +  II" /{■■«"■  -  . . 
J^immt  man  darin 

i^ar  =  a:     nnd     ?i  =  —  i    , 
so  wird 

yx  =r  a:  —  -  .«'  H —  X'  —  ...  =  arc  taug  x  , 
folglich 

X  ^  aic  tang  {x)  +  ^  arc  lang  (»«)  —  ~  arc  taug  («=)  +  i  arc  taug  (a:') 
H arc  tang  [a^")  —  ... 

Die  Zahlen  3,  5,  7,  11,  ...  sind  hieibei  alle  ungeraden  Zahlen,  die 
entweder  selbst  Primzahlen  oder  Producte  aus  verschiedenen  Prim- 
zahlen sind.  Jedes  Glied,  dessen  Zahl  ein  Product  aus  einer  unge- 
raden Menge  von  Primzahlen  und  von  der  Form  ^p  —  1  ,  oder  aus 
einer  geraden  Menge  und  von  der  Form  ^p  -^  s.  ist,  hat  das  positive 
Zeichen,  die  übrigen  Glieder  das  negative. 

Erwägt  man  dabei,  daas  wenn  Zahlen,  die  zum  Theil  von  der 
Form  4P  -|-  1 7  zwm  Theil  von  dei  Form  4^!»  —  1  sind,  in  einander  multi- 
pücirt  werden,  das  Product  entweder  von  der  ersten  oder  der  zweiten 
Form  ist,  je  nachdem  die  Factoren  der  zweiten  Form  in  gerader  oder 
in  ungerader  Anzahl  vorhanden  sind;  dass  folglich  sowohl  ein  Product 
von  der  Form  4^5  —  i,  welches  eine  ungerade  Anzahl  von  Factoren 
hat ,  als  ein  Product  von  der  Form  4^  +  i ,  dessen  Factorenzahl 
gerade  ist,  eine  gerade  Zahl  Factoren,  jeden  von  der  Form  /\p  -\-  1, 
haben  muss;  so  sieht  man  leicht,  dass  die  Coefficienten  der  ßeihe  (16) 
nichts  Anderes  sind,  als  alle  die  einzelnen  aus  der  Multiplication  von 

(i  +  f)(i-f)(i  +  f)(i  +  n)('-^)(--^)- 

hervorgehenden  Producte,  wo  die  Nenner  der  Brüche  alle  ungeraden 
Primzahlen  sind,  und  die  Biüche  das  positive  oder  negative  Vor- 
zeichen haben,  je  nachdem  der  Nenner  von  der  Form  4p  —  i  oder 
/\p  +  I  ist. 

Die  jetzt  erhaltenen  Reihen  (10),  (11),  (12)  und  (16)  lassen  sich 
auch  sehr  einfach  durch  Integration  aus  den  vorhergehenden  ableiten, 
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z.  B.  (10)  aus  (i),  wenn  man  (1)  vorher  durch  x  dividiit  und  mit  dx 
multiplicii-t.  Indessen  schien  es  mir  zweckmässiger,  statt  der  Inte- 
gralrechnung ein  auf  der  hier  vorgetragenen  Revers ionsmethode 
selbst  beruhendes  Princip  zu  gebrauchen. 

§.12.     Den  Schluss  dieses  Aufsatzes  mögen  einige  numerische 
Anwendungen  der  entwickelten  Keihen  machen.   Die  Reihe  (1]  erhalt, 

indem  man  —  für  x  schreibt,  die  etivas  einfachere  Form : 


(17) 
folglich 


™  7^  =  77+777+ r77TT-.-I777T  +  - 

Hiermit  ist  die  doppelte  Aufgabe  gelöst:  den  Bruch  —  ah  ein 
■^99'>'^9<'-i  "oon  Britchen  darzustellen ,  deren  Zähler  ^  i ,  und  deren 
Nenner  das  eine  Mal  bloss  mit  der  Ziffer  9,  das  andere  Mal  bloss  mit 
der  Ziffer  1  geschrieben  werden.  Das  in  der  einen  und  der  anderen 
Reihe  herrschende  Gesetz  geht  unmittelbar  aus  (1)  hervor.  Auch 
ist  es  leicht,  sich  durch  Rechnung  zu  überzeugen,  dass  keine  der 
beiden  Aufgaben  noch  auf  andere  Weise  gelöst  werden  kann. 

Man  setze  noch  in  der  für  —  erhaltenen  Reihe 


o  w   eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeute,   so  kommt,  wenn  man 
i  der  Entwickelung  bloss  die  erste  Potenz  von  w  beibehält: 


folglieh,  wenn  man  mit  ?ii  multiplicirt ; 


bekannten   Beschaffenheit   der   Vorzeichen 
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und  clor  Nenner  dieser  Reihe   ersehen  wir  ohne  Schwierigkeit,  dass 
die  Reüie  sich  auch  als  ein  Prodiict  aus  den  Factoren 


dajrstellen   lässt,  wo    2,  3,   5,   7,   ...  die  Reihe  der  sämmtlichen  Prim- 
zahlen ist.     Hiermit  wird 

2       3       5       7      II      '3     '7  *     ' 

Ein  Product  aus  allen  Brüchen,  deren  Nenner  die  sämmtlichen 
Primzahlen  sind,  und  deren  Zähler  um  i  kleiner  als  die  Nenner  sind, 
hat  daher  Ntdl  zum  Grennoerth.  —  Dieses  Resultat*)  findet  sich 
auch  in  Euler's  Introduotio,  Tom.  I,  in  dem  Kapitel  de  Seriebus  ex 
evolutione  facforum  ortts,  §.  277,  Exempl.  I. 

§.  13.     Setzt  man  auf  gleiche  Weise  in  (13) 
X  =  i  —  w  , 
SD  kommt,  mit  Weglassung  der  höheren  Potenzen  von  to: 

^'-«'=  wj-^  (2w>)t  (3w)i  ...  =  w-'-^^-^i*-'-  .2-^.3^... 
Da  nun  das  Product  auf  der  rechten  Seite  dieser  Grleichung  dem 
Gliede  mit  der  niedi-igsten  Potenz  von  w  in  der  Entwickelung  von 
g\-w  gleich  sein  muss,  und 

ist,    so    muss   gedachtes  Product  =  e    selbst,  also  unahhäi;^ig  von  w 
sein.     Dieses  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn 

wie  sclion  vorhin  gefunden  wurde;  folglich 

e  =  2^  .  3^  .  5s  .  6~5  .  y^  ■  lo'ie  ■  i  itt  ... 
Zieht  man  demnach  aus  jeder  Zahl,  welche  eine  Primzahl  oder 
ein  Product  aus  mehreren  verschiedenen  Primzahlen  ist,  die  ehensovielte 
Wurzel,  als  die  Zahl  Einheiten  hat,  und  multipUcirt  die  aus  allen  den 
Zahlen,  welche  Producte  aus  einer  geraden  Menge  von  Primzahlen 
sind,  gezogenen  Wurzeln  in  einander,  desgleichen  die  Wurzeln  aus 
allen  den  Zahlen,  welche  entweder  Primzahlen  selbst,  oder  Producte 
aus  einer  ungeraden  Menge  von  Primzahlen  sind:  so  giebt  die  Division 
des  ersteren  Products  in  das  letztere  die  Basis  der  naUirlichen  Loga- 
rithmen. 

*)  [aus  welchem  sieh  beiläufig  folgern  lässt,  (laäB  es  iiueiidlieh  yiele  Prim- 
zahlen gehen  muss.] 
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Um  mich  einigermaassen  über  die  Annäherung  zu  belehren,  mit 
welcher  man  auf  diese  Weise  e  berechnen  kann,  bin  ich  in  der 
Factorenreihe  bis  zu  5i~'sV  fortgegangen  und  habe  damit  6^2-7258 
gefunden.  Der  wahre  Werth  ist  e  =  2-7183,  und  daher  das  Pro  du  et 
aus  den  von  53""'^  an  weggelassenen  Factoren 
^2-7183^       I        ^ 

2--]2'^&  I-OOl8 

Jener  sonderbare  Ausdruck  für  e,  und  zugleich  eine  andere, 
noch  merkwürdigere  Formel,  Msst  sich  auch  aus  (15)  herleiten.  Setzt 
man  darin  r  =  i  und  »p  :=  2»/',  so  kommt: 

e'  "^^  ^V  =  (2  —  2  cos  2  t/j)—'  (2  —  2  cos  4  tp]'^ . . . 

folglich,  weil  —  i  + -^  ~l~  ■■■  ^^  ^  >    ^^^  wenn  man    beiderseits  die 
Quadratwui-zel  auszieht: 

(22)  e*"^^*'/'  =  sin?//"'  sin 21// i  sin 31/1  i  sin^ipi  Bia.6ip~^  ... 
Nimmt  man  nun  hierin  ip  unendHch  klein,  selsit  also 

co»2ip  ;=  I     imd     sini/i  ^=  ip  ,     simtp  =  2\p  ,     etc.  , 
so  erhält  man,  weil 

^-,+i-4-i+  ■■■  =  I 

ist,  denselben  Ausdi'uck  für  e,  wie  vorhin. 

Noch  folgt  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man  von  beiden  Seiten 
die  Logarithmen  nimmt: 

(23)  cos2i/i=^— logsinT^+-logsin2?//  +  -logsiu3i/'H — log  sin  51// — ... 
Endlich  setze  man  in  (16)  a:  =:  r ;  hierdurch  wird 

arc  tang  x  =:  are  tang  (ä*)  ==  etc.  =  -  .t  , 
TT  in  der  bekannten  Bedeutung  genommen,  und  damit 

^      '  if  3  S  7  'I         13         15         '7 

eine  Formel,  welche,  mit  Berücksichtigung  des  oben  zu  (1 6)  Bemerkten, 

ganz  mit  der  von  Euler  in  dem  vorhin  angeführten  Kapitel  der  In- 

troductio  §.  285  gegebenen  Formel 

(25)  A— A.i_,_Z_.Al.i3.^.^,23__ 

identisch  ist. 
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iVlan  theile  die  Ebene  des  Papiers  durch  horizontale  und  vei-ti- 
cale  Linien  in  quadi'atfoimige  Fächer.  In  die  oberste  horizontale 
Fächerreihe  schreibe  man  von  der  Rechten  nach  der  Linken  die 
Zahlen  o,  i,  2,  3,  ...  in  ihrer  natürlichen  Ordnung.  Wir  wollen 
diese  Reihe  die  Hauptreihe  nennen.  In  jedes  Fach  der  dai-unter 
hegenden  horizontalen  Reihe  schreibe  man  i.  In  jedes  Fach  der 
nächstfolgenden  Reihe,  welches  unter  einer  Zahl  der  Hauptreihe 
liegt,  die  durch  2  theilbar  ist,  setze  man  2.  Eben  so  schreibe  man 
in  alle  Fächer  der  folgenden  Reihe,  welche  unter  den  durch  3  theU- 
haren  Zahlen  der  Hauptreihe  liegen,  die  Zahl  3,  u.  s.  w,   (Siehe  Fig.  1.) 

Auf  solche  Weise  erhält  man  eine  Factorentafcl,  indem  unter 
jede  Zahl  der  Hauptreihe  in  vertiealor  Linie  keine  anderen  Zahlen, 
als  die  Factoren  jener  Zahl,  sie  selbst  und  die  Einheit  mit  gerechnet, 
zu  stehen  kommen. 

Eine  solche  Anordnung  der  Factoren,  die  für'  die  Praxis  aller- 
dings nicht  die  geeignetste,  in  theoretischer  Hinsicht  aber  die  natur- 
gemässeste  sein  dürfte,  besitzt  nun  zugleich  mehrere  merkwürdige 
geometrische  Eigenschaften.  Die  Entwickelung  derselben  ist  der 
Zweck  dieses  Aufsatzes. 

Es  werde  deshalb  vorläufig  bemerkt,  dass,  wenn  im  Folgenden 
gesagt  wird,  eine  Linie  gehe  durch  eine  gewisse  Zahl,  oder  eine 
Zahl  liege  in  einer  gewissen  Linie,  unter  der  Zahl  immer  nur  der 
Mittelpunkt  des  Feldes  vei-standen  werden  soll,  in  welchem  die  Zahl 
sich  befindet.  Um  ferner  die  unter  sich  gleichen  Zahlen  einer  und 
derselben  Horizontakeihe  ihrem  Orte  nach  von  einander  zu  unter- 
scheiden, soll  hier  im  Texte  an  jede  Zahl  als  Index  noch  die  Zahl 
der  Hauptreihe  beigefügt  werden,  unter  welcher  erstere  anzutreffen 
ist.  Hiernach  werden  z.  E.  die  Dreien  in  der  3-ten  Reihe  unter 
der  Hauptreihe  charakterisirt  durch  3„ ,  3,,  3^,  3^,  u.  s.  w.,  und  all- 
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;gemein  die  Zahl  a  in  der  a-ten  ßeihe  durch 


)  unter  den  Zahlen 


der  Hauptreihe  stehen.  Zugleich  sieht  man  hieraus,  wie  der  Index 
einer  Zahl  immer  sie  selbst  zum  Factor  hat,  und  wie  eine  Zahl  und 
ihr  Index  als  Ordinate  und  Ahecisse   des  Mittelpunktes  des  Eoldcs 
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der  Zahl  gelten  können,  indem  man  die  horizontale  Mittellinie  der 
Hauptreihe  zur  Ahscissenlinie,  den  Mittelpunkt  des  Feldes,  welches 
die  Null  enthalt,  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems,  und  die  Seite  einßs  der  quadratischen  Felder  zur  Linien- 
einheit wählt. 

Die  Grundeigenschaft  der  Factorentafel ,  aus  welcher  sich  alle 
übrigen  herleiten  lassen,  besteht  nun  darin,  dass  die  Gerade  durch 
zwei  Zahlen  a^^  und  h^  in  verschiedenen  Horisontallinien ,  und  die 
Gerade   durch    die   gleiehmelten    in    diesen   Reihen   darauf  folgenden 
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Zahlen  a(m+T)a  ^^  ^in+r)b>  ^^^  Abscissenlinie  in  demselben  PunJde 
treffen. 

In  der  That  haben  die  ZaHen  a^^,  und  <i(m+r)a  gleiche  Ordi- 
naten,  gleich  a,  und  die  Differenz  ihrer  Abscissen  ist  =  ra,  d.  h.  jede 
von  ihnen  ist  um  eine  Weite  =  «  von  der  Abscissenlinie  entfernt, 
und  ihr  gegenseitiger  Abstand  ist  =  ra.  Eben  so  ist  jede  der  Zahlen 
&„(,  und  i(n+r)b  "^^  ^  ^*'^  ^^^  Abscissenlinie  entfernt,  und  ihr  gegen- 
seitiger Abstand  ist  ^=  rb.  Es  verhalten  sieh  daher  ibi-e  gegenseiti- 
gen Abstände  ra  und  rb  wie  ihre  Entfernungen  a  und  b  von  der 
Abscissenlinie;  woraus  das  TJebiige  von  selbst  fliegst. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass,  wenn  drei  oder  mehrere 
an  sich  verschiedene  Zahlen  in  einer  Geraden  sind,  man  wiederum 
auf  Zahlen  in  einer  Geraden  kommen  wird,  wenn  man  von  jeder 
der  ersteren  in  ihrer  Horizontalreihe  um  gleich  viel  Zahlen  nach 
einerlei  Seite  zu  weiter  geht,  und  dass  beide  Gerade  sich  in  der  Ab- 
scissenlinie schneiden.  So  müssen  z.  E.,  weil  die  Zahlen  i,,,  2^,  3„,  4„,  ... 
in  einer  Vei-ticalen  unter  dem  Nullpunkte  liegen,  auch  die  Zahlen 

^  '     2,  ,     3,  ,     4,  ,  ... 
desgleichen  ij  ,     2^  ,     3f,  ,     4^  ,  ... 


in  Geraden  hegen,  welche  sämmtlich  auf  den  Nullpunkt  treffen. 
Man  sieht  hieraus,  wie  alle  Zahlen  der  Tafel  in  E.eihen,  deren  jede 
die  Zahlen  i,  2,  3,  ...  in  der  natiirHchen  Folge  enthält,  und  welche 
vom  Nullpunkte  divergirend  ausgehen,  sich  zusammennehmen  lassen. 
Auch  bieten  sieh  diese  Reihen  beim  ersten  Anblicke  der  Tafel  dar. 
Die  unter  einer  Zahl  der  Hauptreihe,  etwa  unter  8,  stehenden 
Zahlen  i^,  2^,  4,,  8^,  oder  ig_,,  2,,^,  45,,,  8,.,  sind  die  Factoren 
jener  Zahl  8.  Es  müssen  daher  mit  8  in  gerader  Linie  auch  die 
Zahlen 

sein,  und  keine  anderen ;    also ,   wenn  wh-  *■  nach  und   nach    gleich 
—  2,  —  I,  I,  2,  ...  setzen,  die  Zahlen: 


Eine  Gerade,  die  man  durch  eine  Zahl  (8)  der  Hauptreihe  und 
einen  ihrer  Factoren  zieht,  —  stehe  dieser  vertical  unter  ihr,    oder 
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seitwärts  (2jj),  —  tiiiFt  daher  auch  die  übiigen  Factoren  {i,,^,  4^^,  S^J, 
lind  keine  anderen  Zahlen ;  oder,  was  zum  Theil  dasselbe  sagt : 

Eine  Gerade,  gelegt  durch  irgend  eine  Zafd  «^„  der  Tafel  und 
durch  eine  der  Zahlen  der  Hauptreihe,  welche  ein  Vielfaches  von  a 
ist,  wie  a.b,   trifft  die  vervielfachende  Zahl  5„j  . 

Der  Coefficient  n  im  Index  nb  von  b  ist  offenbar  eine  von  a,  b 
und  m  abhängige  Zahl  Um  diese  Abhäng%keit  zu  bestimmen,  er- 
wäge man,  dass  mit  der  Zahl  a  b  der  Hauptreihe  die  Zahlen  a^^  und 
&nj  ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen,  nämlich  in  einer  Verticalen, 
weil  die  Indices  letzterer  Zahlen  der  Zahl  ab  der  Hauptreihe  selbst 
gleich  sind.  Es  müssen  daher  in  der  homontalen  Reihe  der  a  zwi- 
schen «jo  und  (ü^a  ^ben  so  viele  a,  als  b  in  der  Reihe  der  b  zwischen 
^nd  und  ö^,  vorkommen,  d.  h.  es  muss 

m  —  b  :=  n  —  a  sein,     wodurch     n^  m  -{-  a  —  b 

wird.     Die  Gerade  durch  die  Zahl  a„^a  und  durch  ihr  Vielfaches  ab 

in  der  Hauptreihe,  trifft  demnach  die  vervielfachende  Zähl  5(m+o-6)i- 

Die  Geraden,  welche  die  Zahl  a^^  "^i*  ^^^  Zahlen  la,  za,  3», 

...  aa,  ...  der  Hauptreihe  verbinden,  treffen  daher  resp.  die  Zahlen 

Man  kann  die  somit  nach  ihrer  Stellung  in  der  Tafel  bestimmten 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  die  zur  Zahl  a,^(^  gehörigen  Zahlen  nennen. 
Sie  gehören  ihr  aber  nach  dem  Gesetze  zu,  dass  eine  Gerade,  welche 
eine  der  ersteren  mit  der  letzteren  verbindet,  die  Hauptreihe  in  dem 
Producte  beider  tiiffl,  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  die  zu  «,„„ 
gehörte  Zahl  a  auch  dem  Orte  nach  mit  ersterer  zusammenfällt, 
Soll  die  Zahl  ö„f,  zur  Zahl  «,„„  gehören,  so  muss,  dem  Vorigen  zufolge, 
m+a=n+b 

sein;  und  eben  so  muss,  wenn  Mj,j„  und  c^^  zusammengehörige  Zahlen 
sein  sollen, 

m  -{-  a  =:  p  ■-}-  c 
sein.     Gehört  demnach  jede  von  zwei  Zahlen  b^/,  und  €„,.  zu  cinci 
und  derselben  dritten  »^„,  so  ist  auch 

u  +  b==p  +  c  , 
und  sie  gehören  folglich  auch  zu  einander ;  oder  mit  anderen  Worten: 
wenn  die  zwei  Geraden,  welche  eine  Zahl  a  der  Tafel  mit  zwei  anderen 
Zahlen  b  und  c  derselben  verbinden,  die  Hauptreihe  in  den  Producteu 
ab  und  ac  treffen,  so  begegnet  auch  die  Gerade  durch  b  und  0  der 
Hauptreihe  in  dem  Producte  bc. 
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Hiernach  sind  je  zwei  Zahlen  der  Reihe  {A}  zusammengehörige 
Zahlen,  da  jede  -von  ihnen  zu  «„,„  gehört,  und  die  ßeihe  besitzt 
folglich  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  die  Gerade,  welche  irgend 
zwei  Zahlen  derselben  verbindet,  die  Haupti-eihe  stets  in  dem  Producte 
der  Zahlen  trifft. 

Dergleichen  Keihen  sind,  wenn  man  m  -\^  a  nach  und  nach  gleich 
6,  7,  8  setzt: 

I5  .     2,    ,     3,    ,     4,    ,     5,    ,     6,    ;  (ß) 

h  ,     2,.  >     3,.  ,     4,fl  .     5,.  ,     6,,  ,     7,  ,     %  ■  W 

Schon  hieraus  erhellet  zur-  Genüge,  dass  man  in  solchen  Keihen 
alle  Zahlen  der  Tafel  zusammenfassen  kann,  und  dass  dabei  keine 
Zahl  zwei  oder  mehreren  Reihen  gemeinschaftlich  ist.  Denn  aus  den 
Zahlen  der  ßeihe  («)  ergeben  sich  die  von  (b),  und  aus  letzteren  die 
von  (c),  wenn  man  die  Indices  von  i,  2,  3,  ...  resp.  um  i,  2,  3,  ... 
vergrössert,  d.  h.  wenn  man  statt  jeder  Zahl  die  ihr  in  der  Horizon- 
talreihe, worin  sie  steht,  zuaächstf olgende  setzt. 

Was  noch  die  geometrische  Gestalt  der  Reihe  (A)  anlangt,  so 
lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  alle  ihre  Zahlen  durch  eine  Parabel 
verbunden  werden  können.  Da  nämlich  der  Ort  einer  Zahl  durch 
die  Zahl  selbst  als  Ordinate  {y)  und  durch  ihren  Index  als  Ahscisse 
[,7:)  bestimmt  wird,  so  hat  man  zufolge  des  allgemeinen  Ausdruckes 
für  eine  Zahl  der  Reihe : 

y  =  b  ,    z  =  {c  —  b)  I>  , 
wo  der  Kürze  wegen  c  statt  des  vorigen  m  -|-  a  gesetzt  worden  ist. 
Hierana  folgt  aber,  nach  Elimination  des  veränderlichen  b: 

X  =  cy  —  yy     oder    x  — ■  -  cc  ^  —  [-c  —  y)"-  , 

welches  die  Gleichung  für  eine  Parabel  ist,  deren  Parameter  =  1, 
gleich  der  Seite  eines  der  quadratförmigen  Felder  der  Tafel  ist,  deren 
Äxe  parallel  mit  der  Abscissenlinie,  d.  i.  mit  der  Hauptreihe  ist  und 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  derselben  läuft,  und  deren 
Scheitel  die  Coordinaten  x  =  -  cc  und  y  ^-  c  hat. 

Alle  Zahlen  der  Tafel  lassen  sich  demnach  in  Parabeln  zu- 
sammenfassen, deren  Jede  die  Zahlen  von  i  an  in  ihrer  natürlichen 
Folge  enthält.  Jede  dieser  Parabeln  hat  einen  Parameter  =  i  und 
eine  der  Haupireihe  parallele  Axe,  und  geht  durch  den  Nullpunkt 
der  Hauptreihe.  Alle  zu  einer  und  derselben  Parabel  gehörigen  Zahlen 
sind  aber   so  gestellt,   dass   die  durch   irgend   zwei   derselben  gelegte 
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Gerade  die  Hauptreihe  in  dem  Pfoducte  heider  trifft,  und  dass  folglich, 
wenn  man  eine  Zahl  mit  ihr  selbst  verbindet,  d.  h.  in  dem  Punkte  der 
Zahl  an  die  Parabel  eine  Tangente  legt,  dieselbe  der  Hauptreihe  in 
dem  Quadrate  der  Zahl  begegnet*]. 

Das  letztere  Resultat  kann  auch  unmittelbar  aus  folgendem  leicht 
erweislichen  Satze  hergeleitet  werden.  Zieht  man  in  der  Ebene  einer 
Parabel  zwei  Gerade,  von  denen  die  eine  parallel  mit  der  Axe  ist 
und  daher  die  Parabel  nur  in  einem  Punkte  G  schneidet,  die  andere 
der  Parabel  in  zwei  Punkten  A  und  B,  und  der  ersteren  Geraden  im 
Punkte  D  begegnet,  so  ist  das  Product  aus  den  Entfernungen  der 
Punkte  A  und  B  von  der  ersteren  Geraden  gleich  dem  Producte 
aus  dem  Abschnitte  GI>  der  ersteren  in  den  Parameter, 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  erhellet  zugleich  noch  die  Richtigkeit 
des  folgenden,  welcher  als  der  duale  Gegensatz  des  vorhin  gewonnenen 
Resultats  angesehen  werden  kann: 

Alle  Zahlen  der  Tafel  lassen  steh  in  gerade  Linien  zusammeiir- 
fassen,  deren  Jede  die  Zahlen  von  i  an  in  ihrer  natürlichen  Folge 
enthält.  Jede  dieser  Geraden  geht  durah  den  Nullpunkt  der  Haupt- 
reihe. Alle  zu  einer  und  derselben  Geraden  gehörigen  Zahlen  sind 
aber  so  gestellt,  dass  eine  durch  irgend  zwei  derselben  gelegte  Parabel, 
toelche  einen  Parameter  =  i  und  eine  der  Hauptreihe  parallele  Axe 
hat,  die  Hauptreihe  in  dem  Producte  beider  trifft,  und  dass  folglich, 
wenn  man  eine  Parabel  von  derselben  Grösse  und  Lage  gegen  die 
Hauptreihe,  berührend  an  eine  der  geradlinigen  Reihen  legt,  sie  der 
Hauptreihe  in  dem  Quadrate  der  Zahl  begegnet,  in  loelcher  sie  die 
!  berührt. 


•j  Man  könnte  hiemaoli  eine  Parabel  m  VerLindung  mit  einen  Geraden,  beide 
auf  die  oben  beschriebene  "Weise  eingetlieilt  auch  ah  Maltiphcationimaschine  be- 
nutzen Em  Lmeai,  gelegt  diureh  die  Iheilpunkte  der  Parabel  au  welchen  die 
Faetoten  stehen,  wurde  die  Gerade  m  dem  Theilpunkte  des  Piodueti  treßen 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  bemerkt  -werden  diss  au  demselben  Zwecke 
Statt  der  Parabel  luch  zwei  Geride  die  eine  für  den  Lincn  die  ludere  für  den 
anderen  Factor,  an^enendet  Tieiden  könnten  Ei  gründet  siih  dieses  dinuf  dias 
man  wenn  die  drei  Seiten  SC,  CA,  All  einei  Dreiecks  ^on  einer  vierten  Ge 
radtn  icsp   in  F,  fr,  S  geschnitten  nerden  und 

SF  __  CG  __  ?Ji  =  k 

CF  ■^  '  AG  ^'  AS 
gesetzt  wird,  fg^h  hat.  Schreibt  man  daher  an  jeden  Punkt  F  der  Linie  B  C 
die  durch,  seine  Lage  gegen  B  und  C  bestimmte  Zahl  /;  eben  so  an  jeden  Punkt 
G  der  Linie  CA  die  Zahl  g,  und  an  jeden  Punkt  H  der  Linie  AS  die  Zahl  h, 
so  wird  ein  durch  irgend  zwei  Zahlen  der  Linien  B  C  und  CA  gelegtes  Lineal 
die  Linie  AS  stets  in  dem  Producte  dieser  Zahlen  schneiden. 
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Zusätze,  a)  Da  die  Coordinaten  des  Scheitels  einer  der  zueist 
gedachten  Parabeln 

X  =  -  cc     und     1/  :=  -0 

sind,  so  liegen  die  Scheitel  aller  dieser  Parabeln  wiederum  in  einer 
Parabel,  deren  Gleichung  x  =  yy  ist,  also  einer  Parabel,  deren  Pa- 
rameter ebenfalls  =  i  ist,  deren  Axe  mit  der  Abscissenlinie  zusammen- 
fällt und  die  positive  Richtung,  also  die  entgegengesetzte  der  Axen 
der  vorigen  Paiiabeln,  hat,  und  deren  Scheitel  der  Nullpunkt  ist. 

h)  Für  die  vorigen  Parabeln  hat  c  die  Werthe  i,  2,  3,  ...,  und 
es  werden  daher  die  Scheitel  derjenigen  unter  ihnen  auf  Zahlen  der 
Tafel  fallen,  für  welche  c  eine  gerade  Zahl  ist.  Diese  Tafelzahlen 
sind: 

für  c  =  o,       2,       4,       6,       8,     ... 
Hiermit  haben  wir  zugleich   eine    neue  Reihe   (c)    von   Zahlen 
kennen  gelernt,  welche  eine  Parabel  bilden. 

c)  So  wie  aus  den  Zahlen  einer  der  vorigen  Parabeln  die  Zahlen 
der  nächstfolgenden  oder  vorhergehenden  gefunden  wurden,  indem 
der  Index  jeder  ZaM  um  die  Zahl  seibat  vermehrt  oder  vermindert 
wurde,  so  können  wir  auch  aus  der  Reihe  [a)  neue  Reihen  in  Pa- 
rabeln liegender  Zahlen  ableiten.  Die  aus  der  Vermehrung  der  Indices 
entstehenden  Reihen  sind: 

lä  .  2,  ,  3,5  ,  420  >  ■■■  ;  I3  '  2^  ,  3,5  ,  4,^  ,  ...  ;  u.  s.  w. 
die  aus  der  Verminderung  entstehenden ; 

■o  .     ^3  ,     3fl  ,     4,2  ,  ,,.  ;     2j  ,     33  ,     4a  ,  ...  ;  u.  s.  w. 
und  allgemein: 

■,*, ,  2(.*,), ,  3fc*.).  —  m 

wo  e  auch  negativ  genommen  werden  kann;  nur  dürfen  dadurch  die 
Indices  nicht  negativ  werden,  so  lange  wir  nicht  die  Grenzen  der  im 
Vorigen  construirten  Tafel  überschi-eiten  wollen. 

Wie  man  sieht,  werden  auch  durch  diese  Reihen  alle  Zahlen 
der  Tafel  erschöpft.     Die  allgemeine  Gleichung  ihi-er  Parabeln  ist : 

z  =  cy  +  yy    oder     x +  ~  cc  =  {^^c  +  yf   . 

Von  allen  Parabeln  dieses  neuen  Systems  sind  daher  die  Para- 
meter gleichfalls  =  i  ;  die  Axen  sind  mit  der  Abscissenlinie  parallel 
und  haben  die  positive  Richtung  derselben;  von  den  Scheiteln  sind 
die  Coordinaten 
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die  Scheitel  selbst  Hegen  daher  in  einer  Par-abel,  deren  Gleichung 
yy  :=  —  X  ist  und  fallen  somit  über  die  Grenze  unserer  Tafel  hinaus ; 
endlich  gehen  auch  hier  sämmtliche  Parabeln,  verlängert,  durch  den 
Nullpunkt. 

d)  Um  uns  von  der  gegenseitigen  Beziehung  zwischen  diesem 
neuen  und  dem  vorigen  Systeme  von  Parabeln  eine  anschaulichere 
Vorstellung  zu  verschaffen,  wollen  wir  uns  zwei  Pai-abeln  N  und  P 
denken,  deren  jede  einen  Parameter  =  i  hat,  deren  Axen  in  die 
Abscissenlinie  fallen,  die  der  N  in  die  negative  Seite,  die  der  P  in 
die  positive,  und  welche  den  Anfangspunkt  der  Absciseen  zum  ge- 
meinschaftlichen Scheitel  haben.  Wu-d  nun  die  Parabel  N  so  fort- 
bewegt, dass  ihi'e  Axe  sich  parallel  bleibt,  und  ihi'  Scheitel  in  der 
Parabel  P  fortgeht,  so  kommt  sie  nach  und  nach  in  die  Lage  aller 
Parabeln  des  ersten  Systems;  wird  aber  die  Parabel  P  parallel  mit 
sich  fortbewegt,  so  dass  ihr  Scheitel  die  Parabel  N  beschreibt,  so 
coincidirt  sie  nach  und  nach  mit  allen  Parabeln  des  zweiten  Systems. 

e)  Da  die  Parabeln  des  zweiten  Systems  eben  so  gegen  die  negative 
Seite  der  Abscissenlinie  gelegen  sind,  wie  die  des  ersten  Systems 
gegen  die  positive  Seite,  so  wird  eine  Gerade  durch  zwei  Zahlen  der 
Tafel,  die  zu  einer  Parabel  des  zweiten  Systems  gehören,  der  Ab- 
scissenlinie in  ihrer  Verlängerung  über  den  Nullpunkt  nach  der  Linken 
begegnen,  und  zwar  ebenfalls  in  dem  Producte  der  beiden  Zahlen, 
wenn  die  Zahlen  der  Hauptreihe  über  Null  hinaus  nach  der  Linken 
weiter  fortgesetzt  werden. 

f)  Ausser  den  bisher  betrachteten  beiden  Systemen  von  Parabeln 
lassen  sich  die  Zahlen  der  Tafel  noch  auf  unzählig  viele  andere  Arten 
in  Parabeln  von  kleineren  Parametern  ziisammenfassen.  Dies  zeigt 
sich  am  leichtesten,  wenn  man  die  geradlinige  Reihe 

(0)  o.  ,     ■„  ,         ',„  .  3.C,  ■■■  «..  .     ■•■ 

mit  der  parabolischen  Reihe 

vergleicht.  Man  erkennt  sogleich,  dass  man  von  den  Zahlen  i,  2,  3,  ... 
der  Reihe  (0)  zu  denselben  Zahlen  der  Reihe  (I)  gelangt,  wenn  man 
in  den  horizontalen  Reihen  dieser  Zahlen  um  1,  4,  9,  ...  aa,  ... 
Felder  weiter  zurückgeht.  Man  kann  nun  nach  demselben  Gesetze 
aus  der  Reihe  (I)  eine  dritte  (II},  aus  dieser  eine  vierte  fllJ),  u.  s.  w. 
ableiten.     Dies  giebt  die  Reihen; 

(II)  0(,   ,      I^_,   ,      2,,c,   ,      33(c-0   .    ■■■   ^a(c-'^a)   .   ■■■ 

(III)  O,         ,  Ip^g         ,  2,{,_„)         ,  3S(C-«)         '         ■■■        %(C-30)         .         ■■■ 
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und  überhaupt; 

Es  erhellet  ferner  ohne  Weiteres,  dass  nicht  bloss  die  erste  und 
zweite  Reihe,  sondern  auch  jede  der  übrigen  fähig  ist,  alle  Zahlen 
der  Tafel  erschöpfend  darzustellen,  indeni  man  nämlich  für  c  nach 
und   nach  alle  Zahlen  setat,  für  welche  man  positive  Indices  erhält. 

Um  die  Cuiven  zu  bestimmen,  die  sich  durch  die  Zahlen  der 
Reihen  (II),  (III),  .--  ziehen  lassen,  nehme  man  das  allgemeine  Glied 
'^a(c-am}  ^^^  m-ten  Reihe,  setze,  wie  im  Vorigen,  die  Zahl  desselben 
a  =  y ,  seinen  Index  a{c  —  am)  =  x,  und  eliminire  hieraus  a.  Dies 
giebt  die  Gleichung: 

x  =  cy  —  myy   oder   "^  (^  ^ ^^|  =  —  fs' ~T^)    " 

Von  jeder  der  Reihen,  die  sich  aus  (M)  für  die  verschiedenen 
Werthe  von  c  ergeben,  hegen  demnach  die  Zahlen  in  einer  Parabel, 
deren  Axe,  wie  bei  dem  im  Obigen  zuerat  betrachteten  Systeme,  der 
Abscissenlinie  nach  entgegengesetzter  Richtung  parallel  ist.  Der  Pa- 
rameter jeder  dieser  Parabeln  ist  dem  m-ten  Theile  der  Seite  eines 
Feldes  gleich,  und  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind 

x=  —  -^   und  j/ = . 

Hieraus  folgt,  nach  Elimination  von  c,  yy  =  —    ,    als  die  Gleichung 

für  die  CuiTe  der  Scheitel.  Die  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln  liegen 
daher  in  einer  Parabel,  welche  jenen  gleich  ist,  aber  die  entgegenge- 
setzte Lage  hat,  und  deren  Scheitel  in  den  Anfangspunkt  fällt. 

Endlich  ist  nach  dem  oben  angeführten  Satze  von  der  Parabel 
das  Product  aus  zwei  Zahlen  der  Reihe  (M)  gleich  dem  Producte  aus 
dem  Parameter  in  die  Zahl  der  Hauptreihe,  in  welcher  die  Haupt- 
reihe von  einer  durch  erstere  beiden  Zahlen  gelegten  Geraden  ge- 
schnitten wird;  d.  h.  die  Hauptreihe  wird  von  dieser  Geraden  in  dem 
»j-fachen  des  Productes  der  beiden  Zahlen  geschnitten. 

So  liegen  z.  B.  die  Zahlen  jeder  der  durch  (11)  dargestellten 
Reihen  in  einer  Parabel,  deren  Pai-ameter  =  -  ist.  Diejenige  dieser 
Reiben,  für  welche  c  =  ii  ist,  besteht  aus  den  Zahlen 

und  es  wird  daher  2.  B.  die  Gerade  durch  2^,  und  3,j.  die  Haupt- 
reihe in  dem  doppelten  Producte  aus  2  in  3.  d.  i.  in  12  treffen. 
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(j-)  Eben  so,  wie  jetzt  aus  den  Reihen  (0)  und  (I)  die  folgenden 
(II),  . . .  (M],  . . .  hergeleitet  wurden,  kann  man  auch  in  entgegengesetzter 
Eichtung  zu  neuen  Reihen  [I*),  (11*),  ...  (M*),  ...  fortgehen,  von 
denen  jede  aus  der  vorhergehenden,  also  (I*)  aus  (0),  (11*)  aus  fl*), 
u.  s.  w.  auf  gleiche  Art,  wie  (0)  aus  (I),  entspringt.  Die  Keihen 
(1*1    und  (M*)   werden  hiemach  sein: 

(I*)  Ofl  >  ic  +  i  '  ^iic+i)  >  ■■■  %(c  +  a)  .  ■■■ 
(M*)  Oo  ,  1^  +  ^  ,  2,(c  +  im)  ,  ■■•  »aCc  +  am)  >  ■■■ 
Die  Reihe  (T*)  ist  folglich  einerlei  mit  der  obigen  f(S),  so  dass  das  System 
von  Reihen,  welches  man  aus  (I*)  für  die  verschiedenen  Werthe  von 
c  erhält,  dasselbe  ist,  welches  wir  oben  als  das  zweite  bezeichneten. 
Hinsichtlich  der  übrigen  Reihen  reicht  es  hin,  zu  bemerken,  dass  (M*) 
zu  (M)   in  derselben  Beziehung  wie  (I*)  zu  (I)  steht. 
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jjedeute  Ft  eine  beliebige  Function  der  Veränderlichen  t.   und 
seien  ^,  nnd  t^  zwei  bestimmte  "Werthe  von  t,  so  ist  nach  Taylor: 

Ft^  —  Ft,  =  F{t,  -\-t^  —  t,]  —  F[t^) 
=  {t^  —  t,]F't,  + -^  {t^ -^  (^]^  F"  t,  -{- -i^  {i^~  t^y  F'"  tf  +  . . .  , 


worin  F'i,,  F"t„  F'" t„  u.  ( 


.  die  We: 


dFt   ä^Ft     d'^  Ft 
^  ~dt" '  "dF  '     df    ' 
u.  s.  w.  für  t  =  ij  bezeichnen. 

Sei  nnn  t  die  von  einer  gewissen  Epoche  an  gerechnete  Zeit,  also 
Ft  ii^end  eine  im  Verlaufe  der  Zeit  sich  ändernde  Gb^össe.  Alsdann 
ist  Ft^  —  Ft^  die  Aenderung  von  Ft  während  der  von  t=^t^  bis  t=t^ 
verfliessenden  Zeit;  F't^  aber,  oder  die  durch  dt  dividirte  Aenderung 
von  Ft  während  des  auf  t^  folgenden  Elementes  dt,  ist  nichts  An- 
deres als  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  Ft  am  Ende  der  Zeit 


t.    ändert.     Ebenso  ist  F"t,,   oder  der  Wer 


dt 


Geschwindigkeit,    mit   welcher  sich   F't  zu    derselben  Zeit  ändert; 
F"'t^  die  Geschwindigkeit  der  Aenderung  von  F"t  zu  derselben  Zeit; 

Wir  wollen  hiemach  die  aus  Ft  abgeleiteten  Functionen  F't, 
F"t,  i*  '"t,  u.  s.  w.  die  erste,  zweite,  dritte,  u.  s.  w.  Geschwindigkeit 
von  Ft  nennen,  so  dass  die  [m  +  i)-te  Geschwindigkeit  von  Ft  die- 
jenige ist,  mit  welcher  sich  die  «z-te  Geschwindigkeit  ändert. 

Das  anschauKchste  Beispiel  giebt  uns  ein  in  einer  geraden  Linie 
nach  einem  gewissen  Gesetze  sich  bewegender  Punkt  P.  Bestehe 
dieses  Gesetz  darin,  dass  am  Ende  der  Zeit  t  der  Abstand  des  Punktes 
P  von  dem  zum  Anfange  der  Linie  genommenen  Punkte,  welcher 
A  heisse,  gleich  Ft  sei,  und  heissen  P, ,  P^  die  Oerter  von  P  am  Ende 
von  t^  und  von  t^,  so  wird 

40« 
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Ft^  —  Ft,=ÄP^  —  AP,  =  P,P^  , 
und  daher,  wenn  wir  die  Endpunkte  der  ZeMängen  i,  und  t^  mit  T, 
und  Tj  bezeichnen  und  die  erste,  zweite,  dritte,  u,  s.  w.  Geschwindig- 
keit, mit  weicher  sich  AP  zur  2eit  T,   ändert,  o,,' ,  v",  v,"' ,  u.  s.  w. 
nennen : 

P,P^=  r^T^  ■  v[  +  ^ 'l\Tl  .  d'[ -\- —  T,Tl  .v"l+..., 

wobei  nur  noch  zu  bemerken  ist,  dass,  weil  die  erste  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  sich  AP  ändert,  offenbar  mit  der  Geschwindigkeit  von 
P  selbst  einerlei  ist,  auch  die  folgenden  Geschwindigkeiten  von  AP 
mit  den  gleichvielten  von  P  identisch  sind. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Formel  für  die  Länge  des 
während  T,  T^  zurückgelegten  Weges  auch  dann  noch  Gültigkeit 
behält,  wenn  der  Punkt  sich  krummlinig  bewegt,  und  wenn  seine 
Geschwindigkeiten  bloss  aus  der  Grösse  der  von  ihm  in  den  einzelnen 
Zeitelementen  durchlaufenen  Wege,  ohne  Rücksicht  auf  deren  sich 
alsdann  fort\vährcnd  ändernde  Richtung,  bestimmt  werden.  Es  läset 
sich  aber  die  Formel,  wenn  die  Bewegung  nicht  geradhnig  ist,  noch 
auf  eine  andere  Weise  deuten :  so  nämlich,  dass  die  Äenderung  nicht 
bloss  der  Länge,  sondern  auch  der  Richtung  des  Weges  mit  in  Be- 
tracht gezogen  vrird. 

Bewege  sich  demnach  der  Punkt  P  krummlinig;  P,  und  P^  seien 
die  Oerter  von  P  in  den  Zeitpunkten  T^  und  T^,  und  A  sei  ein  irgend- 
wo angenommener  ruhender  Punkt.  Die  gerade  Linie  AP  wird 
alsdann  eine  im  Verlaufe  der  Zeit  ihre  Länge  und  Richtung  zugleich 
ändernde  Linie,  wen^tens  im  Allgemeinen,  sein.  I)ie  Aendcrung 
von  AP  während  T^  T^,  als  wodurch  AP^  in  AP^  übergeht,  ist  die 
gerade  Linie  P,  P^,  indem  dieselbe  geometrisch,  d.  i.  nicht  bloss 
ihrer  Länge,  sondern  auch  ihrer  Richtung  nach,  zu  AP,  addh^t,  die 
Linie  A  P,  giebt.  Um  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  A  P  zur 
Zeit  J",  ändert,  zu  finden,  setze  man  den  Zeittheil  T,  T^  unendlich  klein, 
das  m-fache  desselben  gleich  der  Zeiteinheit,  wo  daher  m  eine  un- 
endlich grosse  Zahl  bezeichnet.  Die  Linie  P^P^  ist  dann  ebenfalls 
unendlich  klein  und  giebt,  wenn  sie  m-mal  nach  einerlei  Richtung 
an  einander  gesetzt  wird,  die  verlangte  Geschwindigkeit.  Letztere 
wird  daher  durch  eine  Linie  dargestellt,  welche  die  Richtung  P,  1\ 
und  eine  Länge  gleich  m  .  P,P^  hat,  und  ist  folghch  einerlei  mit  dor 
Geschwindigkeit,  welche  P  selbst  zur  Zeit  T,  hat. 

Von  einer  geraden,  ihre  Länge  und  Richtung  stetig  ändernden 
Linie  A  P  ist  demnach,  wenn  ihr  Anfangspunkt  A  unverändert  bleibt, 
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die  Geschwindigkeit  ihrer  Aeiiderung,  der  Grösse  und  Eichtuag 
nach,  einerlei  mit  der  Geschwindigkeit  ihres  Endpunktes  P. 

Es  werden  daher  auch  die  zweite,  dritte,  u  s  w  Gesfhwindig- 
keit  von  AP  einerlei  mit  der  ebensovielten  Geschwindigkeit  von  P 
sein.  Um  diese  höheren  Geschwindigkeiten  zu  finden  lasse  man  zu- 
nächst einen  Punkt  Q  in  Bezug  auf  einen  ruhenden  Punkt  B  sich  also 
bewegen,  dass  die  gerade  Linie  BQ  stets  gleich  und  gleichgeiichtet 
mit  der  Geschwindigkeit  von  P  ist  und  es  wiid  nach  demselben 
Satze  die  Geschwindigkeit  von  Q  ihiei  Giosse  und  ßichtung  nach 
gleich  der  Geschwind^keit ,  mit  welchei  sich  BQ  d  i  die  Ge 
schwindigkeit  von  P,,  ändert,  also  gleich  der  zweiten  Gtschwmdig 
keit  von  P  sein.  Eben  ao  wird,  wenn  man  einem  dritten  Punkte  R 
gegen  einen  mhenden  C  eine  solche  Bewegung  gieht,  dass  die  Linie 
CR  stets  gleich  und  gleichgerichtet  mit  der  Geschwindigkeit  von  Q 
ist,  die  Geschwindigkeit  von  R  gleich  der  zweiten  Geschwindigkeit 
von  Q,  gleich  der  dritten  Geschwindigkeit  von  P  sein,  u.  s.  w. ;  wo- 
bei nur  noch  bemerkt  werden  mag,  dass  die  zweite  Geschwindigkeit 
von  P,  sowohl  ihrer  Richtung,  als  Grösse  nach,  einerlei  mit  der  so- 
genannten beschleunigenden  Kraft  ist,  durch  welche  die  Bewegung 
von  P  hervorgebracht  wird. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  Taylor' sehe  Reihe  in 
der  ihr  vorhin  für  die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  P  ge- 
gebenen Eomi 

P^P,  =  T,T^.  v\  -^It,T\.  v'[  -^--^T.Tl.  y';'  -\-  ... 

auch  füi'  eine  krummlinige  Bewegung  gilt,  wenn  man  »^,  «',',  v'l\  ...,  d.  i. 
die  ei-ste  und  die  folgenden  Geschwindigkeiten  von  P  im  Zeitpunkte 
2",,  auf  die  eben  gezeigte  Weise  bestimmt,  und  sie  somit  als  gerade 
Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  dai-stellt.  Wird  nämlich 
die  Zeitlänge  T^  T^  nach  der  als  Zeiteinheit  festgesetzten  Zeitlänge  als 
reine  Zahl  ausgedmckt,  werden  die  Linien  i>\,  v",  ...  resp.  mit  den 
Zahlen  P,  Pj,  ^T^T\,  ...  multiplicirt,  und  sie  somit  in  andere  ver- 
wandelt, welche  dieselben  Richtungen,  wie  die  ersteren  haben,  deren 
Längen  aber  resp.  das  P,  T^-fache,  das  -^  2",  Tj-fache,  u.  s.  w.  von 
den  Längen  der  ersteren  sind,  und  werden  diese  neuen  Linien  geo- 
metrisch addirt,  d.  h.  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einander 
gesetzt,  jede  folgende  mit  ihrem  Anfangspunkte  an  den  Endpunkt 
der  nächst  vorhergehenden:  so  ist  die  geometrische  Summe,  oder  die 
gerade  Linie,  welche  vom  Anfangspunkte  bis  zum  Endpunkte  der 
durch   die  Addition   entstandenen   gebrochenen  Linie  gezogen  wird. 
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gleich  und  gleichgerichtet  mit  P^  P^;  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt: geht  man  bei  der  Bildung  der  gebrochenen  Linie  von  P, 
als  Anfangspunkte  aus,  so  erhält  man  P^  als  ihren  Endpunkt. 

Um  diesen  Satz,  dessen  Beweis  ich  hier  übergehe,  noch  dui-ch 
ein  ganz  einfaches  Beispiel  zw  erläutern,  will  ich  die  zweite  Ge- 
schwindigkeit von  P,  oder  die  beschleunigende  Kraft,  durch  welche 
P  getrieben  wird,  von  constanter  Grösse  und  Richtung  annehmen ; 
es  sei  die  Schwerkraft.  Alsdann  sind  die  di-itte  und  die  folgenden 
Geschwindigkeiten  von  P  Null ;  die  zweite  ist  vertical  nach  unten 
gerichtet,  hat,  wenn  die  Secunde  zur  Zeiteinheit  genommen  wird, 
eine  Grösse  von  dreissig  Pariser  Fuss,  und  es  ist : 

P^  P^  =  1\  T^.'d^-\-^T^  T\ .  v'[  . 

Hierin  ist  7",  T,  .  ü',  der  Weg  des  Punktes  P,  wenn  letzterer  von  P, 
aus,  wo  er  sich  im  Zeitpunkte  T^  befindet,  ohne  Aendenrng  der 
Grösse  und  Eichtimg  der  Geschwind^keit  v\ ,  welche  er  in  T,  hat, 
die  Zeitlänge  2",  1\  hindurch  foiigegangen  wäre ;  es  werde  dieser 
Weg  durch  die  Linie  P,  0  vorgestellt.  Das  folgende  Glied,  gleich 
T^Tl  .  15  Fuss,  ist  der  Fallraum  eines  Körpers  während  der  vom  An- 
fange des  Falles  an  gerechneten  Zeit  T,  T^ ,  und  man  whd  folglich  den 
Ort  Pj  des  Punktes  zur  Zeit  '1\  erhalten,  wenn  man  an  0  eine  diesem 
Fallraume  gleiche,  vertical  nach  unten  gerichtete  Linie  OP^  setzt; 
—  ganz  übereinstimmend  mit  der  bekannten  Construction ,  durch 
welche  man  bei  einem  geworfenen  Körper,  aus  dem  Orte  und  der  Ge- 
schwindigkeit des  KÖi'pers  am  Anfange  der  Bewegung,  seinen  Ort 
in  einem  gegebenen  späteren  Zeitpunkte  findet. 
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Aus  den  nacli gelassenen  Papieren  von  A.  F,  Möbhis,  185ä,  nebst  einem  Aiisaug 
aus  der  CorrespondenK  zwischen  Möbius  und  Grassmann. 
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Aufgabe.  Mn  Tornistern  zu  construtren  von  der  Besdiaffenheit, 
dass  sich  für  jeden  Ton  desselben  andere  Töne  in  demselben  wrfinden, 
Vielehe  sich  —  dei'  Schwingungszahl  nach  —  zu  ersterem  um  -,  ■-,  -, 
2,  3i  5  ■äw  I  entweder  vollkommen,  oder  doch  so  nahe  verhalten,  dass 
der  Unterschied  vom  vollkommenen  Verhältnisse  nicht  leicht  in  die 
Ohren  fällt,  obgleich  die  Intervalle  Je  zweier  nächstfolgender  Töne 
des  Systems  noch  sehr  gut  wahrnehmbar  sein  sollen. 

Weil  I  :  2  und  i  :  -  die  einfachsten  unter  den  angenommenen 
Verhältnissen  sind,  und  daher  kleine  Abweichungen  von  denselben 
mehr  als  bei  jedem  anderen  Verhältnisse  wahrnehmbar  sein  dürften, 
so  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die  Verhältnisse  i :  2  und  i  :  - 
stets  vollkommen  rein  sich  finden  sollen. 

Auflösung.  1}  Indem  wir  für's  Erste  die  Verhältnisse  1:2 
und  i:-  unberücksichtigt  lassen,  müssen  sich  zu  einem  gewissen 
Tone,  den  wir  als  Grnndton  annehmen  und  =  i  setzen  wollen,  noch 
die  Töne 


vorfinden, 
vier  Tiine 


Wegen  des  ersten  dieser  ^ 


5' 


müssen   noch  die 


5  '  5         25  '         5  '  3         15  '         5  '  ^         3    ' 
in  der  Eoihe  vorkommen.     Ebenso  führt  der  Ton 

-     zu  den  vier  Tönen:  -;,  ~,      1  ,    - 
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2)  Somit  haben  wir  bis  jetzt  folgende  dreizehn  Töne 

'    5      3  -^     25     '5      5  '    9  '    3  '   ^       ^ 

die  noch  mit  den  Potenzen  von  2  und  —  zu  multipliciren .  d.  i.  in 
den  verschiedenen  Octaven  zu  nehmen,  sind.  Zwischen  i  und  2 
fallen  alsdann  die  Töne 

S435^3Zi66i6_59i525^ 
'    5  '    3'    2  '    4'   2S'    15'    5'    9'    3'    S'    S  '   i6'        ' 
oder  wenn  man  sie  ihrer  Grösse  nach  ordnet: 

I   15'   S'    s  '   4  '  25'    3  '    2  '   16'    5  '    3'    9  '    8  ' 

3)  Das    VerMltniss   jedes    dieser    Töne    (vom    zweiten   an)    zum 
nächstvorher gehenden  ist 


16 
15  ~ 

+rs 

3?. 

25' 

^- 

+  T. 

4 

48  _ 

45 

•+TS 

3  . 

24 

'+5 

?!' 

+4^ 

5  ■ 

+  1 

3  ■ 
16  . 
9   ■ 

+i 

f^ 

zwe 

(" 

Unter  diesen  Verhältnissen  weichen  die  zwei  (in  der  ersten  Hori- 
zont iilreiliej 

3-^i     und     ^;?| 
25     4  5     16 

weit  weniger  als  alle  übrigen  und  auch  an  sich  nur  sehr  wenig  von 
dem  Verhältnisse  1  :  i  ab,  so  dass  wir  die  Töne  ~  und  -,  so  wie  die 
Töne  -r  und  ^  als  einerlei  unter  sich  betrachten  und  den  einen 
Ton  jedes  dieser  Paare  weglassen  können.  Mit  Weglassung  der  zu- 
sammengesetzteren ^  und  -|  bleibt  uns  demnach  zwischen  i  und  2 
die  Tonreihe  übrig 

(A)  ii^i'^il385i6i5 

■   15'   8'    5'  4'    3'    2'    5'  3'    9 '    8' 

4)  Der    Kürze    willen   mag  ein   Ton   a   des    Systems    comp!  et 

heissen,  wenn  sich  im  System  noch  die  Töne  -a,  -a,  3«,  5«  (mit 

ihren  Octaven,  so  wie  die  Octaven  von  a  selbst)  oder  doch  die  Töne 
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~ax,  -ay,  ^az,  ^at  vorfindeiij  wo  x,  y ,  z,  t  Brüche  sind,  die  von 
der  Einheit  nur  sehr  wen^  —  mir  um  — ,  wie  im  Vorigen  der 
Bruch  -^,  oder  noch  weniger  —  abweichen.  Die  Forderung  unserer 
Äu%abe  ist  daher ,  dass  jeder  Ton  des  Systems  complet 
sein  soll. 

In  der  Tonreihe  (A)  sind  nun  zufolge  der  Construction  derselben 

die  fünf  Töne  -,   ■-,   i.  ■i.   s  complet,   oder  wenn  sie  in   die  Octave 

5'    3'      '   ^'   ^      ^     '^      \ 
von  1  bis  2  transponirt  und  hier  in  ihrer  Folge  genommen  werden, 
die  fünf  Töne 

j      5     4      3      8 
'   4 '   3 '    2 '    3  ' 
also  ausser  i  noch  die  vier  mittleren  Time  der  Reihe  (A). 

Nächstdem  sind  noch  complet  -  und  -,  oder  die  Tone  in  (A), 
welche  jene  vier  mittleren  einschliessen.  Denn  -  wird  complet 
durch       ■-,-■-,    ■i  .  - .    S'-.  oder  in  der  Octave  von   i  bis  2  durch 

43  _  16     128  8  9  _  1^    ii  ?    *) 

25"  ~  8   *  izs  '        5  '        5  ~   9  ■  80  '        3  ■ 

Zweitens  wird  --  complet  gemacht  durch  -■■-.-■-,   3--,    S--, 
3  f       &  53333^3' 

also  in  der  Octave  von   i   his  2   durch 


5)  Von  der  Eeihe  (A)   bleiben   demnach  noch  vier   Tt 
am  Anfang  und  zwei  am  Ende  der  Reihe : 

16    9  ,16     15 

— ,  5     und     — ,  -„- 

zu  untersuchen  übrig. 

Der   Ton  —    wird  complet  durch  — ,   — ,  --,  —  , 
15  ^  75     45      5       3    ' 

,     ...     128        5     izS     64     8 
d,  1.  durch  -=^^.--,-,^, 

-  -        I       -  -  durch  ^,  |,f,f   , 

j     ■     1       1.   9       16    81     S     27      5 
d.  1.  durch  ^=~7r--^,  5,  -i=« 


*j   Hierbei  und  so  auch  im  Folgen 
finden,   fett  gedruckt. 
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Der   Ton   —  wivd  complet  durch—,  — ,  — ,  — ■   , 

Q  ^  4.";'    27'     ?  '     Q      ' 


d.  i.    durch 


8     5     45     75  _ 


2'   4'    3^'   64  ~  5     128 
C)  Von  den   vier  Tönen,   durch  welche  jeder   der  vier  Töne  — , 
|,  —  und  Y  complet  wird,   shid  demnach  immer  drei,  theils  voll- 
kommen, theüs  sehr  nahe,  in  (A)   schon  enthalten.     Der  vierte  ist 
abwechselnd   —  und   ~ ,    wofür    wir    aher    einen    einzigen    nehmen 

können,  da  — :  —  =:  —^  ^=  i  +  ^  ist.     Dieser  eine,  er  sei  — ,  fällt 
'         45    33        20Z5  88  '  33' 

in  (A)  zwischen  -  und  -  (also  in  die  Mitte  der  Reihe) ,  kommt  aher 
keinem  von  beiden  so  nahe,  dass  er  als  damit  zusammenfallend  ange- 
sehen werden  konnte.     Denn  es  ist 

2      3a  15  ^       15  32      3  i2S  '       iS 

Wir  sind  daher  genöthigt,  —  als  neuen  Ton  in  (A)  aufzunehmen. 
Die  vier  ihn  complet  machenden  Töne  sind  aber  keine  neuen,  sondern 
die  vier  in  5)   untersuchten    und   daher    in    (Ä)    schon    enthaltenen 

Töne  — ,  |,  — ,  ~.     Denn  es  war 

15     o     9  '    ö 

3'i5~45~4'45  '     5-8-S-'^'32'     5'9~4'4S'    ^'8       '^'32' 
also  auch  umgekehrt 

64 16  I     45  _  I     fl  64  _         lü  I     45  _  I     15 

3  ■  45  —  4  ■  15  ,       5  ■  33  —  4  ■  8  '     5  •  ^5  —  4  ■    9    ,      3  '  32  ^  4  '    «    ' 

folglich  u.  s.  w. 

7)  Mit  dem  Tone  ~  und  seinen  Octaven  ist  demnach  das  Ton- 
33 

System  geschlossen  und  die  Aufgahe  gelöst.     Die  zwischen  i  und  2 

fallenden  Töne  sind  nämlich,   i  mit  gerechnet,  folgende  zwölf: 


(B) 


16965445385161S 
'  'S'  8'    5'  4'    3'   32'   a'   S'  3'    9  '    8 
Alle  übrigen  Töne  entstehen  aus  diesen  dm-ch  fortgesetzte  Multipli- 
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fallenden   Töne 


plication  und  Division  mit  2.  Denken  wir  uns  auf  diese  Weise  die 
Reihe  nach  beiden  Seiten  hin  fortgesetzt,  so  verhält  sich  jeder  Ton 
entweder  vollkommen  oder  doch  sehr  iviihe 

zu  dem  darauf  folgenden  laten   wie   i  :  2   (hier  vollkommen) 

7  teil  wie  2:3 
-       -  -  -  4^«"  wie  4  :  5    , 

Zusatz.     Die  Reihe  (B)   der  zwischen  1 
wird  nach  Weglassung  der  Potenzen  von  2  : 

— — .  1-1^    -.  'i ,   -1    l'^'S  oder 

3'5  5'      '    3'   -^    -^    ^  3-3-5 

Hierbei  ist  das  Product  aus  dem  ersten  Tone  in  den  letzten  ^  i, 

aus  dem  zweiten  in  den  vorletzten  =  i ,  aus  dem  dritten  in  den  vor- 

vorletaten  =  1,  u.  s.  f.     Es  ist  daher  auch,  wenn  man  der  Reihe  (B) 

als  letztes  Glied  2  hinzufugt,  das  Product   aus  je   zwei  vom  Anfang 

und  Ende  gleich  weit  nach  der  Mitte    zu  liegenden  Gliedern  ^  2. 

Das  mittelste  mit  sich   selbst  multiplicirt ,   giebt  ebenfalls  2.     Denn 

es  ist  nahe  (siehe  vorher)  s  .  i5  ^  ^  .  „* 


'  5     3     3-3' 


3-5   ■ 


32 


45 


\\t  diL  ^  Ol  Steh  ende  akustische    iitgibe  hezieheii    ich   iie   t  IffPiidei  Stellen 
ftua  Briefen  zwischen  Mobius  und  H    GraSBininn 

Mobius  m  Grasamann  (Leipzig  21»  Februar  lS5a) 
Durch  die  Lesung  Eirer  Piogi^mmabhandlung*)  bin  ich  an  emen  ?chon  \or 
fünfzehn  odei  noch  mehreren  Jahren  von  mir  gemachten  "V  ersuch  eiiimert  worden 
die  Trae  der  ehrt matiichen  lonleiter  duioh  die  loideimg  zi  bestimmen  daas 
zu  ledem  lonf  sieh,  z  gleich  die  Qimte  lut  nd  abwärts  md  die  grosse  lerz 
luf    und  abwarti  vorfinden    dass  also    ivcnn  11  em  Ton  der   Leiter  i^t     auch  die 


Tone 


3"     S< 


Ho  die   ehiomati^chf 
\eisuoht     Ich  eüaibe  1111  \o 
noch  keinem   bachverstandigi 
ubtiscndi-n     Vielleicht  b\ben  Si 
darubei  aukommen 


nebst  ilirei    Octiven 
Tonleiter  bloiB  mit  i 


i   Leiter  \urkommen      Ich  hibe 


t  den  Primzahlen  2  j  5  z  i  conitruiren 
.suche  den  ich  nicl  t  veröffentlicht  auch 
orgelegt  habe  Ihnen  eine  Abschrift  hiermit  zu 
e  später  einmal   die  Gute     mir   eine   Bemeikung 


s  (Stettin,  17.  Mai  !855). 
alhte  akustische  Abhandlung  habe  ich  mit  grossem  Interesse  gelesen, 
eine  solche  chromatische  Tonleiter,    die   nur  vermittelst   der  Primzahlen  2 


*)  JJehersicht  der  Akustik  mid  niedei'eii  Optik,  Programmabliandlung  des 
Stettiner  Gymnasiums,  1854.  Im  Jahie  1877  publicirte  Grassmann  (geb.  15.  April 
1609,  geat.  26.  Sept.  1877)  in  Wiedemann's  Annalen  eine  akustische  Abhandlung 
Über  die  physikalische  Natur  der  Spraehlaute.  A.   d.  II, 
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atatt  —         Didureh  würde  notli  eine   Terz  mehr,   jiciiiilieh   die   von   h    au  rl  rein 

9 
werden  ■nahiend  die  Qiinten  denselben  Grad  der  Eeinheit  hehalten.  Freilich 
»würde  dabei  die  oben  emahntt  Simn  ctiie  verloren  gehen,  difür  abvr  eine  neue 
Alt  der 'symmetri«  hervortreten,  welche  sich  besonders  bei  der  Quinten fortsolirei- 
tung  zeigt  Namlich  m  dem  untenstehci  den  Qiiintencirkel  haben  dann  die  Quinten 
die  dabei  stehende  Gio^ie 

f     c      0     d      i     e     1     ßi        eis     gis     du     h       f 
3     j    40    3  3      i^     3"     3       3     40 

2       2      2     27     3     2      2        675       2        2        22; 

a<io  dasi  all)  immer  drei  lene  Qumtm  auf  einander  folgen,  und  diese  Folgen 
durch  die  drei  unreinen  Qim  ten  unteibrochen  werden. 

»Es  kommt  bei  dieser  chromatischen  Scala  dann  freilich  noch  ein  vierter 
halber  Ton  —  vor  wckhei  zwischen  1  und  &  liegt  und  noch  um  ein  Komma  ö~ 
grosser  ist  tla  —      Welcher   >on  diesen   drei   Tonleitern    der   Vorzug   au   geben 

Wlire  mochte  schwer  zu  entscheiden  aem;  ich  würde  mich  am  meisten  au  der 
»letztgenannten  hinneigen  weil  sie  die  meisten  consonirenden  Intervalle  enthält 
und  durch  die  kltinsten  Zahlen  auadrückbar  ist.«  ...*). 

')  Der  liest  de''  interessanten  Schreibens  von  Graasmann  bezieht  sieh  auf 
Untersuehungen  über  die  physikibBche  Natur  der  Spraehlaute  und  Verwandtes. 
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Yorb  emerkimg. 

JMicht  iange  nach  der  im  Jahre  1S30  erfolgten  Gründung  der 
Leipziger  Lebe nsveraich er ungs- Gesellschaft  nahm  die 
Direction  derselben  Möbius'  Hilfe  in  Anspruch,  indem  sie  sich  von 
ihm  auf  mathematischen  Principien  beruhende  Vorschriften  und 
Tabellen  zur  Berechnung  des  Reservefonds  erbat.  Er  gab  dieselben 
im  Jahre  1831  in  der  Form  von  6  Au%aben  und  4  Tabellen,  bei 
deren  Bearbeitung  er  die  Sterbhchkeitstafel  von  Babbage  und  die 
der  Abhandlung  von  L.  A.  Sckeibner  nUeber  das  Rechnungswesen 
bei  Lehensversichejtmffs-Gesellschaften«  zu  Ginuide  liegenden  Haupt- 
ideen benutzte.  Späterhin,  im  Jahre  1835,  unterzog  er,  mit  Eiick^ 
sieht  auf  eine  besondere  statutarische  Bestimmung  der  Gesellschaft, 
jene  Tabellen  einer  Revision  und  Correctur  und  th eilte  ferner 
im  Jahre  1838  die  Entwickelung  der  Formeln  mit,  nach  denen 
die  im  Jahre  1831  eingereichten  Tabellen  berechnet  worden  waren. 
Diese  Theorie  des  Reservefonds,  die  Mobile  nach  seinem  eigenen  Uv- 
theil  mit  grösserer  Schärfe  und  Klarheit  als  L.  A.  Scheibner  entwickelt 
zu  haben  glaubt,  während  er  in  anderen  Schriften  über  Lebensver- 
sicherungs-Anstalten wenig  oder  nichts  für  seinen  Zweck  Brauchbares 
gefunden,  wird  im  Folgenden  veröffentlicht.  Das  Manusci-ipt  dazu  ist 
auch  im  Nachlass  vorhanden  und  stimmt  in  allem  Wesentlichen  mit 
der  bei  den  Acten  der  Leipziger  Lebensversicherungs-Gesellsehaft 
befindlichen  Originalabhandlung  überein.  Von  letzterer  ist  durch 
Vermittelung  des  Herrn  Prof  Dr.  Heym  in  Leipzig,  eines  Schülers 
von  Möbius  und  ehemaligen  Amanuensis  an  der  Sternwarte,  eine  Ab- 
schrift genommen  worden,  welche  Herr  Commerzienrath  Kummer, 
Director    der   Leipziger    Lebensversicherungs-Gesell- 
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Schaft,  dem  Möbius'schen  Nachlaas  überlassen  liat.  Beiden  Herren 
sei  iiierdurch  für  ihre  Unterstützung  der  verbindlichste  Dank  ausge- 
sprochen. 

Auf  besonderen  Wunsch  des  Herrn  Commerzienrath  Kummer 
füge  ich  hinzu,  dass  die  Leipziger  Lebensversicherungs-Gesellschaft 
die  von  Möhius  aufgestellten  Tabellen  bei  ihren  Berechnungen  schon 
seit  längerer  Zeit  nicht  mehr  benritzt. 

Dr.  Curt  Reinhardt. 


y  Google 


Die  Alizahl  der  Personen,  welche  zufolge  der  Sterblichkeits- 
tabelle, deren  man  sich  bedienen  will,  von  einer  gewissen  Menge 
gleichzeitig  Gebomer  nach  Verlauf  von  m  Jahren  noch  am  Leben 
sind,  werde  mit  A,^  bezeichnet.  Nach  Verlauf  von  h  Jahren  seien 
Alle  gestorben,  und  daher  ^^  =  o.  —  Nach  Babbage's  Tabelle  ist 
dieses  höchste  Lehensalter  h  =  99. 

Seien  nun  A^f^  Personen,  jede  m  Jahre  alt,  gleichzeitig  zu  einer 
Lebens  Versicherungsanstalt  getreten;  jede  derselben  habe  ihr  Leben 
auf  ein  Capital  =;  C  versichert  und  deshalb  jährlich  eine  (reiae) 
Prämie  =  ^  zu  entrichten.  Indem  diese  Prämien  zu  Anfang  jedes 
neuen  Jahres  von  den  jedesmal  noch  lebenden  Mitgliedern  an  die 
Anstalt  gezahlt  und  von  dieser  jährlich  zu  Interessen  nach  einem  be- 
stimmten Zinsfusse  ausgeliehen  werden,  zugleich  aber  auch  nach  dem 
Ableben  jedes  Mitgliedes  die  Summe  C  von  der  Anstalt  gezahlt  wird, 
bildet  sich  für  die  Anstalt  ein  Fonds,  der  Reservefonds,  der  anfät^- 
lich  immer  mehr  wachsen,  nachher  wieder  abnehmen  wird,  und  zu- 
letzt, wenn  alle  Mitglieder  gestorben  sind,  nach  dem  Princip  der 
Gegenseitigkeit  sich  auf  Null  reduciren  mues.  Es  soll  die  wahr- 
scheinliche Grösse  dieses  Eeseivefonds  nach  dem  Verlauf  von  n  Jahren 
seit  dem  Antritte  der  Mitglieder  bestimmt  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  wollen  wir  aus  der  Grösse  S  des 
Reservefonds  nach  n  Jahren  seit  dem  Antritt,  also  zu  der  Zeit,  wo 
jedes  der  noch  lebenden  Mitglieder  m  -{-  n  Jahre  alt  ist,  die  Grösse 
Ml  desselben  für  dae  nächstfolgende  {m  -{-  n  -\-  i)*^  Jahr  des  Alters, 
hieraus  seine  Grösse  M^  für  das  [m  -^  n  ■+-  2)^"  Altersjahr  und  so 
fort  bis  zum  /j*^"  Jahre  zu  bestimmen  suchen.  Wir  wissen  aber 
schon  voraus,  dass  er  am  Ende  des  A*^"  Jahres  Null  ist.  Indem  wir 
daher  den  aus  M  für  das  /*'*  Jahr  berechneten  Eeservefonds  =  o 
setzen,  werden  wir  eine  Gleichung  erhalten,  durch  deren  Auflösung 
sich  der  gesuchte  Werth  von  iJ  ergeben  wird. 

Um  nun  erstens  aus  dem  Reservefonds  S  am  Ende  des  {m  -\~  ?t)^™ 
Altersjahres  den  Reservefonds  Hi  am  Ende  des  (m  -I-  re  -j-  i)'^"  Jahres 
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zu  finden,  erwäge  man  zuvörderst,  dasa  von  den  anfänglichen  A.,,^  Mit- 
gliedern am  Ende  des  (m  -(-  w)*^"  Jahres  noch  -4^^„  übrig  sind. 
Jedes  derselben  zahlt  am  Anfang  des  näclistf ölenden  (wi  +  ra-f-  i)'^" 
Jahres  die  Prämie  p,  und  hierdurch  wäclist  der  Reservefonds  R  zu 
B  +  A^^„  ■  p  an. 

Dieser  vergrösserte  Reservefonds  wkd  am  Ende  des  letztgenann- 
ten Jahres  noch  durch  die  Zinsen  vermehrt,  die  er  das  Jahr  über 
getragen  hat,  Heisse  z  der  Zinsfuss,  so  dass  ein  Capital  C,  nach 
diesem  Fusse  ein  Jahr  ausgehehen,  sich  in  ^  C  verwandelt.  (Bei  Zinsen 
zu  3  pro  Cent  wäre  daher  s  ^=  1,03.]  Hiermit  wird  der  Reserve- 
fonds =  Ä  B  4-  2-<4^^„  ■  p,  wovon  aber  noch  die  Capitalzahlnngen  wegen 
der  im  [m -}-«~|- i)'™  Jahre  verstorbenen  Mitglieder  abgehen.  Nun 
sind  von  den  am  Anfang  dieses  Jahres  lebenden  A^_^^  Mitgliedern 
am  Ende  desselben  noch  jdj,j+„+,  übrig,  also  .i4^^„  —  -^jn+n+i  gestor- 
ben; und  da  wegen  jedes  deraelben  eine  Summe  ^  Q  aus  dem  Re- 
servefonds gezahlt  werden  muss,  so  erhält  man  endlich: 

.ß,  =  ei?  -h  zA^^^  ■  p  —  (^,„^„  —  An+ft+J  G  • 
Ganz  durch  dieselben  Betrachtungen  findet  sich  für  das  niin  folgende 
(wi  4-  K  -H  2)'*  Altersjahr: 

B^    =zU-^      +  zA„+„+,    •  p  ~  (^m+n+i    —  -4m+«+3l  ■  C  , 
und  eben  so  femer 

i?3     =  ai?2       +a^,„+„4.3    ■   ^  —  (^m+»i+s    ~  Ai+n+3)    -G  , 

Aus  diesen  Gleichungen,  i  an  der  Zahl,  lässt  sich  nun  sogleich 
iJ;  oder  der  Reservefonds  am  Ende  des  [m  ~{-  n  -\-  *')'*"  Altersjahres 
durch  R  ausgedrückt  finden.  Man  addire  nämlich  alle  diese  i  Gleichun- 
gen, nachdem  man  sie  vorher  in  ihrer  Folge  mit  z*~',  3'"=,  z'~^, s,  1 

multiplicirt  hat,  und  es  kommt: 

Ri  =  z'R-irz'  ■  A^^    ■    p    —  z*-'(^^^„         —  A1+-.+.).  "  C* 
+  3*-M^^.„^.,  ■  p     —  2'-'(^m+„+.     —  ^m+!.+J  ■   C 

Man  setze  jetzt  i  ^  h  —  m  —  n,  also  m  -{-  st  -{-  i  =  h,  so  findet 
sich  der  ReseiTefonds  für  das  Ende  des  /;'*"  Altersjahres.    Für  diesen 
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Zettpunkt  ist  aber  der  Reaeri-efonds  ^  o,    uiiö   man   hat   daher   die 
Gleichung: 

o  =  «»-■»-" Ä  +  J'-'—  A„,  •  p  -  z«-«-"-'  (J„.  -  ^„„„)  C 

(®)        -^ 

WO  ^ft  =!  o  (siehe  oben). 

Um  aus  dieser  Gleichung  den  "VVerth  von  R  bequem  abzuleiten, 
berechne  man  zuvor  die  Grössen: 
S,_.      =  A-.  - 

j     j  -Bft-,  =   A-.    +   ^ A-,    +   ^'A-3     . 


-Bm+»+,  =^A-, +^A-. +^"^-3  + +  ^     '"  "  '-4^^«+.  > 

Hiermit  zieht  sich  die  Gleichung  (0)  zusammen  in 
(2)       o  =  2*-™-"  .  iS  +  ^  -  5^^  -i)«,  —  (B„,^.„  —  2  •  -B„,.,„+,]  C  , 
wo  noch  p^  statt   des   vorigen  die  Prämie  bezeichnenden   einfachen 
Buchstabens  p  geschrieben  worden,  um  nämlich  zugleich  auszudrücken, 
dass  diejenige  Prämie  gemeint  ist,  welche  Mitglieder,  die  bei  ihrL-m 
Eintritte  m,  Jahre  alt  waren,  zu  zahlen  haben. 
Aus  (2)  folgt  aber; 

Weitere  Folgerungen,  a)  Der  somit  gefundene  Reserve- 
fonds It  gilt  für  das  Ende  des  {rn  +  «)**"  Ältersjahres,  d.  i.  für  das 
Ende  des  w'"^  Jahres  nach  dem  Eintritte  der  damals  m  Jahre  alten 
Personen,  und  zwar  ohne  dass  noch  die  Prämien  für  das  {m  -|-  k  +  i)'' 
Jahr  gezahlt  worden  sind.  Setzt  man  daher  w  =  o,  so  erhält  man  den 
Eeservefonds  für  das  Ende  des  m**"  Ältersjahres,  d.  i.  für  den  Zeit- 
punkt des  Eintritts  seihst,  vor  Entrichtung  der  Prämien  far  das  nächst- 
folgende Jahr.  Da  nun  früher  noch  gar  keine  Prämien  entrichtet 
worden  sind,  so  muss  für  w  =  o  auch  R^o  sein,  und  es  ist  daher 
zufolge  der  Gleichung  (2): 

(4)  o  =  «-B™P«-(B«-»-B„+,)0, 

eine  vom  Reservefonds  ganz  freie  Gleichung,  welche  dazu  dient,  um 
die  von  jedem  der  Mitglieder  alljährlich  zu  zahlende  (reine)  Prämie 
selbst  zu  bestimmen;  denn  man  hat  nach  dieser  Gleichung; 
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Keaetvefonds  e 

ine,  Letan-eiAhei, 

R» 

ersichetunga-G  e  s  eil  3  cKaft, 

(5)  ft,.  =  -7^^^"--C. 

l>)  Die  solchergestalt  bestimmte  Prämie  ist  von  Mitgliedern  zu 
entrichten,  welche  bei  ihrem  Eintritte  m  Jahre  alt  sind.  Verlangt 
man  die  Prämie  zu  wissen,  welche  Milg'lieder  zahlen  müssen,  die 
beim  Eintritte  ein  Älter  von  m-\~n  Jaliren  haben,  und  welche  daher 
analoger  Weise  durch  p^.^  auszudrücken  ist,  so  hat  man  nur  in  (4) 
m-\-n  statt  m  zu  setzen,  und  es  kommt: 

o  =  "B^^p,^  -  (S,„  -  ^ü„„«)  C  . 
Mit  Hülfe  dieser  Foimel  lässt  sich  der  gesuchte  E.eservefonds  R  noch- 
mals etwas  einfacher  ausdrücken.    Zieht  man  sie  nämlich  von  (2}  ab, 
80  erhält  man 


c]  Der  durch  (3)  und  (6)  bestimmte  Reservefonds  R  drückt  aus, 
wie  viel  die  Anstalt  wegen  aller  Aj„.^  Personen,  die  von  den  in  ihrem 
m**"  Jahre  eingetretenen  ^^  Personen  nach  n  seitdem  verflossenen 
Jahren  noch  am  Lehen  sind,  in  der  Casse  haben  mi^s.  Setzt  man 
daher  den  Betrag,  der  wegen  jeder  einzelnen  dieser  -^.^i  Personen 
im  Reservefonds  sein  muss,  =;  R' ,  so  ist 


Der  hiermit  gefundene  Werth  von  R'  lässt  sich  noch  auf  eine 
andere  sehr  bemerke nswerthe  Art  herleiten.  Zu  dem  Ende  woUen 
wir  vorher  untersuchen,  wie  gross  die  Mke  M  sein  muss,  die  eine 
Person  von  m  Jahren  an  eine  Rentenanstalt  zu  zahlen  hat,  um  bis 
an  ihi'  Ableben  eine  jährhche  Rente  r,  das  erste  Mal  gleich  nach  Ent- 
richtung der  Mise,  zu  beziehen.  Dabei  machen  wir  zugleich  die  Vor- 
aussetzung, dass  diese  Anstalt,  eben  so  wie  die  vorige,  die  von  ikr 
innegehabten  Gelder  nach  dem  Zinsfusse  s  auf  Interessen  ausleihe. 

Wenn  nicht  eine,  sondern  A„i  Personen,  jede  m  Jahre  alt,  zur 
Anstalt  treten,  von  denen  jede  eine  jährliche  Rente  =  r  unter  den 
gemachten  Bedingungen  beziehen  will,  so  bildet  sich  zuerst,  nach 
Einzahlung  der  Misen,  für  die  Anstalt  ein  Fonds  =  A„^  ■  M,  und  weil  un- 
mittelbar nachher  die  Renten  das  erste  Mal  ausgezahlt  werden  sollen,  so 
vermindert  sich  der  Fonds  um  A^  •  f  und  wird  damit  ^  A^  ■  M—  A^  ■  r. 
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Dieser  Fonds,  den  man  mit  F  bezeichne,  wiid  für  das  nun  fol- 
gende {m  -\-  i)**  Altersjahr  auf  Interessen  ausgeliehen  und  erhebt 
sich  damit  zu  dem  Werthe  zF.  Am  Ende  des  {m  +  i)""  Jahres 
wird  aus  ihm  an  jedes  der  noch  lebenden  ^,„^1  Mitglieder  die  Rente  r 
bezahlt,  und  er  reducirt  sich  damit  auf  «i^— -4,^+1  ■  ^-  Heisse  F^ 
dieser  Bestand  des  Fonds  am  Ende  des  (m  -(-  i)**"  Jahres,  und  eben 
so  Fj  sein  Bestand  am  Ende  des  {m  +  2]*°"  Jahres  u.  s.  w,,  so  hat 
man,  weil  die  vorigen  Schlüsse  auch  auf  jedes  folgende  Jahr  anzu- 
wenden sind,  die  Gleichungen: 
F  -=A^-  M  —  A„^-r  , 

F^=zF  ~  A^^^  ■  r  =  üA^  ■  M—  z  A„^  ■  r  —    A,,i+,  ■  r  , 
F^  =  zF^  —  ^„j+3  ■  r  =  z^A„i  ■  M—  sM„,  ■  r  —  2^„j+i  ■  r  —  ^„j^^  ■  r  , 
und  eben  so 

=  sM^-M— 2M,„-j'  — sM„,^,  -r  — 3^„,+3  -r  —  A^,^^  -r  , 

=z''-'"'-''A„^■M-~z^-'"'-'A,y^■r—z''-''^~^A„^^cr—....—zA,,_^■r—A|,_^^■r 

=  2''-"'-'  ^„j  ■  M~  B,,-„  ■  r  , 
nach  den  Formeln  (1). 

So  wie  nun  F,  F^,  F^,  F^  die  Werthe  des  Fonds  am  Ende  des 
m*™,  {m  -\~  !]'■'"',  [m  -H  2]''°,  (^  +  3)'^"  Altersjahres  sind,  so  ist 
-Pft— m— 1  ^^^  Bestand  desselben  am  Ende  des  {h —  i)'™  Jahres;  und 
da  am  Ende  des  Ä'""  Jahres,  als  des  höchsten  erreichbaren,  keine 
der  zur  Anstalt  getretenen  Personen  mehr  am  Leben  ist,  folglich  auch 
keine  Rente  mehr  gezahlt  wird,  so  muss  nach  dem  Princip  der  Gegen- 
seitigkeit -F;(_Mt— t  =  0  sein.     Hiernach  hat  man  die  Gleichung: 

woraus  der  gesuchte  Werth  der  Mise  folgt; 
oder  geradezu 


M  = 


wenn,  wie  es  bei  den  Leibrenten  tafeln  geschieht,  die  jährliche  Rente  =^  i 
gesetzt  wird. 

Um  nun  mit  Hülfe  dieser  Theorie  von  den  Leibrenten  die  Auf- 
gabe, den  Resei-vefonds  einer  Lebens  Versicherungsanstalt  betreffend, 
zu  lösen,  stelle  ich  folgende  Betrachtungen  an. 

Eine  Person  ist  am  Ende  ihres  ot'*"  Jahres  zu  der  Lebensversiche- 


y  Google 


656  Reservefonds  einer  Lebenevereichetungs-Gesellseliaft. 

nmgsanstalt  getreten  und  hat  seitdem  die  erforderliche  Prämie  p.^ 
n  Jahre  hindurcli  entrichtet.  Von  jetzt  an ,  wo  das  Mitglied 
m  4-  «  Jahre  alt  ist,  hat  es  diese  Prämien  noch  his  zu  seinem  Ab- 
leben alljährlich  zn  zahlen;  die  Anstalt  aber  hat  an  das  Mitglied  (oder 
vielmehr  an  dessen  Erben)  bei  seinem  Ahleben  die  Summe  C  zu 
zahlen.  Beide  Zahlungen  können  nun  auch  gleich  nach  Ablauf  des 
(ffi  +  ji)'™  Jahres  des  Mitgliedes  vollzogen  weiden;  nämUch  von  dem 
Mitgliede  an  die  Gasse  der  jetzige  Werth  aller  noch  zu  zahlenden 
Prämien  p^^,  und  von  der  Gasse  an  das  Mitglied  der  jetz^e  Werth 
des  einst  zu  zahlenden  Capitals  C.  Sind  diese  beiden  Zahlungen 
jetzt  geschehen,  so  ist  alle  Verbindlichkeit  zwischen  beiden  Theilen 
au%ehoben  und  es  -wird  folglich  auch  nichts  mehr  im  Eeservefonds 
wegen  des  in  Rede  stehenden  Mitgliedes  vorhanden  sein.  Der  wegen 
des  [m  +  n)-jährigefi  Mitgliedes  nüthige  Theil  R'  des  Reservefonds  wird 
daher  so  gross  sein  müssen,  dass  er,  vermehrt  um  den  jetzigen  Werth 
aller  der  noch  zu  entrichtenden  Prämien,  eben  hinreicht,  um  an  das 
Mitglied  den  jeteigen  Werth  des  nach  dem  Ableben  fälligen  Capitals 
zu  zahlen. 

Nun  ist  der  jetzige  Werth  aller  der  noch  zu  entrichtenden  Prä- 
mien, deren  jede  =  p^,  offenbar  gleich  einer  Mise,  welche  eine 
(m  +  MJ-jährige  Person  an  eine  Rentenanstalt  za  zahlen  hat,  um  eine 
jährliche  Rente  ^  p^^  zu  beziehen,  also  nach  (8) 

_  Rm^n         Pm 

Fenier  ist  der  jetzige  Werth  des  beim  Ahleben  der  jetzt  (jM-j-m)-jäh- 
rigen  Person  zu  zahlenden  Capitals  C  gleich  dem  jetzigen  Werthe 
aller  der  Prämien,  welche  die  Pereon  entrichten  müsste,  wenn  sie 
jetzt  erst  zur  Anstalt  träte,  und  jede  dieser  Prämien  ist  =i>ni+n  ■  ^^^ 
jetzige  Werth  des  Capitals  G  ist  daher  auch  gleich  einer  Mise,  welche 
eine  {m  4-  ?!)-jährige  Person  an  eine  Rente nanstalt  zu  zahlen  hat,  um 
eine  jährliche  Eente  =  Pm+n  ^^  erhalten,  und  diese  Mise  ist 

__Bm±n  Pm+n 

Hiernach  haben  wir  die  Gleichung 

Pm         _  Sm*n  .       Pm*n 


und  hiei'aiis  folgt  derselbe  Werth  von  ü',  ivie  in  [7;: 
-«'  =  j,^„,_,-t'    . (?>»-n. —?».')   ■ 


y  Google 


Eeseryefonds  einer  Lebensversicherungs-Geaellschaft,  657 

Man  erhält  demnach  den  gesuchten  Theil  1^  des  Reservefonds, 
wenn  man 

1)  die   Prämie  p,y^  für  das  Eintrittsalter  von    der   Prämie  ^„i+„ 
für  (las  jetzige  Alter  des  Mitglieds  abzieht  und 

2)  den  Rest  ^^+„  —  Pm  in  die  Mise 

"ivelche  dem  jetzigen  Alter  für  eine  Rente  =  i   zukommt,  multiplicirt. 


Einer  näheren  Untersuchung  ist  jetzt  noch  die  Bestimmung  des 
Reservefonds  zu  untenverfen,  wenn  die  Voraus sef^iung  gemacht  wird, 
dass  die  Mitglieder  vom  85^'*"  Jahi'e  an  von  der  Prämienzahlung  frei 
sein  sollen.  Wir  wollen  deshalb  zu  der  für  die  Bestimmung  des 
Reservefonds  zuerst  erhaltenen  Grleichung  (©)  wieder  zurückkehren. 
Ausser  dem  Gliede  ^~^~^Ii,  welches  den  gesuchten  Reservefonds 
selbst  enthält,  zerfallen  alle  übrigen  darin  vorkommenden  Gheder  in 
zwei  Gruppen.  Die  Glieder  der  einen  Gruppe  haben  p  zum  gemein- 
schaftlichen Factor  und  entstehen  aus  den  Prämienzahlungen,  welche 
die  in  ihrem  »i*^"  Jahre  eingetretenen  und  jetzt  [m  +  ?j)-jährigen 
Mitglieder  von  jetzt  an  bis  an  ihr  dereinstiges  Ableben  zu  entrichten 
haben.  Die  Glieder  der  anderen  Gruppe  haben  den  gemein schaft- 
hchen  Factor  0  und  bilden  sieh  dadurch,  dass  wegen  jedes  von  jetzt 
an  sterbenden  Mitgliedes  ein  Capital  =  G  von  der  Anstalt  ausgezahlt 
werden  muss.  Unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung,  dass  die  Mit- 
glieder, welche  85  Jahre  und  darüber  alt  sind,  keine  Prämien  mehr 
zahlen  sollen,  bleiben  nun  die  Glieder  der  letzteren  Gruppe  offenbar 
unverändert.  Dagegen  sind  von  den  Gliedern  der  ersteren  Gruppe 
die  letzten  h  —  85 

a^-«'^ju  •p-!-3''-«Msn-iJ+ -\-«^^h-^  -p  +  ^^n-i  -P 

jetzt  wegzulassen.  Denn  diese  Glieder  entstehen  aus  den  Prämien, 
welche  nach  dem  Ende  des  85'™,  86'^°  u.  s.  w.  Lebensjahies, 
also  mit  dem  Anfang  des  86*°",  Sy^"" ,  88'™  u.  a.  w. ,  ä'^"  oder 
letzten  Jahres,  in  welchem  das  nach  der  Tabelle  einzige  noch  übrige 
Mitglied  stirbt,  zu  entrichten  sind.  Zufolge  der  in  (1)  festgesetzten 
Bezeichnung  ist  die  Summe  dieser  Glieder  ^  aßg^  p^  [p^  statt  des 
einfachen^  geschrieben;  siehe  oben).  Ob  aber  diese  A  — 85  Glieder 
in  dei  Gleichung  {©)  ausgestrichen  werden,  oder  ob  ihre  Summe  von 

lllbiuä  WorliS  IV.  42 
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der  rechten  Seite  der  mit  (0)  identischen  Gleichung  ^2)  abgezogen 
wird,  kommt  ersichtlich  auf  Eins  heraus.     Das  letztere  giebt: 

(9)  o  =  z'^-'^-'^M  +  2  [B„^^  —  B,,)  p^  —  {B^„  —  ^-Bm_„„)  0  , 
und  in  dieser  Formel  ist  Alles  enthalten,  was  zur  Lösung  der  jetzigen 
Aufgabe   dient. 

Zuerst  leuchtet    ein,    dass   hier    eben  so,   wie   im   Vorigen,   für 
n  =  o  auch  ^  =  o  werden  muss,  dass  folglich 

(10)  o  ^ ziB„,  —  B,,)p„t~  {B^^ z£„,^,)C  . 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  die  von  einem  beim  Eintritte  m  Jahre 
alten  Mitgliede  zu  zahlende  Prämie 

B„  —  '" 

(11) 

die,  wie  die  Vergleichung  mit  (5)  lehrt,  hier  um  etwas  grösser  aus- 
fällt, als  in  dem  vorigen  Falle,  wenn  die  Mitglieder  bis  zum  höchsten 
Lebensalter  Prämien  zu  entrichten  haben. 

Ferner  folgt  aus  (10),  wenn  man  m  -\-  n  für  m  schreibt: 

und,  wenn  man  diese  Gleichung  von  (9)   abzieht: 

mithin 

-H-  p[=B=i=T . 

und  folglich  der  Änthcil  des  Reservefonds,  welcher  auf  jedes  der  jetzt 
m  -^  n  Jahre  alten  Mitglieder  kommt; 

M  21  Jl'  =  f-gw+>t  —  -^8  J  iPm-i-«  —Pm)  . 

Hat  man  also  nach  [1])  die  unter  der  jetzigen  Voraussetzung  jedem 
Lebensalter  [m  Jahre]  zugehörige  Prämie  p^^  berechnet,  so  lässt  sich 
nach  (12)  der  wegen  jedes  Mitgliedes,  das  im  m^™  Jahre  angetreten 
und  n  Jahre  bei  der  Anstalt  verblieben  ist,  nÖthige  Theil  R'  des 
EeseiTcfonds  ausfindig  machen. 
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Vorb  emerkung. 

Uie  folgende  in  Möbius'  wissenschaftlichem  Nachlass  voi^e- 
fundene  Abhandlung  nUeier  geometrische  Addition  und  MultipHcation« 
stammt  aus  dem  Jahre  1862.  Dass  Möbius  dieselbe  zu  veröffent- 
lichen beabsichtigte,  lässt  sich  mit  Bestimmtheit  nicht  nachweisen, 
wohl  aber,  dass  er  noch  im  Jahre  1865  sein  Manuscript  einer  ße- 
vision  unterzogen  hat,  durch  welche  der  erste  Entwurf  an  vielen 
Stellen  zum  Theil  sehr-  tiefgehende  Umwandlungen  erfuhr.  Dadurch 
wird  es  in  hohem  Grade  wahrscheinlich  gemacht,  dass  Möbius 
seinen  Aufsatz  zur  Publication  bestimmt  hatte. 

Diese  erfolgt  nun  hier,  übereinstimmend  mit  dem  Texte  des  be- 
treffenden Manuscripts.  Nur  die  beiden  letzten  Paragraphen  sind 
dem  Diarium  D,,  entnommen.  [Vergl.  beziighch  dieser  Diarien  die 
Bemerkungen  auf  pag.  517  des  II.  Bandes.) 

Ueber  die  Entstehung  der  folgenden  Abhandlung  und  ihren 
Zusammenhang  mit  anderen  wissenschaftlichen  Arbeiten  von  Möbius 
wird  in  dem  den  Schluss  dieses  Bandes  bildenden  allgemeinen  Be- 
richt über  Möbius'  litterarische  Thätigkeit  Näheres  mitgetheilt  werden, 

Dr.  Curt  Reinhardt. 
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I.  Von  der  geometrischen  Addition  gerader  Linien. 

§.  1.  Eine  gerade  Linie  ist  ikrer  Länge  und  Lage  nach  ge- 
geben, wenn  ihre  zwei  Grenzpunkte  gegeben  sind.  Sie  ist  aber 
noch  ihrer  Sichtung  nachgegeben,  wenn  man  weiss,  welcher  von 
ihren  zwei  Grenzpunkten  der  Anfangspunkt,  oder  welcher  der  End- 
punkt sein  soll.  Eine  Linie,  deren  Anfangspunkt  A,  und  deren  End- 
punkt B  ist,  werde  mit  AB  bezeichnet,  so  dass  man  den  Anfangs- 
punkt zuerst  schreibt  und  den  Endpunkt  darauf  folgen  lässt. 

§.    2,     Dass  zwei  Linien  AB  und  GD  von  gleicher  Länge  sind 
und  einerlei  ßichtung  haben,  werde  ausgedrückt  durch 
AB=CD  . 
Ist  daher 

AB^CB    und     OB  =  EF  , 
so  ist  auch 

AB  =  EF  . 

§.  3.  Sind  AB  und  CZ>  zwei  beliebige  Linien,  0  und  0'  zwei 
beliebige  Punkte,  und  macht  man 

op  ^AB  ,      p  Q  =  cn  , 

O'P'^AB  ,         P'Q'^  CD  , 
so  ist 

OQ—O'Q-  . 

Wo  daher  auch  der  Punkt  0  angenommen  werden  mag,  so  ist, 
wenn  man  OP ^  AB  ,  PQ^  OD  macht,  die  Länge  und  Richtung 
von  0  Q  bloss  von  den  Längen  und  Richtungen  der  Linien  AB  und 
CD,  nicht  aber  von  dem  Orte  des  0  abhängig. 

Man  nennt  diese  Linie  OQ  die  geometrische  Summe  der 
Linien  AB  und  CD  oder  der  ihnen  gleichen  und  gleichgerichteten 
OP  und  PQ,  und  drückt  dieses  aus  durch 


y  Google 


664  Uebei  geometrische  Addition  und  Multiplication.  §.  4. 

AB  -\-  CD^  OQ 
oder 

0P+  PQ~  OQ  . 
Die  Construction,  durch  welche  OQ  aus  AB  und  CD  gefunden 
wird,  heisst  die  geometrische  Addition  der  Linien  ^£  und  CD. 

§■  4.  Eben  so,  wie  zwei,  können  auch  drei  und  mehrere  ihrer 
Länge  und  Kichtung  nach  gegebene  Linien  au  einer  Summe  ver- 
einigt werden.  Immer  aher  hat  die  Linie,  welclic  die  Summe  dar- 
stellt, die  nämHche  Länge  und  Richtung,  welches  avich  die  Ordnung 
ist,  in  welcher  man  die  zu  addirenden  Linien  nach  und  nach  an 
einander  sefjst. 

Wenn  bei  der  gebrochenen  Linie,  welche  durch  Aneinandei- 
setzung  der  zu  addirenden  Linien  entsteht,  der  Anfangspunkt  der 
ersten  dieser  Linien  und  der  Endpunkt  der  letzten  derselben  zu- 
sammenfallen, so  wird  mau  sagen  müssen,  dass  ihre  Summe  Null  ist. 

Die  Summe  zweier  Linien  ist  daher  nur  dann  =  o,  wenn  sie 
von  gleicher  Länge  und  entgegengesetzten  Eichtungen  sind. 

Wenn  aUe  zu  addirenden  Linien  einer  und  derselben  Geraden 
parallel  sind,  so  fällt  die  geometrische  Addition  derselben  mit  der 
sogenannten  algebraisclien  Addition  zusammen,  sobald  man  nur 
je  zwei  Linien,  je  nachdem  ihre  Richtungen  einerlei  oder  ein- 
ander entgegengesetzt  sind,  als  Grössen  mit  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzten Zeichen  nimmt.  Die  geometrische  Addition  ist  also  als 
eine  Verallgemeinerung  der  algebraischen  Addition  zu  betrachten. 


n.  Von  der  geometrischen  Multiplication  gerader  Linien, 

§.   5.     Sind  AB  und  CD  zwei  ihrer  Länge  und  Richtung  nach 
gegebene  gerade  Linien,  und  macht  man,  wie  in  §.  3, 

OP=AB     und     PQ^CD, 
so  heisst  der  Inhalt  des  Parallelogramms,  Ton  welchem  OP  und  PQ 
zwei   auf  einander  folgende  Seiten  sind,  das   geometrische  Pro- 
duct  von  OP  in  PQ  oder  von  AB  in  CD,  und  werde  durch 


OP  ■  PQ     oder  durch     AB  ■  CD 
ausgedrückt,  so  dass  auch  dem  Zeichen  nach 


AB-CD  =  2-0PQ=  OPQR  , 
wenn   R  die   vierte   Ecke   des   zu   einem    Parallelogramm    ei^änzten 
Dreiecks   OPQ  ist.     Ein  solches  Product  ist  positiv  oder  negativ  zu 
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iielimen,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere  der  durch  die  Folgi 
OPQ  ansgedmckte  Sinn  einer  mit  den  Linien  AB  und  CD  zu 
gleich  parallelen  Ebene  ist, 

§.   6.     Folgerungen,     a)  Es  ist 

Ol'  ■  1>Q  =  2-  OPQ=  OF-PQ-sm  OP'^FQ  , 
folglich,  weil   nach   der  vorigen   Constniction  AB  ■  CJ)  =  z  ■  OPQ 


AB-CD  ^^AB-CD-smAB'-GD  . 


Dann  und  nur  dann  ist  AB ■  OD  =  o,  wenn  entweder  AB  ^  o, 
oder  CD  =  o,  oder  wenn  AB  und  CD  Theile  derselben  Geraden 
oder  Parallellinien  sind. 


i)  Y)a3  Product  AB  ■  CJL>  erhält  einen  seinem  anfänglichen  ent- 
gegengesetzt gleichen  Werth,  wenn  man  seine  zwei  Factoren  in  um- 
gekehrter Folge  nimmt,  so  wie  auch,  wenn  man  die  snvei  Grenzpunkte 
des  einen  oder  des  anderen  Factors  mit  einander  vertauscht ;  und  es 
ist  daher 


CD- AB  =  —  AB-CD  , 
desgleichen 


BA-GD  =  AB-DC=~AB-CD  . 

c)  Weil 

ABC=^BOA==  CAB  , 

AB  ■BC=  BC^aÄ  =  CA- AB  . 

d)  Bedeuten  m,  a,  !>,  c,  d,  ...  in  einer  Ebene  enthaltene  Linien 
von  gegebener  Länge  und  Richtung,  und  bestimmt  man  hieraus  die 
Längen  und  Richtungen  der  Linien  ö,,  p^,  d^,  ...  also,  dass 

c,  =  ö,  +  c  i'ET  a  4-  5  +  c  , 

d^^c^  4-^=0 -hä-fe-j-rf, 
u,  s,  w.,  so  sind  5,,  e,,  d^,  ...  gleichfalls  in  jener  Ebene  enthalten 
oder  doch  derselben  parallel,  und  man  hat 


u.  s.  w.     Niin  ist 

und  wenn  man  noch  'm^f-\'g  setzt; 
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ma^fa  +  ga  , 
und  eben  ao 

mb  =fb  -(-  gb  , 
mc  =fc  +  gc  ; 
damit  verwandelt  sich  die  Gleichung 

mc^  =  ma  +  mb  +  '"*' 


If  +  sK' +  /'  +  ')  =/«  +  ?«  +/»  +  Si+f'  +  S'  , 
welches    auch    die  Längen    und   Richtungen   der   Linien  f,   g   und 
a,   b,  c,  sind;  und  eine  analoge  Gleichung  wird  für  jede  andere  An- 
zahl dieser  Linien  bestehen. 

§.   7.     Anwendungen,     a]    Seien  A,   B,    C,    M  vier  Punltte 
einer  Ebene.     Man  mache  noch 

AD~BÜ, 
so  wird 

AC ^  AB  +  BC  =  AB  -\-  AD  ■ 
folglich 


MA  ■AO=  MA  .  AB  +  MA  ■  AD  , 
d.  i.  (§.  6,  b] 

MA  C  =  MAB  +  MAD  , 
eine    Gleichung,    welche    daher   immer    besteht,    wenn   AB  CD  ein 
Parallelogramm  und  M  ein  beliebiger  Punkt  in  dessen  Ebene  ist. 

h)  Sind  A,  B,   C,  D  vier  beliebige  Punkte   einer   Ebene,    so   ist 
die  doppelte  Fläche  des  Vierecks  AB  CD 

2  ABCD=^  2  ABC -\-  2  CDA 


--BC-  CA  +  AC-  CD 


=  AC-  BC+  AC-  CD 
nach  §.  6,  5,  und  daher  nach  §.  6,  d: 


2  ABCD  =  AC-  (BC+  CD]  =  AC-  BD 
d.  i. 

2  ABCD  =  AC ■  BD  -  sin  AC"'B D  . 
c]   Beweis  des  pythagoräischen  Lehrsatzes*).     Sei  ABC  ein  bei 


*)  Nach  einer  Randbemerkung  im  Manuaeript  aollte  dieser  einem  Briefe  a 
Apelt  (5.  Jan.   1846)  entnommene  Beweis  hier  eingeschaltet  werden.  E. 
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£  rechtwinkliges  Dreieck  und  werde   dasselbe, 
die  Lage  FGH  gebracht,  so  dasa 
FG  =  AB  ,     GH=BC  , 
FH=AC, 
F6,   GH,  FS lesp.  &ui  AB,  BC, 
AC  senkrecht    und   demnach    FG 
und    GH   resp.    zu  BO  und    AB 
parallel  sind.     Dann  ist 

AC=AB^BO  , 

FH—FG-i-  GH  , 
folglich  (§.  6,  d) 


90"   gedreht, 


FU  ■AO=  {FG  4-  GH)  -(AB  +  BO) 


=  FG-AB+  GH-AB  +  FG-BC-^ 
Nun  ist  aber  (§.   0,  a) 


GH-AB  =  o  , 
FG-BC=o  . 


demnach  ergiebt  sicli 
oder 


FH-  AC=  FG-AB  -\-  GH-BC  , 
AC^  =  AB^  +  BC^  . 


ni.  Greometrische  Addition  el>eiier  Flächen. 

§.  8.  Sind  ß,  J)  und  m  drei  in  einer  Ebene  enthaltene,  oder 
doch  mit  einer  Ebene  parallele  gerade  Linien  von  gegebenen  Längen 
und  Richtungen,  wird  die  geometrische  Summe  a  +  ö  ^  5,  gesetzt 
und  wird  unter  ma  die  Fläche  eines  Parallelogramms  verstanden,  in 
welchem  zwei  nächstfolgende  Seiten  ^  m  und  a  sind,  so  ist  nach 
§.  6.  <^  _        _        __ 

ma  +  mb  ::=  }iib,   , 
woraus  ebendaselbst,   wenn  die  Linien/,  ff,   ...  und  a,   h,  ...  inage- 
sammt  in  einer  Ebene   enthalten,   oder   einer  nnd  derselben  Ebene 
parallel  waren,  ohne  Weiteres  die  noch  allgemeinere  Formel 
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§.  !). 


=  /«+/ö  +  -'-+ya  +  ?fi+- 


(/  +  ^+  ■■■)(«  +  6- 
abgeleitet  wurde. 

Wenn  wir  daher  die  Formel  ma -\- mb  =  mli^  auch  in  dem 
Falle  als  gültig  annohmeii,  wenn  a,  l>  und  m  nicht  einer  Ebene 
parallel  sind,  sondern  beliebige  Richtungen  haben,  so  wird  auch  die 
Entwickelung  von  (y  4-  y  +  ■  ■  ■)  (ß  +  ö  +  ■  ■  ■}  für  irgend  welche 
Eichtungen  der  darin  enthaltenen  Linien  Richtigkeit  haben. 

Diese  allgemeiner  aufgefasste  Addition  zweier  oder  mehrerer 
ebener  Flächen  ist  vollkommen  der  geometrischen  Addition  gerader 
Linien  analog  und  werde  daher  die  geometrische  Addition 
ebener  Flächen  genannt. 

i  (Fig.  2)  von   einem  beliebigen  Punkte 


In  der  That,  macht  i 
r  ausgehend, 


^ 

^ ■ 

-y" 

" 

„--— - 

-7 

MN  =m  ,     NO  =  a  ,     OQ  =  b  , 
so  ist 
b,=a  +  b^NO-'r  OQ  =  mi  , 
und  wenn  m.an  noch 

0  0^  =  QQ,  =NM 
macht,  so  ivird 

ma   =MNOO,  , 
'mb   ^  O.OQQ,   , 

FiE.  -2.  '  ' 

mb,  =  MNQ  Q.  , 
und   man  hat   zufolge   der  Formel  ma  ~\-  mö  =  mb^,  oder  vielmehr 
^mb^,  weil  unter  mb^   jetat   nicht  mehr  die  algebraische,   sondern 
die  geometrische  Summe  gemeint  ist,  die  Formel 

MNO  0,  +  0,OQQ,=  MNQ  Q,  , 
deren   Analogie   mit    der    Formel   NO -\- OQ-^:  NQ   in   die  Augen 
springt. 

Sollen  daher  zwei  ebene  Flächen  a  und  ß,  deren  Ebenen  sich 
schneiden,  geometrisch  addirt  werden,  so  nehme  man  [Fig.  2)  in 
der  Durchschnittslinie  beliebig  einen  Abschnitt  0  0, ,  construire  in 
der  Ebene  von  a  ein  Parallelogramm  OO^MN  ^=^  a,  in  der  Ebene 
von  ß  ein  Pai'allelogramm  0,0 QQ^  =^  ß,  und  es  wird  das  Parallelo- 
gramm MNQQ^  ^  a  -]-  /5  sein. 


§.  9.  Zusätze,  a)  Bei  der  Addition  ebener  Flächen  werden 
zwei  Flächen  als  identisch  betrachtet,  wenn  sie  gleichen  Inhalts  sind, 
in  einander  parallelen  Ebenen  liegen  und  darin  einerlei  Sinnes  sind. 
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Wird  daher  (vergl.  Fig.  2)  in  der  vorigen  Construction  noch  PP^  he  NM 
gemacht,  so  ist  O^OQÜ^  ^  MNPP, ,  und  daher 

MNOO,  +  MNPP,  =  MNQQ,  , 
also  auch 

MNO  +  MNP  =  MNQ  , 
eben  so  wie  NO  +  NP~  NQ  war. 

b)  Die  geometrische  Summe  zweier  oder  mehrerer  ehenor  Flächen 
ist  unabhängig  von  der  Folge,  in  welcher  man  die  Flächen  nach 
und  nach  zu  einander  addirt  {a  -{-  ß  ^  ß  -^  a). 

c]  Die  geometrische  Summe  zweier  oder  mehi-erer  ebener  Flächen 
ist  mit  der  algebraischen  Summe  dann  und  nur  dann  identisch,  wenn 
die  Flächen  in  einer  und  derselben  Ebene  oder  in  Parallel  ebenen 
liegen. 

§.    10.     Sind  M,  N,   0,  P  irgend  vier  Punkte  im  Eaume,  so  ist 

(a)  MNO  —  NOP+  OP'M  —  PMN-EEO  . 

Beweis.     Es  ist 


2  MNO  =  2  OMN  =  031  ■  MN 
und 


2  0P31  =  2  PMO  =  PM  ■  MO  =  —  MO  ■  PM  =  OM  ■  PM  ; 
folglich 


iMNO  +  2  OPM^  OM{MN+  PM]  =  OM-  PN  ; 
und  auf  gleiche  "Weise,  wenn  man  M,  N,   0,  P  resp.  in  N,  0,  P,  M 
verwandelt : 


2  NOP  +  2  PMN=  PN-  MO  =  OM-  PN  ; 
folglich  u.  s,  w. 

§.  1.1.     Zusätze,     a)  Liegen  Jf,  iV,    0,  P  in  einer  Ebene,  so 
ist  [§.  9,  c) 

MNO  —  NOP+  OPM—PMN=o  , 
wie  auch  auf  andere  Weise  leicht  erwiesen  werden  kann. 

h)  Die  in  §.  10   erwiesene  Formel  (a)  lässt   sich   auch  also  aus- 
drücken : 

{ß}  MNO  ~  NOP  H-  OMP  ■+-  MNP  , 

d.  h.  die  Gmndfläche  MNO  eines  Tetraeders  MNOP  ist  der  geo- 
metrischen Summe  seiner  drei  Seitenflächen  gleich,  wenn  diese  so 
geschrieben  werden,  dass  jede  ihrer  Kanten,   welche  zugleich  Kante 
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der,,  Gruudfläclie  ist,  dieselbe  Richtung  erhält,  welche  sie  im  Aus- 
druck der  Grundfläche  hat. 

Die  Forniel  (ß)  ist  analog  der  Formel  für  das  Dreieck  ABC: 
AB  ■JrBC—Aü  , 
indem  A  und  C  auf  beiden  Seiten  von  ^  die  gleichen  Rollen  spielen: 
beiderseits  ist  A  Anfangspunkt,   C  Endpunkt, 

c)  Noch    eine   andere   Gestalt,    die    man   der   Formel   {a)   geben 
kann,  ist : 

{y)  MNO  +  NPO+  OPM+  PNM=  o  . 

Hierm  kommt,  wie  in  (a)  und  (,Ö),  jede  Kante  eines  jeden  der  vier 
Dreiecke  zweimal  vor.  Es  unterscheidet  sich  aber  (y)  von  (a)  und 
{ß}  dadurch,  dass  in  (y)  die  zwei  Ausdrücke  derselben  Kante  stets 
entgegengesetzte  Richtungen  haben. 

§.  12.  l!ei  einem  Polyeder  ist  jede  seiner  Kanten  zweien  und 
nicht  mehreren  der  dasselbe  umgrenzenden  Viele cksflächen  gemein. 
Ist  das  Polyeder  ein  gewöhnliches  d.  h.  schneidet  sich  die  dasselbe 
begrenzende  .Totalfläche  nicht  selbst,  ist  daher  in  analogem  Sinne 
auch  jedes  Vieleck  des  Polyeders  ein  gewöhnliches,  und  wird  als- 
dann jedes  dieser  Vielecke  dru-ch  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken 
im  Perimeter  des  Vielecks  ausgedrückt,  so  kann  man  in  jedem  dieser 
Ausdrücke  die  Ecken  in  solcher  Ordnung  auf  einander  folgen  lassen, 
dass  für  jede  Kante  die  Richtungen,  welche  ihr  in  den  Ausdrucken 
der  zwei  ihr  gemeinsamen  Vielecke  zukommen,  einander  entgegen^ 
:  sind*). 


§.  13.  Wird,  wie  dieses  bei  einem  gewöhnlichen  Polyeder 
immer  möglich  ist,  jede  Fläche  desselben  durch  eine  solche  Aufeinander- 
folge seiner  Ecken  ausgedrückt,  dass  für  jede  Kante  des  Polyeders 
die  zwei  Richtungen,  welche  derselben,  als  der  gemeinsamen  Kante 
zweier  Polyederflächen,  in  Bezug  auf  die  Eckenfolgen  bei  der  einen 
und  der  anderen  dieser  zwei  Flächen  zukommen,  einander  entgegen- 
gesetzt sind,  so  wollen  wir  sagen,  dass  das  System  der  Flächenaus- 
drücke des  Polyeders  nach  dem  Gesetz  der  Kanten  geschrieben  sei. 

Bei  einem  gewöhnlichen  Polyeder  ist  die  geometrische  Summe  aller 
seiner  nach  dem  Kantengesetze  geschriebenen  Yielechsflächen  ^  o**). 

")  Zum  Beweis  werden  am  Bande  die  §§.  3  und  4  dea  Manuaoripts  zu  der  Alj- 
handlung  n  lieber  die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders«  eitirt.  (Vergl.  Bd.  II 
pag.  477  und  478.)  R. 

**)  Eine  Eandnotiz  hebt  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  Satze 
AB  +  BC+  ...  -\-  MN-\-  NA^o 
für  ein  Polygon  ABC  ...  MN  hcn'or.  E. 
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Wir  lyoUen  diesen  Satz  zuerst  für  Trigonalpolyeder,  d.  i.  für 
solche  Polyeder  darthun,  deren  Seitenflächen  insgesammt  Dreiecke 
sind.  Sei  B  C  eine  Kante  des  Trigonalpolyeders,  und  A  und  D  die 
Spitzen  der  zwei  Dreiecke  des  Polyeders,  welche  in  BC  an  einander 
stossen.  Wird  das  eine  dieser  zwei  Dreiecke  durch  ABC  ausge- 
drückt, so  muss  das  andere,  um  dem  Kaiitengosetze  zu  genügen,  einen 
der  gleichgeltenden  Ausdrücke  CBD,  BDC,  DCB  erhalten,  und 
man  hat  demnach,  wenn  die  geometrische  Sirmme  aller  nach  dem 
Kantengesetze  ausgedrückten  Dreiecke  des  Polyeders  mit  i  bezeich- 
net ^vird: 

2  =  ABC+  CBI}-\ . 

Nun  ist  nach  der  Formel  (/?)  in  §.  11,  wenn  Z  einen  beliebigwo 
angenommenen  Punkt  bedeutet: 

ABC^BCZ  +  GÄZ  +  ABZ  , 
CBD^BDZ  +  nCZ  -^  CBZ  , 
u.  s.  w. ;  folglich 

^=BCZ+  CAZ  +  ABZ->rBDZ  +  DCZ+  CBZ+  ■■•  . 
Hierin  ist  aber 

BCZ  ->r  CBZ^a  , 

und  auf  gleiche  Weise  müssen  sich  bei  der  vollständigen  Entwickelung 
von  *,  als  einer  Summe  von  Dreiecken,  welche  Z  zur  gemeinschaft- 
lichen Spitze  haben,  auch  je  zwei  andere  Glieder  dieser  Summe 
aufheben,  z.  B.  GAZ  iind  ACZ,  indem  ACZ  aus  demjenigen 
Dreiecke  des  Polyeders  entspringt,  welches  mit  AB  C  die  Kante  CA 
gemein  hat,  und  welches,  wenn  E  seine  dritte  Ecke  ist,  in  der  Reihe 
ABC  '\-  CBD  -[-..,  ^  i  durch  ACE  auszudrilcken  und  hierauf 
in  ACZ->r  CEZ  +  EAZ  zu  verwandeln  ist.  Mithin  muss  2^o 
sein. 

Derselbe  Satz  ist  aber  auch  dann  noch  gültig,  wenn  das  Polyeder 
nicht  bloss  von  Dreiecken,  sondern  auch  von  mehi'seitigen  Vielecken 
oder  bloss  von  solchen  begrenzt  ist,  weil  jedes  gewöhnliche  mehr- 
seitige Vieleck  durch  Ziehung  von  Diagonalen  als  eine  Summe  von 
Dreiecken  dai^esteUt  und  damit  ein  gewöhnliches  Polyeder  selbst 
als  ein  Trigonalpolyeder  betrachet  werden  kann. 

§.  13a.  Nachtrag.  Seien  (vergl.  Fig.  3  auf  pag.  672)  a,  h,  c 
drei  in  einer  Ebene  enthaltene  und  sich  nicht  in  Einem  Punkt 
schneidende  Gerade ;  «',  h\  c'  drei  Gerade  derselben  Ebene,  welche 
resp.  auf  a,   h,  c  perpendikuläi-   sind.     Die   Dreiecke  ahc  und  a'b'c' 
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sind  hiernach  einander  ähnlich  und  von  einerlei  Sinn,  indem  durch 
Drehung  des  einen  Dreiecks  in  seiner  Ebeno  um  einen  rechten 
Winkel  seine  Seiten  den  entsprechenden  Seiten  des  anderen  parallel 
werden,    Setzt  man  daher  die  Schnittpunkte 

b  ■  c  =  A  :     c  ■  a  =  B  ,     a  -b   =  C   , 
b'  -c'  ^  A'  ,     c'  ■  a'  =  Ji'  ,     a'  -b'  =  C , 
so  verhalten  sich 

BC:CA:AB  =  B'0':  CA'  ;  A' B'   . 

Auf  der  Ehenc   der  Figur   eiTJchte   man  noch   die  gleichlangen 

und  gleichgerichteten  Perpendikel  AF,  BG,   CH,  so  sind  ABGF, 

BCIIG,   CAFH  drei  Rechtecke,   die  sich  ihrem  Inhalte  nach  wie 

AB,  BC,   CA,  also  auch  wie  AB',  B'G',  G'A'  verhalten  und  auf 

deren   Flächen    die    drei   letzten    Linien 

perpendikulär   sind.     Es  gehen  aber  die 

Richtungen  A'B',  BC',   CA'  entweder 

insgesammt  von  der  inneren  auf  die  äussere, 

oder  insgesammt  von  der  äusseren  auf  die 

innere   Seite  der  drei  Linien  AB,   BG, 

CA;  und  dasselbe  findet  statt,  wenn  man 

*"'B- ■!■  statt  der   Linien  AB,  BC,  CA  die   drei 

Rechtecke   ABGF,   BCHG,  CAFH  setzt,    dieselben   als  die  drei 

Seitenflächen    eines    dreikantigen    Prismas   betrachtet   und  hiernach 

ihre  äusseren  Seiten  von  ihren  inneren  unterscheidet. 

Nun  ist 

ABGF-ir  BCHG  +  CAFH=o  , 
und  desgleichen 

A'B'  +  -Ö'C"  +  CA'^o  . 
Nennen  wir  daher  eine  gerade  Linie  A'B',  welche  auf  einer 
nach  ihrer  Lage,  nach  ihrem  Inhalte  und  nach  dem  Sinne  ihres 
Perimeters  gegebenen  ebenen  Fläche  ABGF  perpendikulär  ist,  eine 
dem  Inhalte  der  Fläche  proportionale  Länge,  d.  i.  eine  solche  Länge 
hat,  dass,  nach  beliebig  vorher  festgesetzten  Einheiten  der  Länge  und 
der  Fläche,  AB'  und  ABGF  durch  dieselbe  Zahl  ausgedrückt  wird, 
und  deren  Richtung  von  A'  nach  B'  dadurch  bestimmt  wii'd,  dass, 
die  Füsse  nach  A!  und  der  Kopf  nach  B',  der  Sinn  des  Perimeters 
etwa  zur  Rechten  gehend  erscheint,  —  nennen  wir  eine  solche  Linie 
die  Repräsentante  der  Fläche  ABGF.  so  können  wir  nach 
dem  Voranstehenden  schliessen: 

Ist  die  geometrische  Summe  dreier  Flächen  ^  o,   so  ist  es  auch 
die  geometrische  Summe  ihrer  J 
woraus  wir  weiter  folgern: 
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Ist   eine    ebene   Fläche   die  geometrische   Summe   zweier 
Flächen,  so  ist  auch  von  ihren  drei  Mepräsentanten  die  erste  die  geo- 
metrische Summe  der  sweiten  und  dritten,  und  umgekehrt. 

Sollen  daher  drei  oder  mehrere  ebene  Flächen  a,  ß,  y,  d,  . .  . 
geomeüüsch  addirt  werden,  so  erhält  man  zur  Summe  dieselbe  Fläche  o, 
mag  man  nach  §.  8  zuerst  die  Fläche  a  und  ß  zur  Fläche  ß',  hier- 
auf ß'  und  /  zur  Fläche  '/,  sodann  y'  und  d  zur  Fläche  d',  etc.  ver- 
einigen, oder  mag  man,  wenn  a,  b,  c,  d,  ...  die  Eepräsentanten  von 
ßj  ß,  y,  6,  .  . .  bezeichnen,  successive  die  geometrischen  Summen 

a  +  b^  b'  ,  b'  +  c^c  ,  c  -\-  d^ä  ,  etc, 
bestimmen,  indem  V  die  Repräsentante  von  ß'  d.  i.  von  a  -\-  ß.  c 
die  Repräsentante  von  y  d.  i.  von  ß  -4-  /3  +  J",  n.  s.  w.  und  zuletzt 
die  geometrische  Summe  s  aller  Linien  e,  J,  c,  ...  die  Repräsentante 
der  geometrischen  Summe  o  aller  Flachen  a,  ß,  y,  ...  sein  wird, 
so  dase  man  damit  die  Flache  a  ihrer  Stellung,  ihrem  Sinne  und 
ihrem  Inhalte  nach  construiren  kann 

Da  aber  nach  §.  4  die  geomLtiische  Summe  der  Linien  a,  h,  c,  ... 
unabhängig  von  der  Folge  ist  m  welcher  man  sie  nach  und  nach 
zusammensetzt,  so  muss  eine  gleiche  Unabhängigkeit  von  der  Folge 
auch  bei  der  nach  §.  8  zu  bewerkstelligenden  successiven  Addition 
beliebig  vieler  ebener  Flächen  statt  haben ,  so  dass  zum  Beispiel 
a  +  ß  +  y  +  ö  =  d  +  ß  +  y  +  a  ist. 


IT.  Geometrische  Multiplication  gerader  Linien 
in  ebene  Flächen. 

§-  14.  Unter  dem  geometrischen  Producte  einer  geraden 
Linie  a  in  eine  ebene  Fläche  a  soll  der  Inhalt  des  Körpers 
verstanden  werden,  welcher  durch  eine  solche  Bewegung  der  Fläche  a 
erzeugt  wird,  dass  jeder  Punkt  derselben  eine  der  Linie  a  gleiche  und 
gleichgerichtete  Linie  beschreibt.  Man  bezeichne  dieses  Product  mit 
«  ■  a  und  nehme  dasselbe  positiv  (negativ),  wenn,  den  Kopf  an  den 
Anfar^spunkt  von  a  und  die  Fiisse  an  den  Endpunkt  von  a  gebracht, 
der  Sinn  des  Perimeters  von  a  etwa  nach  der  Rechten  (Linken)  gehend 
erscheint. 

Dieses  Product  ist  dann  und  nur  dann  =  o,  wenn  a  in  a  ent- 
halten oder  mit  «  parallel  ist. 

Macht  man  das  Parallelogramm  ABEC  ^  der  Fläche  a  und 
FG  ^  der  Linie  a  und  überdies  DA  =  FG,  so  ist  a  ■  a  gleich  dem 

MSljius  Wftke  IV.  43 
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Paridlelepipedmn,  dessen  Grundfläche  A  BE  C  und  dessen  Gegcnfläehe 
durch  I?  geht,  gleich  dem  Sechsfachen  des  Tetraeders  DABO,  posi- 
tiv (negativ)  genommen,  wenn,  den  Kopf  nach  Z>  und  die  Füsse  nach 
A  gebracht,  beim  Hinsehen  nach  der  Linie  BC  die  Eiehtung  von 
B  nach  C  nach  der  Hechten  (Linken)  geht. 
Es  ist  hiernach 

DABC  =  DBCA  =  DCAB 

=  —  DCBA  =  —  DAOB  =  —  DBAC 

=  —  ADBO  =  —  ABCD  =  —  ACDB  =  +  ACBD  =  . . . . 

Der   Inhalt   des   Tetraeders,    welches   durch   eine   Nebeneinander- 

stellung  der  seine  vier  Ecken  hezeichienden  Buchstaben  ausgedrückt  ist, 

ändert  demzufolge  jedesmal  sein  Zeichen,  wenn  zwei  der  vier  Buchstaben 

gegenseitig  vertauscht  werden. 

Mail  hat  folglich,  wenn  ABEC  ein  Parallelogramm  ist, 


DA ■ ABEC= 2 ■ DA ■ ABC= 6 ■ DABO , 


DA  ■  ABC=-^  ■  DABO  . 

Alle  geometrischen  Producte  aus  einer  Kante  eines  Tetraeders  in 
eine  der  zwei  Setter^ächen  desselben,  welche  von  der  Kante  nicht  mit 
begrenzt  werden,  sind  daher,  abgesehen  vom  Zeichen,  einander  gleich, 
indem  sie  alle  dem  Dreifachen  des  positiven  oder  negativen  Inhalts  des 
Tetraeders  gleich  sind. 

So  ist  z.  B.,  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen, 


DA-  ABC=  DB-  ABO  =  DG-  ABC  =  5  -DABO  ; 


AB-BCD  =  i-ABCD^—l.DABC=-DA-ABC=AD-ABC\ 
Zusatz.     Nach  §.  5  ist 

2  ■  ABC=  AB  ■  AC  , 
und  man  kann  daher  statt 


2-  AD-  ABC  = 
auch  schreiben: 


AD-AB-AC  =  —6-DABC=6-ADBC, 
so  wie  auch 

AB-AC-AD  =  6-ABCD  . 
Auf  gleiche  Art  ergicbt  sich,  weil 

AB-BC=2  -ABC 
ist: 
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DA-  AB  ■  BC=  2DÄ'-  ABC=t-  DABG  , 
und  eben  so 

AB  ■  BC  ■  CD  =  2  ■  AB  ■  BCD  =  6-  ABCI>  . 
Noch  geht  hieraus  hervor,    dass  das   geometrische  Product  dreier 
Linien   sein    Zeichen    ändert,   wenn  zwei  der  Linien  gegenseitig   ver~ 
tauscht  werden. 

§.  I  5.  Ist  von  drei  ihrer  Länge  und  Richtung  nach  gegebenen 
geraden  Linien  a,  b,  c  die  dritte  c^  a  -\~  h,  so  ist  auch,  wenn  'Q  eine 
ihrem  Inhalte,  ihrem  Sinne  und  ihrer  Stellung  nach  gegebene  Fläche 
bedeutet, 

7^1^'^C  +  TX  . 

Beweis.     Man  mache 

a~AB,     h~BC, 
so  ist 

c^AG  , 
und  daher  zu  beweisen,   dass 

ÄB~^+BC^=Ä^^  . 
Zu  dem  Ende  lege  man  durch  A,  B,  G  drei  mit  ^  parallele 
Ebenen  et,  ß,  y  und  füge  eine  Gerade  hinzu,  welche  die  Ebenen  «,  /S,  / 
in  Ä,  ff,  C  rechtwinklig  schneide.  Denkt  man  sich  nun  die  Fläche  ^  . 
als  ein  beliebiges  Vieleck  dargestellt,  so  ist  AB-l,  gleich  einem 
Prisma,  dessen  Gfrundfläche  ^  in  «  und  deren  Gegenfläche  in  ß  Hegt, 
folglich  gleich  einem  Prisma  AB'  ■  ^,  dessen  Grundfläche  C  und  dessen 
Höhe  A'B'  ist.  Eben  so  sind  BC^  und  AÖ~C  den  Prismen  B'C'-'C 
und  A'B'  -^  gleich,  welche  C  zur  Grundfläche  und  resp.  B'Ü'  und 
A'G'  zu  Höhen  haben.  Es  verhalten  sich  aber  die  drei  Prismen 
A'B'  ■  t,  B'C'  ■K,A'G'  ■  ^auchihremZeichen  nach  wie  AB',  B'G',  AG'; 
und  da 

A'B'  +  B'C'  =  A'C' 
ist,  so  ist  auch 

A'B  ■%  +  B'G'  -'Q^AG'  •  'C  , 
folglich  auch 

'lB^^BC~X^^G^  ■ 
Zusätze;   a)  Man  setze  die  ebene  Fläche  ^'  dem  geometrischen 
Prodncte  der  zwei  geraden  Linien  f  und  g  gleich,  so  verwandelt  sich 
■die  Gleichung 

43* 
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in  die  Gleicliung 

Letztere  Gleichung  ist  aber  nach  §.  14,  Zusatz  gleichgeltend  mit 

^  =  ~fäg=f9ä  ,     li.  s.  w.; 
und  man  kann  daher  statt 

auch  schreiben 


h)  Auf  dieselbe  Art  hat  man,  wenn  von  irgend  drei  Strecken  a,  h,  o 
die  geometrische  Summe  die  Strecke  d  ist: 

so  wie 

Denn  setzt  man  a  -\~  1)  '^b'  und  daher  V  -{-  c  ^  d,  so  wird 

und 

-yrt  +  ^  =  <r%  ; 

folglich  u.  s.  w.  Eben  so  ist  iiberhattpt  bei  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Strecken  a,  b,  c,  . .  . 

^rc+T^+7rr  +  ...  =  («  +  i  +  ^  -s-  ,..)■  ^  . 

§.  16.    In  der  obigen  aus  ß  +  ^  ^  c  entspringenden  Gleichung 

können  wegen  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  von  a,  h,  g  die  geo- 
metrischen Producte  ga  itnd  gb  als  die  Ausdrücke  irgend  zweier 
Plächen  a  und  ß  angesehen  werden.  Weil  femer  «  +  ö  ^  c  ist, 
so  ist  i§.  6)  _       _        __ 

ga  -^gb~<jc  , 

also  die  Fläche  gc  che  geometrische  Summe  von  a  und  /?,  welche 
/  heisse. 

Ist  demnach  TOn  drei  ebenen  Flächen  a,  ß,  y  die  di-itte  die  geo- 
metrische Summe  der  ersten  und  zweiten,  so  ist  auch,  wenn  J^  eine 
begrenzte  gerade  Linie  bedetttet, 
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oder,  was  dasselbe  ht, 


Hieraus  kann   ähnlicherweise ,   wie  im  vorigen  Paragraphen,   weiter 
gefolgert  werden,  dass 


Auch  können  in  jedem  dieser  Producta  die  zwei  Factoren  desselben 
mit  einander  vertauscht  werden. 

§.  1 7,  Seien  a,  d,  a",  . . . .  ,  />,  b',  b",  . . . .  ,  o,  c,  c'\  ....  drei 
Reihen  ii^end  welcher  Strecken  von  beliebigen  Längen  und  Rich- 
tungen.    Man  setze  die  geometi-ischen  Summen  dieser  Reihen 

«  +  «'  +  «"-(-...--/, 
h  +  b-  -\-l," +....  =  ff   , 

c  4-  c'  +  c"  + ~k   , 

so  ist  nach  §.  8; 


/</  =  ' 

JS  + 

ab'  -^  < 

ib  +  dV  +  ...  . 

Multiplicii-t  man  diese 
kommt  nach  §.16 

Fotn 

lel  dev  Reihe  nach  mit  c,  c\  c",  ,  .  ,  , 

fffo   !=  abo 

+  « 

:S'0    +< 

ibc    +a'b'e    + 

fgd  =  abd 

+  0 

■.b'd   +  < 

t'bd  +  ci'S'e'  + 

fgd'  =.  abd 

'+0 

^J'o"  +  I 

ibd'  +  a'V,r  + 

Addirt   mau   jetzt 
Hund  nudi  §.   15 

idle 

diese  Gl 

leiehungen,  so  erhält  man  linl 

/!/<!  +/!?«■  + 

=  />(«  +  »'  +  «"  +  ••■) 

und  es  ist  daher 

= 

=  /i"i  . 

/**  =  ("  + 

a'  + 

■■0(6  + 

■(,'  +  . ..)(o  +  o'  +  .,.) 

^  +  ßö'c  +  a'ö«  4-  a'i'c  +  abc'  -\-  . 
Die  algebraische  Entwickelung  des  Products  aus  drei  Summen 
f,  g,  h  irgend  welcher  Grössen  in  eine  Summe  von  Producten  aus 
je  di'ei  Factoren,  von  denen  der  erste,  zweite  und  dritte  resp.  Glieder 
der  Summen  f,  g,  h  sind,  diese  Entwickelung  ist  dai'uach  auch  in  geo- 
metrischer Bedeutung  zulässig,  sobald  die  Glieder  von  f,  g,  h  irgend 
welche  Strecken  sind. 
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V.  Von  der  projecüTen  Multiplication  gerader  Linien. 

§.  18.  Unter  der  Projection  werde  hier  nur  die  rechtwinklige 
Terstanden.  Hiernach  ist  die  Projection  eines  Punktes  auf  eino 
gerade  Linie  der  Fusspunkt  des  von  dem  Punkte  auf  die  Linie  ge- 
fällten Perpendikels,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Durchschnitt  der 
Linie  mit  einer  durch  den  Punkt  gelegten  imd  die  Linie  rechtwink- 
lig schneidenden  Ebene. 

Ein  Punkt  und  dessen  Projectionen  auf  zwei  oder  mehrere  paral- 
lele Gerade  liegen  daher  insgesammt  in  einer  die  Linien  rechtwinklig 
schneidenden  Ebene. 

Sind  A'  und  B'  die  Projectionen  zweier  Punkte  auf  die  Gerade  g, 
so  heisst  die  Strecke  A' B'  die  Projection  der  Strecke  AB  auf  g,  und 
ist  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Richtung  von  A' 
nach  B'  mit  der  vorher  bestimmten  positiven  Richtung  von  g  über- 
einstimmt, oder  nicht. 

Die  Projectionen  derselben  Strecke  auf  zwei  oder  mehrere  ein- 
ander gleichgerichtete  Gerade,  so  wie  auch  die  Projectionen  einander 
gleicher  und  gleichgerichteter  Strecken  auf  eine  und  dieselbe  Gerade 
sind  einander  gleich. 

§.  19.  Unter  dem  projectiven  Product  der  Strecke  AB 
in  die  Strecke  CD  verstehe  man  die  Zahl,  welche  hervorgeht, 
wenn  man  die  Projection  AB'  von  AB  auf  die  Gerade  g,'u\.  welcher  C 
und  D  liegen,  bestimmt,  sodann  nach  Pestsetzung  einer  gewissen 
Längeneinheit  die  zwei  Zahlen,  durch  welche  A!  B'  und  CD  hier- 
nach ausgedr-ückt  werden,  mit  einander  multiplicirt,  und  diesem  Pro- 
ducte  das  positive  oder  negative  Zeichen  giebt,  je  nachdem  A'  B'  und 
CD  in  g  einerlei  oder  entgegengesetzte  Richtungen  haben.  —  Werde 
dieses  Product  von  AB  in  CD  mit  AB  ■  CD  bezeichnet. 

Folgerungen:    a]   Das  Product  AB  ■  CD  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  statt  AB  und  CD  zwei  ihnen  gleiche  und  gleichgerich- 
tete Strecken  setzt. 
b)  Man  hat 

AB-CD-i-BA'  CD  =  o  , 
AB-  CD  +  AB-  DC=o  , 
AB-  CD  =  BA-DC  , 
und  daher 

AB-CD=—BA-CD=  —  AB-DC^BA-DC. 
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c)  Es  ist 

A£-CD=  Cn-AB  . 

Denn  macht  man,  von  einem  beliebigen  Punkte  F  [Fig.  4)  ausgehend, 

FG^AB  ,     FH^  CD 
und  fällt  von  G  und  H  auf  FH  und 
FG  die  Perpendikel  GG'  und  Uli', 
so  ist 

AB    CD  =  FGFH  =  J'G'  ■  FJ3" 
und 

CJ  -AB  =  FHFG  =  FW  ■  FG  . 
Es  verhält  sich  aber 

FG' :  FG  =  FW  :  FH  , 
und  es  ist  daher,  auch  dem  Zeichen  nach, 

FG'  ■  FH  =  FH  ■  FG  , 
d.  i. 

AB-CI)^  CD-AB  . 


d)  Sind  die  Strecken  AB  und  CD  einander  parallel,  so  ist  das 
projective  Product  AB  ■  CD  dem  algebraischen  Product  AB  ■  CD 
gleich.  Bilden  aber  AB  und  CD  einen  rechten  Winkel,  so  ist 
ABCD  =  o. 

e)  Bedeuten  ^'  iind  5',  wie  oben,  die  Fusspunkte  der  von  A 
und  B  auf  CD  gefällten  Perpendikel,  so  ist 

A'B'  =  AB  ■  cos  AB^CD  , 
und  daher 

AB -CD  =  AB-CD-  cos  AB'^'CD  , 
und  eben  so 

C^^^l^=  CD- AB -cos  CD'^  AB  . 
Es  ist  aber 

cos  AB'^CD  =  cos  CD'^AB  , 
folglich,  wie  in  c, 

.^^■C/>=  CD- AB  , 
wahrend 

AB    CD  =  AB-CD-  sin  AB''^CD 
und  daher 

^i,'  .CD  =  ~-  CD- AB 
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§-  20.     Sind  a,  h,  f  (Fig.  5)    irgend  drei  Strecken ,   und   s   di 
geometrische  Summe  von  a  und  l,  so  ist 

Denn  macht  man,  von  A  ausgehend, 
AB^a  ,     BC~b  , 


s  =  AB+-BC=AG  . 
Werde  nun  die  Strecke/  durch  Z)B  dar- 
gestellt, und  vv-erden  von  A,  B  und  G 
auf  DE  die  Perpendikel  AA',  BB'  und 
j,;g  ^_  CG'  gefällt,  so  sind  A' B' ,  B'G',  A'G' 

die  Projeetionen  von  AB,  BG,  AG  auf 
DE,  d.  i.  von  «,  b,  s  auf/,  und  die  zu  heweisende  Gleichung  wird 
identisch  sein  mit  der  algebraischen  Gleichung 

A' B'  ■  DE  +  B'  G'  ■  DB  =  A!  C  ■  DE  . 
Die   Richtigkeit  der   letzteren   aber   folgt  sogleich   daraus ,   dass 
ihi-e  fünf  Punkte  in  einer  Geraden  liegen,  dass  mithin  bei  jeder  Lage 
von  A',  B',  C  die  Gleichung 

A'B'  -\-B'C  ==AC' 
in  algebraischer  Bedeutung  genommen  richtig  ist. 

Folgerung.  Es  ist  demnach,  wenn  das  Pluszeichen  zwischen 
zwei  Strecken  immer  nur  die  geometrische  Addition  der  Strecken 
ausdrückt, 

{a^h)f=af+hf  . 

Hieraus  aber  kann  man,  me  in  §.  6,  c,   weiter  schliessen,  dass  auch 
bei  mehreren  zu  addirenden  Strecken  a,  h,  c,  .... 

und  dass,  wenn  man  auch/ als  eine  geometrische  Summe  von  Strecken 

«',   5',  c ,   ....  ausdrückt, 

(„+S4-c  +  ,..)(o'  +  y  +  e'  +  ...)  =  o<.'  +  <.ä'  +  5<i'  +  S5'+.... 


§.  21.   Anwendungen.  1)  Beweis  des  pythagoreischen  Lehrsatzes. 
Ist  ABC  ein  rechtwinjdiges  I)reieck  mit  der  Hypotenuse  AB,  so  ist 

AB  =  AC+  OB  , 
folglich 

AB'  =  (AC+  CB)> 
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oder 
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"Nun  ist 
eben  so 
und 

weil  A&'CB  = 
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AC-CB  =  AO-CB- 


<sAC    CB  =  c 
a)  über  in 
-  GB"-  , 


=  go";  demnach  geht  [ 
AB^  =  AC'-  -^ 
was  zu  beweisen  war. 

2)  Auch  für  das  nicht  rechtwinklige  Dreieck  ABC  gilt  die  Ee- 
ktion  [ce].     Weil  aber  im  Allgemeinen 

2AC-CB^  2AC-CB  ■  cosAC'^GB 


und  niclit  = 
AB"" 


I  folgt 

-f  CB^  +  zAC-  CB  ■  coäAC^'CB  , 


wobei  A  C    OB   den  Winkel  bedeutet ,    den   die  in   den  Richtungen 


in  der  einschliessen. 

j)  und  M  ein  Punkt  in 


A  G  lind  ÜB  genommenen  Geraden  mit  ein 

3)  Ist  AB  OD  ein  ParaUelogi-amm  (Fig. 
der  Ebene  desselben,  so  ist 

AM-  AB  +  AM-  AD  =  A3I-  AG  . 


AM-  AB  = 
AM  ■  AB  ■  cos  MAB  =  AB'  ■  AB  , 
wenn  B'  der  Fusspunkt  des  von  M  auf 
AB  gefällten  Perpcnchkels  ist.  Eben  so 
hat  man,  wenn  D',  G'  die  Fusspunkte 
der  von  M  auf  A  D  und  A  G  gefällten 
Perpendikel  bezeichnen : 

AM- AD  =  AD'  -AD  , 
AM- AG  =  AG'  -AO  . 

Dies  giebt  uns,  weil  M  ein  willkürlicher  Punkt  ist,  und  weil  MG'A, 
MB'A,  MD'A  rechte  Winkel  sind,  den  Satz: 
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Wird  in  der  Ebene  eines  Parallelogramms  ABOD  durch  die  eine 
Ecke  A  desselben  ein  Kreis  beschrieben  und  trifft  dieser  die  i)on  A 
ausgehenden  Seiten  AB  und  AD  und  die  Diagonale  AC  in  B' ,  D' 
und  C",  so  ist 

AB  ■  AB' +  AD  ■  AD' =  AC  ■  AC  . 
4)  Seien  A,  B,   C,  D  vier  Punkte  im  Räume,     Man  hat 
AC  =  AB  +  BC  =  AD  -\-  BO  , 
folglich 

zAC-  BD=  {AB  +  BC+AD-\-DC)-BD 

=  jABA-AD)  -BD  +  {BC+DQ-BD  . 
Es  ist  aber 

{AB  +  AD]  ■  BD 
=  {AB+AD){BA^AD) 
=  AB  ■  BA  +  AB  ■  AD  +  AD-  BA  +  AD  ■  AD 
=  ~AB^  +  AD'-  , 
weil  nach  §.    19 

AD-  BA  =  BA-  AD  =  —  AB  -AD  ; 
eben  so  ist 

(BC  +  DC)-BD  =  (BC+  DO)  {BC^  CD) 

=  BC^—  CD"-  , 
folglich 

2AC-  BD  =  2 AC- BD- cos  AC'BD 

=  -_  j_B^  +  BC^  —  CD"-  +  DA^  . 


YI.  Eelationen  zwisclien  geometrischen  und  projectiven 
ProdECten  von  Strecken  in  einer  Ebene. 

§.   22.     Liegen  viei'  Strecken  u,   »,   a,   a'  in  einer  Ebene,   und 
sind  u  und  «  auf  einander  rechtwinklig,  so  ist: 

Beweis.     Sei  [Fig.  7)  a  =  FG.    Man  lege  durch  F  eine  Paral- 
lele mit  u,  und  durch  G  eine  Parallele  mit  c,  nenne  IJ  den  Durch- 
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schnitt  (lieser  Parallelen  und  setze  die  Exponenten  der  Verhältnisse 

FH  :  «  =  X  ,     HO  :v  =  l, 
so  hat  man 

FG  =  FB  +  HG  , 
d.  i. 

«  =  z»  +  >.v  ; 
und  gleicherweise  kann  man  die  Strecke 

setzen,  wo  ;(  und  v  zwei  von  der  Grösse  und  der  gegenseitigen  Lage 
der    Strecken  u,    v,    a'    abhängige    Zahlen 
sind.    Es  folgt  hieraus,  und  weil  dei  Win- 
kel u'"'v  =  =tr  go"  sein  soll, 

ati  =  X  ■  uu  -\-  X  ■  vu  =  n  ■  uu  , 

^  =  X  -UV  +  X  ■'ßv  =  7i  ■m)'  , 


folglich 


§.  23.  Seien  zt,  v,  u,  «',  a  fünf  in  einer  Ebene  liegende 
Strecken  von  solcher  Lage,  daas  i/^o  =  zi"^v'  =  90";  dann  kann 
man  die  Gleichung  (I)  des  §.  22,  welche  zivischen  den  Strecken 
w,  ü,  o,  a'  besteht,  sowohl  auf  die  vier  Strecken  u,  v,  a,  u,  wie  auf 
die  vier  Strecken  u',  v',  a,  u  anwenden: 

(P) 

Wird  (I) 

(II) 

eine  Gleichung  zwischen  fünf  Strecken 


av  ■  uu   =  —  au  -uv    . 
(I*)  abgezogen,  so  kommt,  weil  ? 


von  denen  u  und  ? 


'  und  v'  rechte  Winkel  bilden. 
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Man  setze  noch 
so  wird 


<">  +  •">'  = 

«(. 

?  +  p'. 

1  = 

ah  , 

= 

\v  +  ..>'  = 

titi' 

+  t.'« 

•■  = 

.«•  = 

-,l 

90 

"  und  daher 

«'w 

;'  =,0 

ist; 

eben 

so 

weil  ^i"^/^:  ±  30"      HiPiinit  geht  die  Gleichung  {II)  über  in 

(in)  ^    '^  =  uu_    hu   —aii'  -hu  , 

eine  Gleichung  zwibthen  iigend  vier  in  einer  Ebene  begrüFenen 
Strecken  a,  h,  v,  u  Denn  durch  Constfuction  eines  Parallelogramms 
um  ö  all  Diagonale  kinn  5  als  die  geometrische  Summe  zweier  an- 
derer Geraden  t  und  t'  daigestellt  werden,  welche  mit  b  in  einer 
Ebene  liegen  und  dann  m  zwei  gegebene  gerade  Linien  (in  die  auf 
u  und  ie    peipendikulaien  Linien,  fallen. 

Zusätze,     ß)   Die   Gleichung   (III)   nimmt,  wemi  man   zufolge 
der   Definitionen   des  geometrischen   und    projectiven  Products   von 
Strecken  ab  durch  ab  sin  ab  und  ab  durch  ab  cos   ab   ersetzt,   die 
folgende  Form  an: 
(IIP)       sin  ab  ■  sin  ziu'  =  cos  ati  •  cos  öu'  —  cos  au  •  cos  bti  . 

i)  Setat  man  in  Gleichung  (IIP)  a'^u'  =  o,  oder,  mit  anderen 
Worten,  setzt  man  voraus,  dass  a  und  u'  einerlei  Richtung  haben, 
so  wird 

u'\i'  r=  u'--a  -\-  oT-ii'  =  ii-^a. , 
b^-u'  =  Va  +  a^w'  =  l'^a  , 
und  damit  geht  (III*)  über  in 

sin  ab  ■  sin  tia  =  cos  au  ■  cos  Ö0  —  cos  bu 
oder 

cos  bU  := 

cos  {ba  -\~  ati)  =  cos  ba  •  cos  au  —  sin  6«  ■  sin  au 
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YII.  Von  der  projectiYeu  Multiplication  el>euer  Flächen. 

§.  24,  Das  Pioduct,  welches  hervorgeht,  wenn  man  von  zwei 
ebenen  Flächen  die  rechtwinklige  Projection  der  einen  auf  die  Ebene 
der  anderen  in  diese  andere  multiplicirt,  heisse  das  projective 
Product  der  beiden  Flächen. 

Sind  daher  A',  B',  C,  D',  ...  die  rechtwinkligen  Projectionen 
der  Punkte  A,  B,  C,  D,  ...  auf  die  Ebene  FGH,  so  fet  das  pro- 
jective Product  der  Vielecksflächen  ABCB...  und  FGHI...  , 
welches  man  durch 

ABCD...  xFGHI... 
ausdrücke,  gleich  A' B' C  B'  ...  X  FGHI .. .   . 

Weil  hierbei  —  man  nehme  jetzt  als  zu  multiplicirende  Flächen 
die  Dreiecke  ABC  und  FGH  —  die  Linien  AA\  BB',  CC  Pa- 
raUellinien  sind,  so  sind  ABB'A',  BCC'B',  CAA'C"  ebene*Viel- 
ecke,  und  man  hat  nach  §.  13 

AB  C  ^  A  B'  G'  +  ABB' A'  +  B  CG' R  ^  CAA'C  . 
Sind  nun   von   den  vier   Flächen   A'B'C,   ABB'A',  etc.  resp. 
die  Strecken   IK,  KL,  LM,  JJ/^  die  Repräsentanten,  so  ist 

IN=IE+  KL  +  XM+  MN 
die  Repräsentante  von  ABC.  Denkt  man  sich  ferner  das  Dreieck 
A'B'C  horizontal,  so  sind  die  drei  Vierecke  ABB'A',  ...  vertical, 
folghch  IK  vertical  und  KL,  LM,  MN  horizontal,  also  auch 
KN,  =  KL  +  LM-i-  MN,  horizontal.  Das  Dreieck  IKN  ist  mit- 
hin bei  K  rechtwinkhg  und  daher 

IN:  IK=i:  cos  IN'^IK  . 
Es  verhalten  sich  aber  IN,  IK  wie  die  von  ihnen  repräsentirten 
Flächen  ABC.  A'B'C,  und  es  ist 

IN'^IK=ABC"'A'B'C'  , 
folghch 

A'B'C  =  ABC -cos  AB C'^ A'B'C  . 

§.   25.     Folgerungen. 

«)  ■ABC •  FGH  =  A'B'C  ■  FGH 

=  ABC-  FGH  ■  cos  ABC'^FGII  . 

b)  ABC- FGH  =  FGH-  ABC  =  —  CBA  ■  FGH  ,  etc. 

c)  Ist  ABCD  ein  ebenes  Viereck,  sind  A',  B',  C,  H  die  recht- 
■winkligen  Projectionen  von  A,  B,  C,  D  auf  die  Ebene  FGH  und 
wird  der  Winkel  ABCjy''FGH  =  rp  gesetzt,  so  ist 
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A'B'C  =  ABCMa,f  , 

folglich 

C'B'E/  =  CBDm»,p  , 
A'B'C  +  C'BO  =  {ABO+  CBD) 

A'B'C'D'  =  ABCI}cmrf  , 

folglich 

AB  CD 

■  FaH=  A'B'C'D'  ■  FGH=  ABOl 

Eben  so  hat  man,  wenn  /  ein  yierter  Punkt  der  Ebene  FGH  ist: 
A'B'C'D'  ■  GHI=ABCD  ■  GHI ■  cos  tp  , 
demnach  durch  Addition 

A'B'C'D-  ■  {FGH  +  HGI)  =  ABCD{FGH-vHGr]  cos  <p  , 
oder 

A'B'C jy  -FGHl  =ABCD  ■  FGIJI 

=  AB  CD- FGIII- cos  (p  . 
Ueherhiupt  wird  das  proj'ectwe  Product  zweier  ebener   Vtelec/cs- 
filichen  erhalten,  wenn  man  das  Product  am  den  Flächen  selbst  mit  dem 
Gosimis  des  von  ihren  Ebenen  gebildeten  Winkels  muUipUcirt. 

§.  26.  Seien  ABC  und  FGH  zwei  nicht  in  einer  Ebene  ent- 
haltene Dreiecke.  Die  rechtwinkligen  Projectionen  von  A,  B,  C  auf 
die  Ebene  FGH  nenne  man  A',  B',  C  und  setze  die  vier  in  einer 
Ebene  enthaltenen  Strecken 

G'A'  =  a,     C'B'  =  b  ,     HF=  u  ,     HG  =  u    , 
so  ist  nacn  Gleichung  (III]  in  §.  23 


(M)                             CA' 
=  CA'  -HF-  C'B' 

Nim  ist  (§.  6,  c) 

■  C'B'  ■  HF-  HG 

■  HG  ^  CA'  -HG -C'B'-  HF  . 

CA' 

■  C'B'  =  2A'B'  C 

HF 
und  daher 

■  HG  =  2F  G  H 

CA'- C'B'  ■BF-HG  = 

--4A'B'C  -FGH^^iABC-FGH 

Ferner  ist 

CA'  ^C'C-\-  CA  +  AA'  , 
folglich 

CA'  -HF^  CA-HF  , 
weil  C  C'HF  und  AA''^'HF  rechte  "Winkel  sind.    Gleicherweise  ist 
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C'B  -BG^  OB -IIa  , 

C'Ä  ■Ha=  CAj_HG, 

C'B'  ■HF=  OB -HF, 

und  deshalb  zufolge   jM) 

(N)   nABC-FGH=  CA- HF-  OB  ■  HG  —  CA  ■  HO  ■  OB  ■  HF  , 
wie  auch  die  sechs  Puncte  A^  ß,  C,  F,  G,  H  im  Räume  liegen  mögen. 
Hierin  ist  abei  nach  §.  21 

—  2  -CA-  HF=  +  OH'  —  HA'  +  AF'  —  FC  , 


—  2  .  CB  .  HG  =  +  CH'  —  HB  +  £G'  —  OC  , 
folglich 

4  CA  .  HF  ■  OB    HO 

=  0IP(CH'—BB'  +  BO'—C6'j—AH'(CH'—BH'+BG'—0G'] 
+  AF'(CH'—BH'  +  BO'—Ca-)—OF-(OH'—BH'+Ba'—CG'} 
und  eben  so,  wenn  man  F  und  G  gegenseitig  vertauscht, 

^CAHO-  OB- HF 
^CH'iCH'—BH'+BF'^CF')~AH'{CH'^BH'  +  BF'^OF'] 
+  AG'{CH'—BH'  +  BF'—CF')—CG'ICH'—BH'  +  BF'—CF'). 
Hiermit  verwandelt  sich  {N)  in 

16ABO  ■  FOH 


=  AF'-BG'~-AG'-BF'  +  Aa'-BH'—An'-Ba'  +  AH'-BF'—AF'-BH' 
+  BF'Ca'—BG'-CF'  +  BG'-CH'—BH'CO'  +  BH'-CF'~BF'-CH' 
+  CF" -Ae'—OO'  ■  AF'  +  00' ■AW—OH'-AG'+OH' ■AF'—CF' -AH' . 
Es   lehrt   diese   Gleichung,    dass   das  projective   Product  zweier 
Breiecksßächen  eine  ganse  rationale  Function  der   Quadrate  der  Ab- 
stände der  Fcken  des  einen  Dreieeks  m>n  den  Ecken  des  anderen  ist. 

Um   diese  Function  leicht  zu  entwickeln,  hilde  man  zuerst  das 

Product*)  airs  der  Summe  der  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  AB  0 

in  die  Summe  der  drei  Seiten  des  anderen  FOH.    Dies  gicht 

{AB  +  BC+  CA)  [FG  +  (^H  +  IIF] 

=  ABFO  +  ABGH  +  ABHF 

+  BCFG  +  BOGH  +  BCHF 

+  OAFO+  CAOH+  CAHF  , 

*)  Hie  Ausdrücke  Summe  und  Produet  sind  Iricr  weder  im  mitlrmetiselieQ 
noch  im  geometrisolien  Sinne  au  verstehen.  Es  soll  Irier  lediglich  eine  zweck- 
mässige Symlrolik  zur  leichteren  Entwickelung  des  voranstehenden  Aggregats  von 
32  Gliedern  ahgeleitet  werden.  E. 
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und  es  bleibt  mir  noch  übrig,  statt  eines  jeden  dieser  nenn  Glieder 
die  Differenz  zweier  quadratischer  Glieder  zu  setzen,  nämlich 
AF^-BG^  —  AG^-BF^  statt  ABFG,  u.  s.  w. 

Zusatz.    Die  durch  ABFG  symbolisch  ausgedruckte  Function 
besitzt  die  Eigenschaften,  dass 

ABFG  =  —  BAFG  =  ~ABGF=BAGF  , 
und  dass 

ABFA  =  4-  AF^  ■  AB''  , 

ABFB  =  —  AB^-BF'-  , 

ABAB  =  ~AB*  , 

ABBC=-\-AB'--BC^  ■ 

§-  27,     Ist  ABCD  ein  ebenes  Viereck  und  (p  die  Neigiing  des- 
selben gegen  die  Ebene  des  Dreiecks  FGH,  so  wird 

it-ABGD  ■  FGII 

=  i6  ■  ABCD  ■  FGHcos  <p=ib  [ABC  +  ACD)  FGScos  (p 

=  (AB  +  BC+  CA)  [FG  +  GH+  HF]  +  [A  C+  CD + DA)  [FG  +  GH^'  HF) 

=  [AB  +  BC+CD  +  DA)(FG-hGH+HF)  , 

indem  die  aus  der  Mirltiplication  von  CA  und  AC  in  {FG+  GH+IIF) 

entspringenden  Glieder  CAFG,  ACFG  n.  s.  w.  sich  gegen  eüiander 

aufheben   (§.   26,   Zus.).      Die   Entwickelung  der  hieraus   folgenden 

zwölf  einzelnen  Producte   und  die  Substitution  der  Differenz  zweier 

quadi-atischer  Glieder  für  jedes   dieser  Prodncte   giebt   alsdann   das 

Gesuchte. 

Eben  so  findet  sich  für  ein  ebenes'  Fünfeck  ABC  DE  und  ein 
gegen  dasselbe  um  den  Winkel  (p  geneigtes  Dreieck  FGII 

ib-ABCDE  .  FGII 
=  ibABCDF-FGHcoatp^  ib[ABCD+ADE)  FGHcosfp 
={AB+BC+CD+DA){FG+GII+IIF)->r{AD+DE+EA){FG+GII+IIF) 
=  {AB+BC+CD+DE+FA){FG+GII+BF]   , 
gleich   einer  Summe  von  15  einzelnen  Producten,    deren  jedes,    wie 
vorhin,  in  die  Differenz  zweier  quadratischer  Glieder  zu  verwandeln  ist. 
Analoges   gilt  von   dem  projeetiven  Producte,   von  dessen  zwei 
Factoren  der  eine  ein  ebenes  Sechseck  oder  Siebeneck  u.  s.  w.  und 
der  andere  ein  Dreieck,    oder  ebenfalls  ein  mehrseitiges  Vieleck  ist. 
So  wird  z.  E.,  wenn  man  für  das  Dreieck  FGH  das  Viereck  FGHI 
setzt: 
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16  ■  ABC  ...  XFGBI 

=  le-ABC  ...  X  [FGH+FHI] 

=^(ÄB  +  BC+...]{FG+GH+HFj  +  {AB+BC+...]{FH+HI+IF) 

=  {AB  +  BC+...){FG  +  GH+HI+IF)  , 
weil  eich  die   mit  HF  und  FII  multiplicirtea  Glieder,   welche  aus 
den  Productea  HF{AB  +  SC  +  .  .  .)    und    FH'AB  4,  £C?  +  . .  .f 
entstehen,  aufheben. 

Noch  folgt  hieraus,  dass  das  projedive  Product  irgend  zweier 
ebener  Vielecke,  eben  so  wie  in  §.  26  das  zweier  Dreiecke,  eine  ganze 
rationale  Function  der  Quadrate  der  Abstände  der  Ecken  des  einen 
Vielecks  von  denen  des  anderen  ist. 

§.  28.  Wenn  man  in  der  Entwiclcelung  des  piojectiven  Pro- 
ducts zweier  Dreiecke  ABC  und  FGH  die  Ecken  F,  G,  H  des 
einen  lesp.  mit  den  Ecken  A,  B,  C  des  anderen  zusammenfallen 
lässt,    so  kommt 

ibABC-ABC=  16ABC' 


=  ABAB  -\-  ABBC  +  ABCA 

-\-  BCAB+  BCBC+  BCCA 

+  OAAB+  CABO+  GACÄ  . 

Mit  Anwendung    des   Zusatzes    zu   §.  26   erhalten    wir    hieraus   das 

Quadrat  des  Inhalts  eines  Dreiecks  durch  die  Formel 

itABC 
=  —  AB*  ~  BC*  —  CA''  +  2  AB^  ■  BC^  +  2BC^  ■  CA'  -\-  2  CA^  ■  AB^ 
oder,  wenn  die  Seiten   des  Dreiecks  mit  a,  b,  c  bezeichnet   werden, 
durch  die  Formel 

\bABC^  =  —  a''  —  h''  —  c*^2l^c^-^2c>a^-\-ia''m. 
Gleicherweise  findet  sich  das  Quadrat  des  Inhalts  eines 
ebenen  Vierecks  ABCD,  durch  die  Quadi-ate  seiner  vier  Seiten 
und  zwei  Diagonalen  ausgedmckt,  wenn  man  im  projectiven  Product 
der  Vierecke  ABCD  und  FGHI  die  Ecken  F,  G,  H,  I  des  letz- 
teren mit  den  Ecken  A,  B,  O,  D  des  ersteren  coincidiren  lässt.  Denn 
man  erhält  somit 

itABCD^  =  [AB  +  BC+  CD  +  DA)  {AB  +  BC+  CD  +  DA] 

=  ABAB  +  BCBC+  CDCD  +  DADA 

+  2ABBC+2BCCD+2CDDA'i-2DAAB-{-2ABCD  +  2BCDA 

=  ^AB*  —  BC*—CD'  —  DA' 

+  2  (^5=  -  BC^  +  BC^  ■  CD'-  +  CD"-  ■  DA^  +  DA""  ■AB''] 

+  2{2AC^-BD^~AD'--BC^  —  AB'-CD'')  , 
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oder  kürzer,  wenn  man  die  vier  Seiten 

AB  =  a  ,     BC^b  ,     Cl>  =  o  ,     DA  =  d, 
und  die  zwei  Diagonalen 

AC^f,     Bn  =  <j 
setzt; 

\b-ABCJy- 

Ueberhaupt  besteht  bei  einem  w-Eck  ABC .  . .  MN  der  durch 
die  Quadi'ate  seiner  Seiten  und  Diagonalen  ausgedrückte  Worth  von 
i6-  {ABC.MN)^ 

J]  aus  den  n  Gliedern 

—  AB"  —  BC"  —  ....  —  3fN'  —  JVA"  ; 

2)  aus  den  n  Gliedern 

+  2AB^-  BC^  4-  2-Bt"  ■CD^+  ...  +  2MN'  •  NA^  +  2J^A^  ■  AB^ 
gebildet  aus  je  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten; 

3)  aus  n  [n  —  3)  Gliedern,  von  denen  die  eine  Hälfte  positiv,  die 
andere  negativ  ist.  Sie  entspringen  aus  den  Gliedern  des  Products 
{AB  +  -B  C  +  - .  ■)  [^B  +  -B  C  +  ■  ■  ■)  '  welche  von  zwei  nicht  an 
einander  grenzenden  Seiten  gebildet  werden.  Denn  da  zu  jeder  Seite 
in — 3]  andere  gehören,  welche  nicht  au  sie  grenzen,  so  ist  die  An- 
zahl dieser  letzteren  Glieder  w(j!— 3),  oder  vielmehr  \n  [n — 3}  von  der 
Form  2  ■  ABFG ,  weil  je  zwei  der  n{n — 3)  Glieder,  wie  ABFG  und 
FGAB,  einander  gleich  sind.  Aus  der  symbolischen  Fonn  2  ■  ABFG 
entstehen  aber  die  zwei  wirklichen  Glieder  -\-  2  AF^  ■  BG^  und 
—  2AG^  -  BF^,  folglich  u,  s.  w. 


VIII.  Von  der  Multiplication  körperlicher  Eäuaie. 

§.  29.  Die  zwei  mit  einander  zu  multiplicir enden  Räume  seien 
die  Tetraeder  AB  CD  und  FGIII,  deren  Product  wir  ähnlicher- 
weise,  wie  vorhin  das  projoctive  Prodiict  der  Dreiecke  ABC  und 
FGH  durch  die  Quadrate  der  Abstände  der  Ecken  des  einen  Tetrae- 
ders von  den  Ecken  des  anderen  auszudrücken  suchen  wollen. 

Man  construire  zu  dem  Ende  (Eig.  8)  um  D  C  als  Diagonale 
ein  Parallelepipedum,  dessen  von  D  ausgehende  Kanten 
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DF,  ,     DG^  .    DH, 
auf  den  Ebenen 

IGH  ,    IHF  ,    IFG 
pei-peudikulär  sind,  und  wo  daher  auch  umgekehrt 

IF  ,     IG  ,     IH 
auf 

DG,H,  ,     DII.F,   ,     T>F,G^ 
rechtwinklig  stehen  werden.     Man  mache 

J}F'  =  IF    und     DG' —  IG  , 
so  ist 

DF'  G'  ~  IFG 
und  demnach  DH.:  senkrecht  ziiIFG,  auch  senkrecht  hufDF'G'; 


nnd.  wenn  man  von  ^  und  5  auf  DF' G'  die  Perpendikel  AA'  und 
BB'  fällt,   so  sind  diese  parallel  mit  D  H^  .     Es  ist  also 

5-DABH,  =i-DA'B'H,  =  DA'B'-DH,  , 
folglich 

3-DABIf,-  IFG  =  DA'B'  ■  DU,  ■  DF'  G' 
'"'  =  DABDF'G'    DH^  =  DAB  ■  IFG  •  DH^   . 

"Werde  noch  von  S"  auf  Ji^G  das  Perpendikel  Ä^/i"  gefällt,  so  ist 
dieses  parallel  mit  DU,,  also  IK  senkrecht  auf /fZZ  und  DH^, 
folglich 

IH-  DU,  =  (IK+  KU)  DH,  =  KH  ■  DH,  =  KH  ■  DH,  . 
XJeberdies  steht  IH  senkrecht  auf  DF,G,,  und  wegen  des  um 
ZJ  C    als  Diagonale    consti^uirten    Parallelepipedums    DF,  G,H,  ...  C 
ist  die  Flächendiagonale  CH,  parallel  zur  Ebene  von  DF,  G, ,  folglich 
senkrecht  auf  IH,  und  daher 

IHDH,   ==  IH{DC+  CH,]   =  IH  ■  DC  , 
also  unter  Benutzung  der  vorhergehenden  Gleichung: 
KH-  DH,  ^  IH-DC  , 
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folglich 

iß]      3.IFGII-  DH^  =  IFG-  KH ■  DH,  =  IFG  -III-DC  . 

Die  Verbindung  Yon  [«}  und  {ß)  giebt  aber 
(j-)  9  .  DABH,  ■  IFGII^  DAB  ■  IFG  ■  T) C  -  IJI  , 

worin  durch  die  sechs  von  einander  unabhängigen  Funkte  D,  C,  I, 
F,  G,  H  der  Punkt  H^  also  bestimmt  wird,  dass  DH^  mit  IFG 
und  CH^  mit  IH  rechte  Winkel  bilden.  Da  nun  gleicherweise  DF^ 
auf  IGH  und  CF,  scailF,  ferner  eben  so  DG^  auf  IHFnnd  CG, 
auf  IG  senkrecht  stehen,  so  muss  die  erhaltene  Fonnßl  (y)  aucli 
noch  bestehen,  wenn  man  H,,  F,  G,  H  Aas  eine  Mal  in  F,,  G,  H,  F, 
das  andere  Mal  in  G,,  H,  F,  G  verwandelt,  und  man  hat  daher 

(d)  g.DABF,  ■  IGHF^DAB-  IGH  ■  DO-  IF  , 

{e)  g.BABG,  ■  IHFG  =  DAB-  IHF  -PC  -  IG  . 

Weil  nun  das  Parallelepipodum  mit  den  drei  von  D  ausgehen- 
den Kanten  DF^,  DG^,  DH^  die  Diagonale  DO  hat,  so  ist 
DF^  +  DG,   +  DH,==DC  , 


DA-DB-DF,+DA-DB-DG,  +  DADBDB,=--nADBDC\ 

also  nach  §,  14,  Zus. 

DABF,  +  DABG,  -\-  DABH,  =  DABO . 
Ferner  ist  (§.  14) 

IFGH  =^  IGHF  =  IHFG  . 

Es  kommt  daher  dui'ch  Addition  von  [y) ,  (ö) ,  [s] : 
(0         9  .  DABO-IFGII=g  .  ABCD  ■  FGHI^q.n 
=  DAB-IGII-DC-IF-\-DABIHFDCIG+DAB.IFG  -DCIH, 

eine  Gleichur^,  worin  nur  noch  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  F\  G,  H,  I 
enthalten  sind. 

Nach  §.  26  ist  aber 
i6  .DAB-  IGH^  (DA-{'AB  +  BD]  {IG+  GH  +  HI] 
=  DAIG  +  DAGJI+  ... 
^Dr-  AG' —  DG'-  AI^  +  DG'-  AW^DIF-  A0^+  ...  , 
und  nach  §.  21,  4: 

2.DG  .IF=  DF'-  ^-  er-  —  DI'  —  CF'-  , 
u.  s.  w-,  folglich 
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288  .  // 

={DV-AG^—DG^-AP-^DG^-Am—DH''-AG''-{"-){DF''+CP—DP~CF'-) 

+{Dr-AIP~Dir-AP-i'DH^-AF^-^DF'-AIP+--]{I>G^+Cr^DP—CG^] 

'\-{DP-AF^—DF^-AI^-\-DF^.AG^—DG^-AF^+-){Dm-\-GP—DP-CW). 

Man   ersieht    hieraus,   dass  das  Product  II  sweier  Tetraeder  in  der 

Tkat  als    eine  ganze  rationale  Function  der   Quadrate  der  Abstände 

der  Ecken  des  einen  Tetraeders  von  denen  des  anderen  darstellbar  ist, 

indem  288  .  77  ans  Gliedern  besteht,  deren  Jedes  ein  Product  aus  dreien 

dieser  Quadrate  ist. 


§,  30.  Wir  wollen  von  diesen  Gliedern  zunächst  nur  diejenigen 
entwickeln,  in  denen  die  Ecken  J,  B,  C  des  einen  Tetraeders  mit 
den  Ecken  F,  G,  H  des  anderen  verbunden  sind,  die  Ecken  D  und 
/  aber  nicht  vorkommen,  und  wollen  dieses  Aggregat  von  Gliedern 
mit  ABCFGH  bezeichnen.  Mit  Weglaseung  der  Glieder,  welche 
Z>  und  /  enthalten,  reducirt  sich  aber 
16  .  DAB-  IGH  a.\\i  ABOII  =^  AG- •  BIP  — AH'--  BCP  , 


2.  DO-  IF  auf   —  OF'' 


ib.DAB-  IHF  auf  ABHF  ^  AH^ 


.  DO-  IG  ioxi  —  GG\ 

.  DAB-  IFG     auf  ABFG  =  A  F'-  ■ 


2  .PC-  IH  auf  —  CIP-  . 


Hiermit  wird 


ABCFGH  =  {AH''-BG'  —AG^-BH^]  -CF^ 
+  {AF'  -BH"-  —  AIP-BF^}-CG^ 

M 

+  {AG^  ■  B F'-  ~  A  F^  ■  B  G^)  -  OH'  . 

Es  ist  demnach 

288.  AB  CD  ■  FGHI  =  ABCFGH +...  , 

worin  unter  +  ■  ■  ■  ^^^  Aggregat  aller  übrigen  Verbindungen  eines 
Dreiecks  des  Tetraeders  AB  CD  mit  einem  Dreieck  des  anderen 
FGHI  zu  verstehen  ist,  Man  kann  daher  schreiben,  indem  man 
die  einzelnen  Verbindungen  durch  verticale  Striche  sondert,  und 
wenn  man  die  drei  Ecken  jedes  Dreiecks   in   solcher  Folge  schreibt. 
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dass  für  jedes  der  beiden  Tetraeder  die  dadurch  ausgedrücltteii  Sinne 
seiner  vier  Dreiecke  iibereinstimmeii,  und  man  somit  jedes  der  Dreiecke 

ABC,  BBC,  CDA,  DBA 
mit  jedem  der  Dreiecke 

FGH,   GIH,  IIIF,   IGF 
verbindet : 

288  .  ABCDFGHI 
=  ABCFGJi\ABGGIH\ABGinF\ABCIGFBDCFGIJ\BDCGIH\... 

Um  die  Vorzeichen  dieser  Verbuidnngen  zu  bestimmen,  erwäge 
man,  dass  auf  gleiche  "Weise 

288.  ABCD  ■  GIHF=ABCGIIi  +  ...  , 

288  .  BDCA-  FGIII  =  BDGFGII+  ... 
sein  mnss.     Es  ist  aber  das  Tetraeder 

GIHF  =  —  FGIII=  +  FGHI  , 
und  das  Tetraeder 

B D CA  =  —  AB D C  =  +  ABCD  . 

Li  der  Gleichung,  welche  den  Werth  von  288.  ABCD  ■  FGHl 
durch  Dreiecks  Verbindungen  darstellen  soll,  hat  man  daher  die 
Glieder  ABCGIH  und  BDCFGH  mit  demselben  Zeichen,  wie 
das  Glied  ABCFGH  zu  nehmen;  und,  wie  man  leicht  ersieht, 
gut  dasselbe  von  den  übrigen  Gliedern  jener  Gleichung,  die  man 
daher,  ähnhcherweise  wie  das  projective  Produet  zweier  Dreiecke, 
folgende rgest alt  symbolisch  ausdrücken  kann : 
(>)  z%%-  ABCD-FGHI 

={ABC+BDC+CDA  +  DBA){FGII+GIH-]'IIXF+IGF). 

Es  bleibt  alsdann  noch  übrig,  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
durch  gewöhnliche  Multiplication  in  ihre  16  Glieder  ABCFGH, 
ABCGIH,  ...  ,  DBA  IGF  zu  entwickeln,  für  das  erste  derselben 
seinen  durch  (tj)  geradezu  bestimmten  Werth,  und  für  jedes  der 
übrigen  seinen  aus  {■>])  durch  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben 
entspringenden  Wei-th  zu  setzen. 

Zusatz.  Die  Function  ABCFGH  hat  folgende  Eigenschaften. 
Durch  Vertauschung  der  zwei  Ternionen  ABC  und  FGH ,  ohne 
die   cyklische  Folge  weder  der  einen  noch   der   anderen  zu   ändern. 
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bleibt  sie  aucli  ihrem  Zeichen  nach  ungeändert.  Dagegen  ändert 
sie  ihr  Zeichen,  ivenn  auch  nicht  ihre  Grösse,  sobahl  man  die  cyk- 
lische  Folge  entivedeij  der  einen  oder  der  anderen  Ternion  in  die 
ate  verwandelt. 


§,  31.  Lässt  man  die  Ecken  des  Tetraeders  FGHI  resp.  mit 
den  Ecken  des  Teti-aedei-s  AB  CD  coincidiren,  so  ergiebt  die  Ent- 
wickelung  der  Formel  {S)  den  Werth  des  Quadrats  des  Tetra- 
eders ABCD,  ausgedrückt  durch  die  Kanten  desselben.  Es 
wird  nämlich 

288  -  ABCD'' 

=  {ABC+BDC+CDA  +  DBA){ABC^'BDC-i-CDA+DBA) 

=^  ABCABC  -\-  BDCBDC-h  CDA  CDA  -{-  DBADBA 

4-  2  ABCBDC+  2  ABCCDA  +  2  ABCDBA 

4-  2  BDCCDA^  2  BDCDBA-\-  2  CDA  DBA  . 

Man  setze  die  Kanten  des  Teti'aßdcrs 

DA  =  a    ,     DB=^b    ,     DC=c    , 
BC=  a'  ,     CA  ==  b'  ,     AB  =  c'  , 

so  kommt   bei   der  Entwickelimg   def   Functionen   ABC  ABC,    

nach  (r;) 


ABCABC  =  —  2  AS'  ■  SC  ■  CA'  = 

=  —  2 

<i''b"c'' 

BDCBDC=~  2BC'  ■  DB'  ■  DO' = 

=  —  2 

ti'b'e' 

CDACDA=  —  z  DA'-  CA'  ■DC  = 

a'V'c' 

DABDAB  =  —  2  Dj^  ■  DB'  ■  AB' = 

=  —  2 

a'b'e" 

2  ABCBDC  ^zBC  [DB'  ■  CA'  +  AB' 

DC 

—  DA' 

BC) 

=  2  »'•  (J'J''  +  c'e'  —  a'd') 

2AB0CDA  =  2  CA'  (AB'  -DC'  +  DA' 

BC 

—  DB' 

CA'} 

=  2  ä'Me'e'  +  a'a"^l'b'') 

2  ABCDBA  ™  2BA'(DA'-BC'+  DB' 

CA' 

—  DC- 

AB) 

=  2  c'  [a'd'  +  b'b''  —  c'c''] 

2BDCCDA=,  2  DC<{DA'  -BC+DB' 

CA' 

—  DC 

AB') 

=  2e<(a<a''  +  fb''  ^e'c") 

2BDCDBA  =  2  DB'{DC-AB'  +  DA' 

BC 

-DB' 

CA') 

=  2  h'  ic'  c'  +  a'a''  —  Pb''] 

2  CDADBA  =  2  DA'  (DB  ■  CA'  +  DC 

AB' 

—  DA' 

BC) 

=  2  a=  (b'b''  -f  c'c''  —  a'a''] 
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Dllich  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich 
144-  ABGD^ 
=  —  a'^b'^c'^  —  a'^b^c'^  —  a^b'^d^  —  a^b^c'^ 
+  («'  +  «■>)  (S>S-]+«'c"-<.'o") 
+  (b'+¥'){c'c"-  +(."(."  ^  S'S") 
+  (»'+0(o'«"  +  *'«''- «■"'•)  , 
oder 

144  ■  ABCir- 

=  fßd^  {}/-  +  b-'  +  c^  +  C-'  -  «^  -  ii^) 
+  b^b'^  (c°-  +  c'ä  +  «^  +  a'^  —  P  —  b'^) 
+  c^c'»  K  +  ß'  +  ö^  +  5"  ~  c^  -  c'=) 
—  n'*i'V*  —  d^b^c"^  —  a%'^(r  —  a^b^c'^  , 
eine  Gleichung,  mit  welcher  die  von  Carnot  in  seiner  Geometrie 
der  Stellung  Bd.  II,  8.  263  gegebene,  wie  gehörig,  übereinstimmt. 

§.  32.  Auf  Grund  der  Ent Wickelungen  der  §§.  29  imd  30, 
welche  das  Product  zweier  Tetraeder  au  bestimmen  lehren,  lässt 
sich  nun  leicht  die  Multiplication  eines  Tetraeders  ABCD 
in  ein  trigonales  Polyeder  aueführen.  Sei  GS"  eine  Kante 
des  Polyeders  und  FGH,  HGI  die  in  GH  an  einander  stossenden 
Flächen  desselben.  Von  einem  beliebigen  Punkte  iV  ziehe  man  nach 
allen  Ecken  des  Polyeders  Linien,  so  ist  das  gesuchte  Product 

ABOD-i...+NFGJI  +  NJiGZ+...)   , 
also,  wenn  ABOD^=  T  ,  das  Polyeder  =  P  gesetzt  wird, 
288  ■  T  •  P  = 
...  +  288  ■  ABCD  ■  NFGH+  288  -  ABCI)  ■  NIJGl  +  ... 

+  FGJi+NHG->rNFII-\-NGF 
.iABO  +  BDC+GDA  +  DBA).l^^^^^^^^^^^^^_^^,^l 


Im  zweiten  Factor  dieses  Products  kann  man  aber  alle  Dreiecke 
weglassen,  welche  N_za.  der  einen  Ecke  haben.     Denn  es  ist  z.  B. 

ABC(NIIG  +  NGH)  =  ABCNHG  +  ABCNGH=o  , 
weil  von  diesen  zwei  Functionen  AB  ...  G  und  AB  ...  H  die  zweite 
aus  der  ersten  entsteht,  wemi  man  die    cyklische  Folge  der  Temion 
NHG   der   ersten  Function  in  die  entgegengesetzte  NGH  verwan- 
delt (§.  30,  Zus.).     Eben  so  ist  auch 

BDC{NIIG  +  NGH)  =  o 
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u.  s.  w.  Auf  glciclie  Art  wird  ferner  das  Glied  NFH  des  zweiten 
Factors  des  Products  wegfallen,  weil,  wenn  an  die  Kante  FH  des 
Polyeders  nächst  dem  Dreiecke  FGH  noch  das  Dreieck  FMK 
grenzt,  wegen  dieses  letzteren  im  Ausdruck  des  Inhalts  des  Polyedei^s 
noch  das  Tetraeder  NFHK,  und  dieses  Tetraeders  wegen  im  zweiten 
Factor    des    besagten    Products   noch  das   Glied  NIIF  vorkommen 


muss,  u.  s.  w. 

Hiermit  aber  redudrt  sich  der  Worth  des  Products  auf 
288  ■  T  ■  F^ 
(ABC+BDC+CDJ  +  DBA){...  +  FGH+HGI+FIIK-'.-...), 
welches  nach  §.  30  weiter  entwickelt  werden  kann. 

Aualogenveise  kann  man  endlich  auch  das  Pro  du  et  zweier 
Trigonalpolyeder  P  und  Q  überhaupt  ausdräcken.  Es  ist 
nämlich 

288  .  P.Q  =  :SMABC-:SNFGJFl  , 
worin  flu  ABO  nach  und  nach  alle  Grenzdreiecke  von  P,  im  FGH 
nach  und  nach  alle  Grenzdreiecke  von  Q  zu  nehmen  sind,  M  und 
N  aber  zwei  beliebige  Punkte  vorstellen,  a\if  welche  die  Ecken  resp. 
von  P  und  von  Q  bezogen  werden.  Es  ist  daher,  wenn  P  von  den 
Dreiecken  ...,  ABC,  CBD,  ACE,  ...  und  Q  von  den  Dreiecken 
...,  FGH,  HGI,  FHK,  ...  begrenzt  wird: 

388 -P-  Q 
=  {---+ABC+GBD->rACE'-^---][--+FGH+HGI+FHK+-.). 

Ist  Q  mit  P  identisch,  so  erhält  raau  hieraus 

288  ■  P^=  { \-ABC^CBn-\'ACE-^ Y 

=---+ABGABO+CBDCBn^ \-2ABC0BD-]-2ABCACE+---  , 

also  bei  der  Entivickelung  dieser  Fiuictionen  nach  §.  30  das  Qua- 
drat des  Inhalts  eines  Trigonalpolyedors,  ausgedrückt 
durch  die  Kanten  i 
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Zusammenliang  der  wichtigsten  Scliriften 

und  Abhandlungen  von  Möbius 


[yon  Dr.  Curt  Eeinhar dtj. 
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Jjie  Manuscripte,  aus  denen  Möbius'  wissenschaftlicher 
Nachlass  besteht,  befanden  sich  bis  vor  wenigen  Jahren  im  Besitz 
seiner  Söhne,  der  Herren  Prof.  Dr.  Theodor  Möbiua  in  Kiel  und 
Oberschnlrath  Dr.  Paul  Möbius  in  Gotha,  welche  dieselben  mit 
dankenswerther  Bereitwilligkeit  für  die  Herausgabe  der  gesammelten 
Werke  ihres  Vaters  zur  Verfügung  gestellt  haben.  Geordnet  und 
katalogisirt  werden  die  Manuscripte  im  Archiv  der  Universitüts- 
stemwarte  zu  Leipzig  dauernde  Verwahrung  finden  und  in  Verbin- 
dung mit  dieser  Ausgabe  von  Möbius'  gesammelten  Werken  eine 
wichtige  Quelle  für  den  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  des 
19.  Jahrhunderte  bilden. 

Bei  der  Sichtung  der  Manuscripte  wurde  in  erster  Linie  der 
Zweck  verfolgt,  eine  solche  Ordnung  derselben  bei'zuetellen,  dass  es 
möglich  werde,  von  der  gesammten  wissenschaftlichen  Thätigkeit 
Möbius'  ein  klai'es  Büd  zu  gewinnen.  Der  im  Allgemeinen  wohl  er- 
haltene Zustand  des  handschriftlichen  Nachlasses  wie  auch  seine  Voll- 
ständigkeit Hessen  diesen  Zweck  als  erreichbar  ei^scheinen.  Ist  Möbius 
selbst  schon,  seinem  ganzen  Wesen  entsprechend,  darauf  bedacht  ge- 
wesen, seine  Concepte  sorgfältig  aufzubewahren,  so  haben  auch  nach 
seinem  Tode  seine  Sohne  in  pietätvoller  Erinnerung  an  das  der 
Wissenschaft  geweihte  Schaffen  des  Vaters  dafür  gesorgt,  dass  kein 
Blatt,  welches  die  Schiiftzüge  des  Vaters  trägt,  der  Vernichtung  an- 
heimfiel. 

Die  ältesten  der  vorhandenen  Manuscripte  stammen  aus  Möbius' 
Schülerzeit  in  Pfoi-ta  (1803—1809).  Sie  haben  für  uns  nur  insoweit 
Interesse,  als  aus  ihnen  hervorgeht,  vde  er  der  Mathematik  schon  in 
dieser  Periode  seines  Studiums  seine  Ne%ung  zuwendete.  Scripta, 
Elegieen,  Commentationes,  wie  sie  der  Unterricht  auf  einer  Fürsten- 
echule  zeitigte,  wechseln  in  diesen  Diarien  ab  mit  mathematischen 
Aufgaben,  namentlich  aus  der  analytischen  Theorie  der  Kegelschnitte, 
wobei  ihm  Wolf  s  Anfangsgründe  der  Mathematik  zum  Führer  dienten. 
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In  welcher  "Weise  und  in  welchem  Umfange  Mob ius  in  Leipzig 
bei  Moritz  v.  Prasse  und  Mollweide  seine  Studien  betrieben, 
lässt  sich  aus  dem  Nachlass  nicht  ermitteln.  Als  er  im  Mai  des 
Jahres  1813  nach  Beendigung  seiner  Studien  in  Leipzig  nach  Naum- 
burg zur  Mutter  zurückkehrte,  wurden  seine  Koffer  Yon  plündern- 
den französischen  Soldaten  erbrochen  und  ihres  Lihalts  beraubt.  Wie 
in  einigen  im  Nachlass  aufgefundenen  Concepten  von  Briefen  an 
Mollweide  und  Prasse  zu  lesen  ist,  gingen  dabei  seine  sämmt- 
lichen  Bücher  und  Manuscripte  verloren. 

Der  eigentliche  wissenschaftliche  Nachlass  enthält  Möbius'  hand- 
schriftliche Aufzeichnungen  vom  Jahi-e  1813  an,  als  er  sich  behufs 
Vollendung  seiner  Studien  zu  Gauss  nach  Göttingen  begab.  Diese 
Manuscripte  sind  in  7  Abtheilungon  von  verschiedenem  Umfang 
eingeordnet  worden,  welche  enthalten : 

A.  11  wissenschaftliche  Tagebücher  aus  den  Jahren  1818 — ■1865, 
bezeichnet  mit  D,  ,  D^ ,  ....  D,,*), 

B.  die  Entwürfe  und  Concepte  derjenigen  Publicationen 
Möbius',  welche  in  den  gesammelten  "Werken  Aulhabme 
gefunden  haben, 

C.  die  Hefte  zu  den  "Vorlesungen  aus  den  Gebieten  der  Mathe- 
matik, Astronomie  und  Mechanik, 

D.  handschriftliche  Aufzeichnungen  über  astronomische  Beo- 
bachtungen und  Kalendermanuscripte, 

E.  Commentare  zu  wichtigeren  Werken  der  mathematischen 
Litter  atur, 

F.  Amtliches  und  Biographisches, 

G.  eine  Sammlung  von  Briefen  von  und  an  Möbius, 
H.  Verschiedenes. 

Die  Mehrzahl  der  in  Abtheilung  G  vorhandenen  an  Möbius 
gerichteten  Briefe  war  schon  vor  längerer  Zeit  der  Universitätsstern- 
warte zur  Aufbewahrung  übergeben  worden.  Die  Erwägung,  dass  der 
"Werth  dieser  Briefe  sich  wesentlich  erhöhen  müsse,  wenn  damit 
auch  Möbius'  eigenhändige  Antwortschreiben  vereinigt  würden,  be- 
stimmte mich  diese  letzteren  in  Originalen  oder  in  Abschriften,  soweit 
es  noch  möglich  war,  zur  Stelle  zu  schaffen.  Es  ist  dies  in  der  That 
in  vielen  Fällen   gelungen**).   Vereinzelt  ist  es  auch  vorgekommen, 

*)  Diese  mit  D  bezeichneten  Bändchen  wurdea  schon  in  den  Vorbemerkungen 
zu  den  MitÜieilungen  aus  dem  Nachlass  im  2.  Bande  der  Werke  erwähnt. 

**)  Für  die  bereitwillige  Ueberlassung  der  Briefe  Möbius'  an  Ernst  Apelt, 
Baltzer,  Gauss,  Gerling,  Grassmann,  W.  "Weber  drängt  es  mich,  den 
Herren  Prof.  Apelt  in  Weimar,  Prof.  Baltzcr,  Prof.  Seteiing,  Prof.  E.  Heas, 
Dr.  H.  Grassmann  in  Halle,  Prof.  W.  Webei  auch  hier  meinen  ganz  besonderen 
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dass  aus  den  Manu  Scripten  Concepte  von  MÖbius'schen  Eiiefen  aus- 
gesondert und  in  die  Brief  Sammlung  eingereiht  werden  konnten. 

Was  sich,  abgesehen  von  den  Briefen,  nicht  in  den  Abtheilun- 
gen A  bis  F  unterbringen  liess  —  Möbius  pflegte  am  Ai'beitstische 
ausser  der  Schiefertafel  jedes  ihm  gerade  zur  Hand  liegende  leere 
Blatt,  Quittungen,  Formulare,  Briefumschläge  u.  s.  w.  für  seine  Rech- 
nungen und  Textentwürfe  zu  benutzen,  deren  Zugehörigkeit  zu  einem 
bestimmten  Manuscript  eich  nicht  immer  ermitteln  liess  — ,  ist  in 
Abtheilung  H  gesammelt  worden. 

Bei  der  Durchforschung  des  handschriftlichen  Nachlasses  eines 
jeden  für  die  Entwickelung  der  Wissenschaft  bedeutenden  Autors 
eiTegt  zunächst  die  Frage  das  meiste  Interesse,  ob  es  gelingen  werde, 
unter  seinen  Papieren  noch  nicht  vcröffenthchte  Manuscripte  aufzu- 
finden. Die  in  Möbius'  Nachlass  gemachten  Funde  sind  im  17.  und 
IV.  Bande  der  Werke  bekannt  gegeben  worden.  Obwohl  die  Form- 
vollendung, in  der  Möbius  seine  Abhandlungen  in  die  Oeff'entlichkeit 
hinausgehen  zu  lassen  pflegte,  bei  jenen  Mittheilung eii  aus  dem  Nach- 
lass  noch  lange  nicht  erreicht  war,  schien  doch  ihr  Abdruck  in  den 
gesammelten  Werken  geboten,  weil  sie  geeignet  sind,  das  Bild  der 
wissenschaftlichen  Thätigkeit  Möbius'  wesentlich  zu  vervollständigen 
und  er  selbst  ihre  Veröffentlichung,  wie  bei  mehreren  nachgewiesen 
werden  kann,  vorbereitet  hatte.  Ausser  diesen  fanden  sich  keine  Manu- 
scripte,  deren  Form  und  Inhalt  eine  Publication  gerechtfertigt  hätte. 

Nachdem  die  Bedeutung  von  Möbius'  Leistungen  fi.ii-  die  Ent- 
wickelung der  Mathematik  im  19.  Jahrhundert  schon  von  berufener 
Seite  im  ersten  Bande  gekennzeichnet  worden  ist,  kanir  die  Aufgabe 
dieses  Berichtes  nur  die  sein,  sich  mit  historischen  Fragen  über  die 
Zeit  der  Entstehung  und  den  Zusammenhang  der  in  den  gesammel- 
ten Werken  vereinigten  Schriften  und  Abhandlungen  zu  beschäftigen, 
wobei  allerdings  die  den  einzelnen  Mittheilungen  aus  dem  Nachlass 
beigegebenen  Vorbemerkungen  einen  Theil  des  hierher  gehörigen 
Materials  schon  vorweg  genommen  haben.  Einige  für  die  Geschichte 
der  Mathematik  wichtige  Punkte  sollen  im  Folgenden  besonders 
eingehend  besprochen  werden. 

Im  Jahie  ISIS  gnig  Mobiiis  nich  Beendigung  --emei  Studien  in 
Leipzig  nach  Gottmgen  mit  der  Absicht  wie  ei  in  Mollweide 
schreibt    «ich  bei  Gau««  m  dei  theoi etlichen  Astronomie  zu  \ervoll- 

Dank  auezuBpreeliBii  —  leida  binä  die  Briete  an  den  Freihemi  \  Lindenau, 
Möbius  Fremd  und  Gönnei  dem  ei  oft  und  aurfuhilich  übel  oeme  arbeiten 
Bericht  erstattete    nicht  zi  erlangen  gewesen 
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kommnen.  Davon  liandela  denn  anch  in  dei-  Hauptsache  die  beiden 
umfangreichen  Manuacripte,  welche  mit  Sicherheit  als  ans  der  Göt- 
tinger Zeit  herrührend  erkannt  werden  können.  Es  sind  dies  ein  mit 
»Quodlibet  Mathematicum,  Gottingae  1813«  übei-schriebenes 
Tagebuch  und  ein  Heft,  welches  Möbius  im  Wintersemester  1813/14 
nach  Gauss'  Vorlesungen  über  praktische  Astronomie  geführt  hat  und 
das  im  Wesentlichen  die  Theorie  der  Interpolation  enthält.  Im  Äufti-age 
von  Gaues  beschäftigte  er  sich  ferner  mit  a\isgedehnten  Rechnungen 
über  die  Pallas  und  Juno,  deren  Resultate  im  28.  Band  von  Zach's 
Monatlicher  Correspondenz  Aufnahme  fanden.  Mehr  jedoch  als  alles 
Andere  förderten  Möbius'  mathematische  Bildung,  wie  er  in  dem  Gra- 
tulationsschreiben zu  Gauss'  fünfzigjährigem  Doctorjubiläum  selbst  an- 
giebt,  die  mündlichen  Belehningen,  die  ihm  von  seinem  hochverehrten 
Ijehrer  zu  Theil  wurden.  Dieser  ist  es  auch,  der  ihm  zu  mehreren  seiner 
schriftstellerischen  Erstlingaleistungen  das  Thema  gegeben.  Das 
mathemathische  Specimen,  welches  Möbius  als  Empfänger  des  Kre- 
gel'schen  Stipendiums  zu  liefern  hatte,  und  das  den  Titel  führt 
•sDe  computandis  occultatiomhus  ßxarum  per  planetas«,  (W.  Bd.  IV. 
pag.  343 — 379]  ist  zwar  erst  im  Jahre  1814  in  Halle,  allein  auf 
eine  directe  persönliche  Anregung  von  Gauss  hin  entstanden.  Die 
erste  deutsch  geschriebene  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes  sandte 
Möbius  am  29.  December  1814  an  Gauss  mit  dem  Wunsche,  noch 
vor  der  letzten  Handanlegung  von  ihm  nach  seinem  Versprechen 
einige  Mittheilungen  und  Belehrungen  über  seine  Arbeit  au  erhalten. 
Gauss  erfüllte  diese  Bitte,  und  mit  Benutzung  seiner  Bemerkungen 
über  Bedeckungsrechnungen  erschien  jene  Abhandlung  in  der  ersten 
Hälfte  des  Septembers  des  Jahres  1815  in  der  Form,  wie  sie  im 
4.   Bande  der  gesammelten  Werke  wieder  abgedruckt  worden  ist. 

Eben  dieselbe  wurde  Möbius  auch  die  Veranlassung  zu  seiner 
Habilitationsschrift,  die  er  bereits  im  Frühjahr  1815  veröffentlichte. 
Die  bi quadratische,  in  trigonometrische  Fonn  gekleidete  Gleichung, 
auf  welcher  die  Lösung  des  Problems  der  Stembedeckungen  durch 
Planeten  beruht  (Werke  Band  IV,  >*2>e  computandis  occultationibus 
etc.  (I  §.  10),  gab  ihm  Veranlassung  zu  allgemeinen  Untersuchungen 
über  trigonometiische  Gleichungen,  als  deren  Frucht  die  Abhand- 
lung t<De  pectdiaribus  quibusdam  aeqiiationwm  trigonometricarum  affec- 
tionibus  disquisitio  analyticav.  (W.  Bd.  IV,  pag.  387 — 415)  anzusehen 
ist.  Die  Abfassung  derselben  fällt  also  gleichfalls  in  das  Jahr  1814, 
als  Möbius  in  Halle  am  Pädagogium  die  Stellung  eines  Lehrers 
der  Mathematik  und  Physik  bekleidete. 

Noch  älteren  Ursprungs,  als  diese  beiden  eben  besprochenen 
Schriften,   ist  die  Abhandlung  nDe  minima   variatione  azimutln  stel- 
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lurum  circulos  parallelos  uniformiter  descnbentium  commentaiio«  [W. 
Bd.  IV,  pag.  417—434),  mit  welcher  Möbius  am  1.  Mai  1816  die  ausser- 
ordentliche Professur  der  Astronomie  in  Leipzig  antrat.  Bereits  auf  den 
ersten  Blättern  des  oben  erwähnten  aus  dem  Jahre  1813  stammenden 
Göttinger  Tagebuchs  »Quodlibet  Mathematicumn  finden  sich  Unter- 
suchungen «über  die  schnellste  rmd  langsamste  Aenderung  des  Azimuthse; 
und  es  geht  aus  diesem  Manuscript  unzweifelhaft  hervor,  dass  eine  An- 
regung von  Gauss  ihn  zurAbfassung  jener  Abhandlung  veranlasst  hat. 

Das  genannte  Tagebuch  enthiQt  ferner  im  Anschluss  an  eine 
Notiz  über  die  independente  TJmkehiung  der  Reihen  von  Gauss  schon 
klar  ausgesprochen  das  Problem,  dessen  Lösung  Möbius  in  dem  Auf- 
satz xTJeb&i'  eine  besondere  Art  der  Umheh'ung  der  Reihen«,  im  9.  Bande 
von  Crelle's  Journal  (Werke  Bd.  IV,  pag.  589—612)  erst  im  Jahre 
1831  gegeben  hat. 

So  wurzelt  MÖbius'  wissenschafthche  Thätigkeit  zunächst  allseitig 
in  den  Anregungen,  die  von  Gauss  ihm  zu  Theil  wurden.  Dieser  ist 
es  auch  gewesen,  der  in  Möbius  die  höhere  mathematische  Begabung 
erkannt  hatte,  und  seinem  Schüler  den  Eintritt  in  die  academische 
Laufbahn  erwirkte,  in  der  allein  seine  schöpferische  Kraft  sich  frei 
entwickeln  konnte.  Gleich  bei  der  Meldung  von  Prasse's  Tode  for- 
derte Gauss  seinen  jugendlichen  Freund  auf,  sich  um  die  erledigte 
Professur  der  Mathematik  in  Leipzig  zu  bewerben.  Allein  hierbei 
war  Moilweide  ihm  schon  zuvorgekommen,  und  so  vermochte  er  auf 
Gauss'  Empfehlungen  gestützt  nur  die  ausserordentliche  Professur 
der  Astronomie  und  die  Observatorstellc  in  Leipzig  zu  en-ingen.  Den 
von  Gauss  ausgehenden  Empfehlungen  hatte  Möbius  späterhin  noch 
mehrfache  Aufbesserungen  seiner  Stellung  zu  verdanken.  Auch  seine 
Ernennung  zum  correspondirenden  Mitglied  der  Göttinger  Gesell- 
schaft der  "Wissenschaften  ist  auf  Gauss'  Anti'ag  ausgesprochen  worden. 
Möbius  hat  seinerseits  nie  aufgehört,  seinen  allverehrten  Lehrer,  den 
er  in  einem  Briefe  an  Gerling  mit  dem  schönen  Beinamen  h  Ttiivv 
ehrt,  für  seinen  ünteri-icht  sowohl  wie  für  das  ihm  auch  später  stets 
bewiesene  Wohlwollen  herzlich  dankbar-  zu  sein  und  hat  nie  vorfehlt 
ihm,  dessen  Schüler  er  sich  oft  und  gern  zu  nennen  pflegte,  als 
sichtbare  Zeichen  seiner  Dankbarkeit  regelmässig  die  Früchte  seines 
Geistes  mit  dem  Ausdmck  tiefempfundener  Hochachtung  und  Ver- 
ehrung zu  übersenden.  Die  in  dem  Nachlass  in  Abschrift  vorhan- 
denen Briefe  an  Gauss  geben  ein  wohlthuendes  Zeugniss  von  der 
Liebe  des  grossen  Schülers  zu  dem  noch  grösseren  Meister. 

Und  doch  kann  man  Möbius  nicht  im  eigentlichen  Sinne  als 
Schüler  von  Gauss  bezeichnen.  Wohl  zehrte  Möbius,  wie  gezeigt 
worden  ist,   in  den  ersten  Jahren    seiner    Selbständigkeit    noch    von 
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seinen  Göttiiiger  Studien,  allein  seine  Originalität  liess  es  nicht  dazu 
kommen,  dasa  in  ihm  Gaitssieche  Ideen  sich  in  dem  Maasse  weiter  ent- 
wickelten, dass  sie  für  die  Richtung  seiner  Forschungen  bestimmend 
geworden  wären.  Möbius  wendete  sich  vielmehr  bei  Beginn  seines 
selbständigen  Schaffens  sofort  der  Geometrie  zu. 

Es  ist  bemerkenewerth,  dass  der  Gegenstand,  welchen  er  bei 
seinen  eisten  lein  geometrischen  Forschungen  im  Auge  hatte, 
nicht  weit  verschieden  ist  von  dem,  welchen  seine  letzten  Pubhca- 
tionen  über  die  Bestimmung  des  Inhalts  von  Polygonen  und  Poly- 
edern behandeln.  Während  des  Jahi'es  1816  sehen  wir  Möbius  mit 
der  Lösung  des  Problems  beschäftigt,  aus  den  Seiten  eines  einem 
Kreise  eingeschriebenen  oder  umgeschriebenen  Polygons  den  Radius 
des  Kreises  und  die  Fläche  des  Vielecks  zu  berechnen.  Hierbei  zieht 
er  von  Anfang  an  auch  die  Vielecke  mit  in  die  Betrachtung  herein, 
deren  Perimeter  sich  selbst  durchschneiden,  und  wir  finden  schon  in 
Manuscripten  aus  dem  Jahre  1816  die  allgemeine  Definition  des  In- 
halts eines  aolchen  auss ergewöhnlichen  Polygons  voUkomnien  eben  so 
ausgesprochen,  wie  Möbius  sie  zum  ersten  Male  in  seinem  bary- 
centrischcn  Calcul  §.  165  Anm.  aiifsteUte.  Die  wesentlichen  Resul- 
tate des  im  Jahre  1828  im  3.  Bande  von  Crelle's  Journal  veröfient- 
Kchten  Aufsatzes  über  «Vielecke  im  Kreise«  (W.  Bd.  I,  pag.  405 — 428) 
hatte  Möbius  schon  im  Jahre  1816  gefunden  und  die  im  2.  Bande 
des  genannten  Journals  gestellte  Aufgabe  war  somit  für  ihn  nicht, 
■wie  man  aus  einer  Bemerkung  Crelle's  (W.  Bd.  I,  pag.  407) 
schhessen  muss,  die  erste  Veranlassung,  sondern  nur  der  äussere 
Anstoss,  seine  aus  früheren  Jahren  stammenden  Untersuchungen  zum 
Zweck  der  Veröfientlichung  zu  bearbeiten. 

Obgleich  Möbius  bereits  im  Frühling  1816  zum  Ohservator  er- 
nannt worden  war,  sah  er  sich  doch  ausser  Stande,  sofort  als  prak- 
tischer Astronom  zu  wirken.  Erst  1821  war  der  nothwendige  Umbau 
der  Sternwarte  vollendet.  Diese  Zeit  unfreiwilliger  Müsse  war  aber 
von  massgebender  Bedeutung  für  seine  mathematischen  Studien;  denn 
es  fällt  in  diese  Periode  die  allmähliche  Ausbildung  der  sämmtlichen 
grundlegenden  Ideen,  die  schliesslich  zur  Abfassung  des  xBarycen^ 
irischen  Galculs«.  (W,  Bd.  I,  pag.  1—388)  führten. 

Bezüglich  der  Zeit  der  Entstehung  dieses  Hauptwerkes  von 
Möbius,  das  erst  im  Jahre  1827  im  Druck  erschien,  konnte  man  bisher 
nur  nach  dem  geometrischen  Anhang  (W.  Bd.  I,  pag.  389 — 398)  zu  dem 
1823  veröffentlichten  Schriftchen  nBeohachtungen  auf  der  Königlichen 
Universituisstemwarte  zu  Leipzig 'i  (W.  Bd.  IV,  pag.  441  —  476)  ver- 
muthen,  dass  Möbius  in  jenem  Jahre  bereits  seine  harycentrische  Me- 
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thode  gefunden  gehabt  habe  und  mit  der  Betrachtung  der  Lehre  von 
den  Verwandtschaften  der  Figuren  beschäftigt  gewesen  sei.  Aus  dem 
NacWass  lässt  eich  hierüber  Genaueies  berichten.  Die  einigermassen 
befremdliche  Anfügung  rein  geometrischer  Aufgaben  an  eine  Schrift 
astronomischen  Inhalts  hatte,  wie  Möbius  in  einem  noch  vorhan- 
denen, aber  nicht  gedruckten  Entwurf  sagt,  darin  ihren  Grund,  dass 
er  öffentlich  zeigen  wollte,  wie  er  die  geschäftsfreie  Zeit  während  des 
Umbaues  der  Steinwart^  für  die  Wissenschaft  nicht  ungenützt  habe 
verstreichen  lassen.  Er  berichtet,  dass  er  sich  schon  in  den  ersten 
Jahren  seines  Leipziger  Aufenthalts  damit  beschäftigt  habe, 
den  durch  die  Mechanik  erzeigen  Begriff  des  Schwerpunkts  aus 
einem  rein  mathematischen  Gesichtspunkt  aufzufassen  und  ihn  da- 
durch in  das  Gebiet  der  Mathematik,  speciell  in  das  der  Geometrie 
zu  verpflanzen.  Von  diesen  Versuchen  ist  nichts  anderes  mehr  vor- 
handen, als  einige  durch  das  Alter  ziemhch  mürbe  gewordene 
Blätter,  welche  allem  Anscheine  nach  Möbius'  erste  Ideen  von  der 
geometrischen  Verwerthung  des  Begriffs  vom  Schwerpunkt  wieder- 
geben und  gerade  deshalb  wohl  von  ihrem  Verfasser  der  Aufbewah- 
rung werth  befunden  wurden.  Eine  solche  pietätvolle  Behandlung 
jener  Blätter,  aus  denen  der  barycentrische  Algorithmus  hervor- 
gegangen,  erscheint  bei  Möbius  nicht  unwahrscheinlich,  —  hat  er 
ja  doch  auch,  wie  an  einer  Stelle  der  Manu  Scripte  zu  lesen  ist,  »aus 
Dankbarkeit  gegen  die  Mechanik«,  deren  Schwerpunktsbegriff  ihm 
die  erste  Veranlassung  zu  seiner  barycentrischen  Methode  gegeben, 
sich  nicht  entschliessen  können,  den  von  allen  mechanischen  Eigen- 
schaften befreiten  geometrischen  Schwerpunkt  mit  Carnot  und 
L'Huilier  als  Punkt  der  mittleren  Entfernungen  zu  bezeichnen. 

Die  Ansicht,  dass  jene  Blätter,  deren 
Inhalt  des  historischen  Interesses  wegen  im 
Folgenden  wiedergegeben  wird,  aus  der  Zeit 
vor  1818  stammen,  erhält  eine  feste  Stütze 
durch  den  Umstand,  dass  Möbius  in  diesen 
Aufzeichnungen  sich  des  Princips  der  Zei- 
chen bei  Strecken  noch  nicht  bedient. 

»Durch  den  Punkt  Z  (F^.  1)  im  Drei-      "  ^.  ^^ 

eck  ABC  seien  nach  den  Spitzen  desselben 
gerade  Linien  gezogen,  welche  die  Seiten  in  A',  B',   C  treffen. 

Es  verhalte  sich 
(1)  BA':A-C=c:l>  , 

B  sei  der  Schwerpunkt  eines   Systems   von   h  Punkten,    C  der 
Schwerpunkt   eines  Systems   von  c  Punkten;   so  ist  A   der  gemein- 
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schaftliche  Schwerpunkt  beider  Systeme,  in  welchem  man  sich  5  +  c 
Punkte  vereinigt  vorstellen  kann. 
Es  verhalte  sich  ferner 

(2)  AB':B'C  =  c:a  , 

A  sei  ein  ß-facher  Punkt,  also  B\  der  Schwerpunkt  von  A  und  C, 
ein  {c  +  üi)-facher.  Der  Schwerpunkt  von  A,  B  und  C  muss  daher 
sowohl  in  AA  als  BB'  hegen  und  ist  demnach  kein  anderer  als  Z. 
Es  verhält  sich  also 

(3)  AZ:ÄZ  =  b  +  c:  a  , 

(4)  BZ.B' Z:^  a^c  :  h  . 

Der  Schwei-punkt  von  A,  B,  C  muss  aber  auch  in  der  Linie  liegen, 
welche  den  Schwerpunkt  von  A  und  B  mit  C  verbindet.  Diese  Linie 
muss  durch  Z  gehen,  ist  daher  CO',  also  C"  der  8chweii)unkt  von 
A  und  B.     Mithin 

(5)  BC  -.AC  =  a:b  , 

(6)  CZ   :C'Z  =  a  +  b:c  . 

Man  ziehe  B'C,  welche  AA'  in  A"  schneidet,  und  betrachte  das 
Dreieck  ABB',~-wo  A  ein  a-facher,  B  ein  6-facher,  und  B'  ein 
(ß  +  c}-facher  Punkt  ist.  Der  Schwerpunkt  von  A,  B,  B'  liegt  daher 
in  AZ  und  B'C,  ist  also  A',  und  da  C"  ein  (a  +  ä)-facher,  Z  ein 
[a-\-h-\-  c)-facher  Punkt  ist,  so  verhält  sich 

(7)  AA'  -.ZA'  =ö+ft  +  c  :  ß  , 
(S)  C'A':B'A"=^a  +  c:a+h  . 

Aehnliche  Proportionen  entstehen  durch  Ziehung  der  Linien  CA 
und  AB'.  Durch  Elimination  von  «,  l,  c  aus  diesen  Verhältnissen 
ergehen  sich  eine  Menge  [von  Beziehungen]  zwischen  den  Linien  der 
Figur  allein.  Unter  anderen  ist  die  Linie  AA  in  harmonischer 
Proportion  geschnitten.  Denn  es  verhält  sich; 
AZ:AZ=  h  +  c:a  , 
j^  folglich 

AA -A  Z=a->rh  +  c:a  =  AA' -.A'Z    «. 
Dasselbe    Verfahren    wendet   Möbius   an,   indem 
er  den  Satz  beweist;  , 

»Zieht  man  von    C  (Fig.  2)   nach   den  Punkten 
einer  harmonisch  getheiltcn   Linie  ADEB  die   Ge- 
raden CA,   CD,   CE,  CB,   so  wird  die  Gerade  AB' 
Tig.  1.  in  2)'  und  E'  auch  hai-monisch  getheilt.    Man  setze 

AE:  EB  ==!>:«  , 
nehme  A  als  «-fachen,  B  als  i-fachen   Punkt,  so  ist  E  der  Schwer- 
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punkt  von  A  und  B  und  daher  («  -\-  &)-facli.     Nun  verhält  sich 

AD :  Z>E  =  AB  :  BE  =  a  -\-  b  :  a  , 
folghch  ist  D  der  (2  a  +  5)-fache  Schwerpunkt  zwischen  dem  ß-fachen 
A  und  dem   j«-(- 6)-fachen  jB.     Es  verhalte  sich  ferner 

OB'  :  BB-  =  h:c, 
C  sei  ein  c-facher  Punkt;   so  ist  B'  der  Schwerpunkt  von  B  und  C, 
E'  der  Schwerpunkt  von  A,  B,  C,  also 

AE'  -B'E'  =  b  +  c:a. 
Ferner  zeigt  sich  leicht,  dass  1)'  der  Schwerpunkt  von  A,  E,  Cist,  also 

AD'  :  E'D''=  o  +  5  +  c  :  n  =  AB'  :  B'E'   , 
q.  e.  d. " 

Dies  der  Inhalt  jener  Blätter.  Die  Leichtigkeit,  mit  der  sich 
auf  diese  Weise  MÖhius  durch  Zrrhilfenahme  des  Schwerpunkts  geo- 
metrische Sätze  zu  beweisen  in  den  Stand  gesetzt  sah,  bewog  ihn  nun 
für  seine  Untersuchungen  einen  A^orithmus  zu  ersinnen.  Die  Zeit  der 
Erfindung  desselben  lässt  sich  aus  den  Manuscripten  mit  Sicherheit 
bestimmen.  Unter  den  nachgelassenen  Papieren  hat  sich  noch  das 
Concept  des  Briefes  vorgefunden,  durch  welchen  Itjöbius  im  Jahre 
1827  sein  Erstlingswerk  dem  FreiheiTn  von  Lind&nau  zueignete. 
Er  schreibt  darin  über  seinen  barycentrischen  Calcul; 

»Die  ersten  Ideen  dazu  bildeten  sich  bei  mir  in  den  Jahren 
1818 — 1819,  wo  die  Sternwarte  noch  nicht  eingerichtet  war,  und  ich 
daher  mehr  Zeit  zu  Nebenbeschäftigungen  übrig  hatte.  Späterhin 
wurde  diese  Arbeit  drrrch  die  astronomischen  Amtsgeschäfte  oft  unter- 
brochen und  konnte  daher  nur  langsam  fortrücken.  Nur  in  den 
letzten  Jahren,  seit  MoUweide's  Tod,  suchte  ich  mit  Eifer  das  Werk 
seinem  Ende  zuzuführen,  weil  ich  mir  mit  der  Hoffnung  schmeichelte, 
durch  Darlegung  dieses  Beweises  meiner  etwaigen  Fähigkeiten  die 
erledigte  Professur  der  Mathematik  auf  mich  übertragen  zu  sehen.« 

In  welcher  Weise  nun  Möbius  von  1818  an  seine  barycen- 
trische  Methode  allmählich  ausbildete  und  zur  Venvendung  für 
analytisch -geometrische  Untersuchungen  geschickt  machte,  darüber 
lässt  sich  aus  den  Manuscripten  ein  Idares  Bild  gewinnen.  Möbius 
pflegte,  wie  schon  envähnt,  bei  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten 
zur'  vorläufigen  Fixirung  seiner  Ideen  und  Rechnungen  zunächst  jedes 
leere  Blatt,  das  ihm  gerade  zur  Hand  war,  zu  benutzen,  dann  aber 
die  Resultate  in  erster  zusammenhängender  Bearbeitung  alltäglich  in 
ein  Diarium  einzutragen.  Auf  diese  Weise  sind  von  1818  bis  1865 
jene  schon  erwähnten  elf  Tagebücher  D^ ,  D^,  .  , .  Djj  entstanden, 
welche  von  dem  Fortgang  der  Vorai-beiten  zu  allen  grösseren  und 
wichtigeren  Werken  und  Abhandlungen  Zeugniss  ablegen.  Von  diesen 
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Tagebüchern  handeln  D,  (274  Seiten)  und  D,  (181  Seiten)  lediglich  vom 
barycentrischen  Calcul.  D,  umfasst  die  Untersuchungen  von  1818  bis 
1821,  Dj  diejenigen  der  Jahre  1822—1824.  Das  Diarium  D^  beginnt 
mit  der  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  gegen 
zwei  Fundamentalp unkte  und  auf  einer  Ebene  gegen  drei  Funda- 
mentalpunkte  durch  barycentrische  Coordinaten.  Es  wird  sodann  die 
Anwendbarkeit  dieser  neuen  analytisch-geometrischen  Methode  auf 
die  Hauptaufgaben  über  gerade  Linien  und  Kegelschnitte  gezeigt  und 
ihr  Zusammenhang  mit  der  Methode  der  Parallelcoordinaten  unter- 
sucht. Ferner  finden  sich  in  J)^  die  Grundlagen  für  die  Lehre  von 
den  Verwandtschaften  ebener  und  räumlicher  Figm-en.  insbesondere 
die  Theorie  der  Affinität  und  Collineation,  der  Algorithmus  der  Boppel- 
schnitt s Verhältnisse ,  die  Theorie  der  geometrischen  Netze,  endlich 
auch  die  Erweiterung  des  barycentrischen  Calculs  auf  räumliche 
Figuren  und  seine  Anwendung  auf  die  analytische  Behandlung  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  doppelter  Krümmung. 
Man  kann  daher  mit  Recht  behaupten,  dass  die  neuen  Ideen,  welche 
Möbius'  barycentrischem  Calcul  sein  specifisches  Gepräge  auf- 
drücken, bereits  im  Jahre  1821  vollkommen  ausgebildet  vorhanden  ge- 
wesen sind,  und  wird  dieses  Jahr  für  das  eigentliche  Geburtsjahr  jenes 
Werkes  zu  halten  haben.  In  der  That  trug  sich  Möbius  damals 
schon  mit  dem  Gedanken,  seine  neuen  Methoden  und  Entdeckungen 
in  Buchform  zu  veröffentlichen,  wie  aus  einigen  in  T^^  vorkommen- 
den Entwürfen  für  VoiTede  und  Einleitung  zu  erkennen  ist.  Die 
Vollendung  des  Umbaues  der  Sternwarte  und  die  Inanspruchnahme 
durch  die  Pflichten  des  praktischen  Astronomen  hielten  Möbius  zu- 
nächst hiervon  ab,  und  er  begnügte  sich  damit,  einzelne  Partien 
seiner  geometrischen  Untersuchungen  eingehender  zu  bearbeiten,  wie 
aus  dem  Diarium  D^  zu  ersehen  ist.  Besonderen  "Werth  legte  er  da- 
bei auf  die  Ausbildung  der  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandt- 
schaften, die  er  später  selbst  als  das  Haupt  verdienst  seines  Werkes 
bezeichnete. 

Während  der  Jahre  1825  und  1826  hat  nun  Möbius  seine  in 
D,  und  Dj  entwickelten  Resultate  systematisch  geordnet,  von  welcher 
Bearbeitung  nur  wenige  Blätter  übrig  geblieben  sind.  Eine  zweite 
U  eher  arbeitung  machte  das  Werk  druckfertig;  sie  ist  bis  auf  einige 
Bogen  und  die  von  Möbius  selbst  sauber  gezeichneten  Figurentafeln 
jedenfalls  dem  Setzer  zum  Opfer  gefallen.  Im  Anfang  Februar  des 
Jahres  1827  verliess  der  haiycentrische  Calcul  die  Presse. 

Recensionen  desselben  erschienen  in  der  Leipstger  Literatur- 
zeitung (Jahrgang  1827  Nt.  219  und  220)  von  einem  Ungenannten  und 
in  den  Jahrhilchern  für  wissenschaftliche  Kritik  (Jahrgang  1828  Nr.  21 
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bis  24)  von  Spebr.  Auch  Gauss  hatte  Möbius,  wie  aus  einem  seiner 
Briefe  zu  ersehen  ist,  Hoffnung  gemacht,  dass  er  selbst  eine  Anzeige 
des  neuen  Werkes  in  den  Göttiiiger  Nachrichten  besorgen  werde. 
Möbius  schreibt  deshalb  am  2.  December  1827  an  Gauss,  als  er  er- 
fahren, dass  derselbe  sich  anerkennend  über  sein  Buch  geäussert  habe: 

))  Insbesondere  ist  es  nicht  sowohl  der  baiycentrische  Calcul  selbst, 
als  vielmehr  die  Lehre  von  den  Verwandtschaften,  worüber  ich  Ihre 
Ansicht  gern  hören  möchte,  weil  ich  glaube,  dass  unter  dem  etwai- 
gen Neuen,  was  das  Buch  enthält,  die  aus  den  Verwandtschaften 
fliessenden  allgemeinen  Sätze  über  die  verschiedenartigen  Relationen, 
die  zwischen  den  Theilen  einer  Figur  stattfinden  können,  am  ehesten 
noch  der  Wissenschaft  einigen  Nutzen  leisten  möchten.« 

Gauss  hat  seine  Absicht  nicht  ausgeführt;  erst  im  Jahre  1843 
sprach  er  sich  in  einem  Briefe  an  Schumacher  (vgl.  Tiierzu  Werke 
Bd.  I,  pag.  xii)  über  die  Bedeutung  und  den  Werth  des  barycen- 
tiischen  Algorithmus  näher  aus. 

Erwähnt  sei  noch  des  historischen  Interesses  wegen  die,  wie  es 
scheint,  bisher  unbekannt  gebliebene  Thatsache,  dass  einige  Zeit  vor 
Möbius  schon  F.  A.  Förstemann,  Lehrer  am  Danziger  Gymnasium, 
in  seiner  Inauguraldissertation  »Theoriae punctorum  centralium  primae 
lineae,  Halae  1817«  gleichfalls  den  Schwerpunktsbegriff  zu  geometri- 
schen Untersuchungen  verwendete*}.  Seine  Schrift,  von  der  Möbius 
im  Jahre  1822  durch  ein  Referat  von  Buzengeiger  in  der  Leipziger 
Literaturzeitung  vom  22.  Mai  1822  Kenntniss  erhielt,  steht  jedoch, 
so  nahe  sie  dem  barycentrischen  Calcul  gekommen  ist,  diesem  an 
Ausdehnung  und  Erfolg  weit  nach. 

Nach  Vollendung  seines  Hauptwerkes  lag  es  eine  Zeit  lang  in 
Möbius'  Absicht,  die  geometrischen  Hefte  des  im  Jahie  1825  in  Halle 

*)  DasEigenthümlicheder  AbhandlungFörstemann's  igt  die  Auflösung  fol- 
gender Aufgaben  [in  den  Zeichen  des  barycentrisehen  Oalcula  ausgedrückt] : 

Gegebea  sind  ia  Beaug  auf  die  drei  Fundamentalpunkte  A',  A",  A'"  die 
Punkte  S\  B",  B"'  und  C  durch  ihre  Ausdrücke 

(1)  B-    =ß'A'+ß"A"  +  ß"'A"'  , 

(2)  B"  =  y'A'  +  y"A"  +  y"'A"'  , 

(3)  B'"  =  ä-A'  4-  6"A"  -h  ä"'A"'  , 
(4(  C     =  n'A'  +  n"A"  +  n"'Ä"'  ; 

geaucbl  wird  der  Ausdruck  des  Punktes  C,  wenn  man  B',  B",  B'"  als  Funda- 
mentalpunkte  wählt,  also 

(5)  C     ^p'B'  +p"B"  +p"'3'"    . 

Umgekehrt  soll  man  aus  (1),  (2),  (3)  und  (ö)  den  Ausdruck  (4)  finden.  Die  Dar- 
stellung der  Punkte  im  Räume  als  Centralpunkte  von  vier  Fundamentalpunkten  hat 
Förstemaun  unterlassen,  obwohl  er  von  der  Möglichkeit  derselben,  überzeugt  war. 
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vei'storbenen  Professors  Joh.  Friedr.  Pfaff,  mit  dem  er  seit  I8J4 
in  freundschaftlichen  Beziehungen  gestanden  hatte,  zum  Zwecke  der 
Veröffentlichung  zu  bearbeiten.  Da  er  jedoch  hierbei  seiner  Neigung, 
fremde  Ideen  in  eine  neue,  seiner  Geisteerichtung  angepasste  Form 
zu  kleiden  nicht  folgen  konnte,  so  vermochte  er  der  von  ihm  über- 
nommenen Aufgabe  vcrmuthlich  nur  geringe  innere  Neigung  ent- 
gegeiz  ibringcn.  Er  Hess  diesen  Plan  unausgeführt  und  wendete  bald 
ivieder  eigenen  Untersuchungen  sich  zu. 


Das  zweite  Hauptwerk  von  MÖbius,  das  Lekrbtwh  der  Statik, 
(W.  Bd.  III,  pag.  1—497)  ist  im  Jahre  1837  ei-schienen,  und  man  war 
deshalb  der  Ansicht,  dass  die  ihm  vorausgehenden  Abhandlungen  aus 
dem  Gebie'-e  der  Statik  Möbius  veranlasst  haben,  eine  umfassende 
Bearbeitung  der  Statik  zu  unternehmen.  Der  Nachlass  zeigt  indess, 
dass  Möbius  diesen  Plan  viel  früher  gefasst  und  vorbereitet  hatte. 

Nachdem  der  der  Statik  entnommene  Begriff  des  Schwei'punktes 
ihm  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  so  wesentliche  Dienste  geleistet 
hatte,  mochte  ihm  dieser  Erfolg  die  Anregung  gegeben  haben,  das 
ganze  Gebiet  der  Statik  vom  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  zu 
durchforschen.  Und  so  beginnen  schon  am  1.  November  1827,  also 
nicht  lange  nach  dem  Erscheinen  des  barycentrischen  Calculs,  in  dem 
Diarium  D3  (108  Seiten)  die  Untersuchungen  aus  der  Statik  mit  der 
Betrachtung  des  Gleichgewichte  zwischen  vier  Iträften  in  einer  Ebene. 
Der  Inhalt  von  D,,  welches  Tagebuch  am  30.  August  1828  geschlossen 
wurde,  deckt  sich  ziemlich  genau  mit  dem  Inhalt  des  3.,  5.  und 
6.  Capitels  vom  ei'sten  Theile  der  Statik.  Insbesondere  gehört  dieser 
Periode  von  Möbius'  statischen  Untersuchungen  die  Entdeckung  der 
besonderen  Art  von  Eeciprocität  an,  bei  welcher  jedem  Punkte  des 
Eaumes  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein 
in  ihr  liegender  Funkt  entspricht.  Am  5.  Februar  1828  fand  näm- 
lich Möbius,  dass  in  Bezug  auf  ein  beliebig  gegebenes  Kräftesystem 
alle  Axen  einer  Ebene,  für  welche  das  Moment  des  Systems  Null  ist, 
durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Ebene  gehen,  den  er  den  Null- 
punkt der  Ebene  nannte  (das  heute  sogenannte  Nullsystem).  Er 
erkannte  sofort,  dass  die  geometrischen  Sätze,  welche  aus  dieser 
Lehre  von  den  Axen  einer  Ebene  fliessen,  sich  auch  rein  geometrisch, 
unabhängig  von  statischen  Begriifen,  herleiten  lassen.  Diese  Bemer- 
kung wurde  die  Veranlassung  zu  der  allerdings  erst  im  Jahre  1833 
erschienenen  Abhandlung  nXJeber  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse 
zwischen  Figuren  im  Baume«.  (W.  Bd.  I,  pag.  489 — 515).  Eine  Folge  dieser 
Betrachtungen  über  die  Nullpunkte  der  Ebenen  war  femer  die  am 
11.   Februar   1828   gemachte  Entdeckung,    dass   sich  zwei  Tetraeder 
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constmiren  lassen,  von  denen  eiu  jedes  dem  anderen  zugleich  uni- 
und  eingeschi-ieben  ist,  eine  Entdeckung,  die  er  bereits  in  demselben 
Jahre  veröffentlichte  (W.  Bd.  I,  pag.  439 — 446),  ohne  ihres  Ursprungs 
aus  statischen  Unter siichungen  Erwähnung  zu  thun. 

Auch  das  Diarium  D,  (215  Seiten),  welches  am  15.  September  1828 
begonnen  und  im  Januar  1830  geschlossen  wurde,  beschäftigt  sich 
lediglich  mit  der  Statik.  Zimächst  werden  die  grundlegenden  Ideen 
über  den  Mittelpunkt  nicht  paralleler  Kräfte  im  Eaume,  die  Axen 
des  Gleichgewichts,  die  Stabilität  desselben  und  die  Maxima  und 
Minima  beim  Gleicl^emcht  entwickelt  [Statik  1.  Th.  7.— 10.  Cap.). 
Die  hierauf  folgenden  Untersuchungen  betreffen  die  ersten  fünf 
Capitel  des  zweiten  Theils  der  Statik.  Die  Lehre  vom  Gleichge- 
wicht an  Eäden,  wie  sie  im  6.,  7.  und  8.  .Capitel  dargestellt  wird,  rührt 
aus  einer  späteren  Zeit  hei.  Im  Jahre  1831  finden  wir  Möbius  mit 
der  Ordnung  der  in  Dj  und  D,  gefundenen  Resultate  beschäftigt. 
Diese  erst?,. Bearbeitung  der  Statik,  von  der  nur  noch  einige  Bogen 
im  Nachlass  vorhanden  sind,  welche  auf  die  Theorie  des  Null- 
systems Bezug  haben,  wurde  späterhin  mehrfach  umgearbeitet  und 
(insbesondere  durch  die  Lehre  von  den  Kräftepaaren  und  vom  Gleich- 
gewicht an  Fäden)  vervollständigt.  Das  druckfertige  Manuscript  der 
Statik,  die  im  Sommer  des  Jahres  1837  im  Buchhandel  ei^chien,  befindet 
sich  nicht  im  Nachlass,  —  Sonderbarer  Weise  hat  dieses  zweite 
Hauptwerk  von  Möbius  seiner  Zeit  wenig  Beachtung  gefunden,  sodass 
der  Verleger  gezwungen  war,  einen  Theil  der  Auflage  einstampfen 
zu  lassen. 

"Während  sich  Möbius  mit  der  Statik  beschäftigte,  veröffentKchte 
er  mehrere  Abhandlungen,  die  mit  der  Statik  in  keiner  Beziehung 
stehen.  Abgesehen  von  der  ihrem  Ursprung  nach  bereits  oben  be- 
sprochenen Abhandlung  aus  dem  Jahre  1831  itTJeber  eine  besondere 
Art  der  JJmkehrung  der  Reihen^  (W.  Bd.  IV,  pag.  589 — 612)  erschienen 
in  Crelle's  Journal  zwei  mit  einander  zusammenhängende  Aufsätze 
»Kurze  Darstelkmg  der  Haupteigenschaften  eines  Systems  von  Lmsen- 
gläsernm  1829  (W.  Bd.  IV,  pag.  477—501)  und  »Beiiräge  zu  der  Lehre 
von  den  KeUenbriichen'f.  1830  (W.  Bd.  IV,  pag.  503—539).  Die  Ver- 
anlassung hiei-zu  bildeten  die  Vorlesungen  über  Katoptrik  und 
Dioptrik  im  Sommersemester  1829  imd  über  die  Theorie  der  Fern- 
rohre im  Wintersemester  1829/30,  welche  Folge  sich  seit  1818  zum 
vierten  Male  iviederholte.  Auch  die  Abhandlungen  »Entvnckelung  der 
Lehre  von  den  dioptrischen  Bildern  mit  Hülfe  der  Collineationsver- 
wandischa/U  1855  (W.  Bd.  IV,  pag.  541—568)  Tind  nGeometiische 
Entioichelung  der  Eigensckaftpi  unendlich  dünnem- StraMenbündela  1862 
(W.  Bd.  IV,  pag.  569 — 588)  verdanken  ihre  Entstehung  dem  Interesse, 
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welches  Möbius  fortgesetzt  dioptiiecheii  Untersuchungen  zum  Zwecke 
seiner  Vorlesungen  über  Femröhre  zuwendete. 

Noch  eine  andere  Arbeit,  die  weitab  von  Möbius'  gewohntem 
Ideenkreise  lag,  zog  ihn  von  seinen  statisch -geometrischen  Betrach- 
tungen ab.  Obwohl  er  sich  sonst  Anregungen,  die  ihm  von  Aussen 
kamen,  ziemlich  unzugänglich  zeigte,  so  vermochte  er  sich  doch  einer 
Aufforderung,  die  von  Grauss  an  ihn  gestellt  wiu-de,  nicht  zu  ver- 
sohliessen.  Auf  dessen  Anregung  errichtete  Möbius  auf  seinem  Ob- 
servatorium eine  magnetische  Warte  und  betheiligte  sich  seit  dem 
22.  Juni  1834  lebhaft  an  den  nach  Gauss'  Plane  anzustellenden  mag- 
netischen Beoljachtungen,  Möbius  in  Leipzig  und  Encke  in  Berlin 
waren  ausserhalb  Göttingens  die  ersten  Beobachter,  welche  das  neue 
Magnetometer  zur  Messung  der  Variationen  der  magnetischen  Decli- 
nation  benutzten.  Möbius'  Beobachtungen  stimmten  mit  denen  in 
Göttingen  vortrefflich  iiberein,  wie  W.  Weber  in  mehreren  seiner 
Briefe  erfreut  berichtet.  Auch  an  der  von  Gauss  und  Weber 
herausgegebenen  periodischen  Druckschrift  ■»  Resultate  aus  den  Beob- 
achtungen des  magnetischen  Vereinst,  die  vom  Jahre  1836  an  er- 
schien, nahm  Möbius  als  Mitarbeiter  theil;  nur  ist  diese  Betheili- 
gung infolge  besonderer  Umstände  bisher  nicht  bekannt  geworden. 
Der  zweite  Band  der  vResultatev  aus  dem  Jahre  1837  enthält  einen 
Aufsatz  »Ueber  die  Eeduction  der  Magnetometei-beohachtungen  auf 
absolute  DecUnationenn,  den  man,  weil  er  mituW.«  unterzeichnet  ist, 
allgemein  W,  Weber  zugeschrieben  hat*).  Allein  der  wesentliche 
Theil  desselben  rührt  von  Möbius  her.  Er  schreibt  hierüber  an 
W.  Weber  am  10.  März  1837: 

»Gauss'  Wunsch,  dass  mein  die  Theorie  des  magnetischen  Apparats 
betreffender  Aufsatz  in  Ihren  Resultaten  pp.  aufgenommen  werde,  ist 
mir  sehr-  schmeichelhaft  gewesen.  Ich  übersende  Ihnen  daher  den- 
selben, wie  er  ist,  jedoch  unter  Hinzufügung  der  zwei  Bedingungen: 

1]  dass  er  vorher  soi^fältig  durchgegangen  und,  wo  es  für  nöthig 
gefunden  wird,  verbessert  werde.  Ich  bin  mit  jeder  Verbesserung, 
die  von  Gauss  oder  Ihnen  herrührt,  wie  von  selbst  sich  versteht,  zu- 
frieden. Und  dass  solche  Verbesserungen  zum  Theil  nöthig  sind, 
darauf  hat  mich  Gauss  bei  mein-er  Anwesenheit  in  Göttingen  bereits 
aufmerksam  gemacht. 

2)  dass  der  Aufsatz  oder  der  Theil  desselben,  welcher  für  gut 
befunden  wird,  mit  Hinzufügung  der  für  nöthig  und  zweckmässig 
erachteten  Verbesserungen  abgeschrieben,  diese  Abschrift  der  Dmckerei 

*)  Nach  einer  mir  von  Herrn  Geh.  Rath  W.  Weber  zugegangenen  MittheiUing 
ist  er  nioM  der  Verfasser  bez.  Bearbeiter  dea  genannten  Aitikela.  E. 
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Übergeben  und  mein  eigenhändig  geschriebener  Aufsatz,  ganz  wie  er  ist, 
mir  noch  vor  Ablauf  künftigen  Monats  April  zurückgeschiclst  werde.« 
Und  in  einem  Postscriptum  zu  diesem  Briefe  bemerkt  er: 
»Hätte  ich  jetzt  Zeit,  so  würde  ich  den  Aufsatz  quaestionis  noch 
einmal  über-  oder  sogar  umgearbeitet  haben.  Ich  werde  aber  jetzt 
von  den  Buchdruckern  wegen  des  Drucks  meiner  Statik,  die  sich 
jetzt  dem  Ende  naht,  und  wegen  der  Fertigung  von  Kalendern  ge- 
drängt. Und  mit  der  Ueber-  oder  Umarbeitung  geht  es  bei  mii'  etwas 
langsam. « 

Das  betreifende  Manuscript  mit  der  Aufechrift  »Zur  Theorie  des 
sehen  Apparats«  fand  sich  in  der  That  im  Nachlass  vor.  Da 
Ibe  nicht  abgedruckt  werden  konnte,  so  mag  hier  [zugleich  zum 
Nachweis  seiner  Identität  mit  dem  wesentlichen  Inhalt  des  IIL  Ah- 
schnitts  der  oben  angeführten  Abhandlung  j>  lieber  die  Reduction  etc.e) 
eine  Inhaltsangabe  Platz  finden.  MÖbius  behandelt  die  fünf  Aufgaben: 

1)  Aus  der  Torsionskraft  T  des  Fadens,  an  welchem  der  Magnet- 
stah  aufgehängt  ist,  und  deren  Verhältniss  n  zur  magnetischen  Dre- 
hui^kraft  für  jedes  beobachtete  Azimuth  A'  des  Magnetstahes  das 
■wahre  Azimuth  A  zu  finden.     Es  ergiebt  sich 

A  =  {i+n)A-nT  . 
[iiUeber  die  Reduction  etc.o  III.  Absch.  §-   !)■ 

2)  Die  Coustante  n  oder  das  VerhäHnisa  der  Drehungskraft  des 
Fadens  zur  magnetischen  Drehungskraft  zu  bestimmen  (a.  a.  0.  §.  2). 

3)  Das  Azimuth  T  des  unmagnetisirten  Stabes  zu  finden 
(a.  a.  0.  §.  3). 

4)  Den  Winkel  zu  bestimmen,  den  die  Spiegolaxe  mit  der  mag- 
netischen Axe  macht  (a,  a.  0.  §.  4). 

5)  Den  Winkel  [die  absolute  magnetische  Dechnation)  zu  be- 
stimmen, den  die  wahre  magnetische  Axe  mit  dem  Meridian  ein- 
schliesst,  wenn  der  Magnetatab  an  einem  von  aller  Torsion  freien 
Faden  hinge  und  bloss  der  erdmagnetischen  Kraft  fo^te  (a.  a.  O.  §.  6). 

Die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  mit  dem  Magnetometer  ver- 
öffentlichte Möbius  gelegentlich  in  der  Leipziger  Zeitung  unter  der 
Rubrik  nWissenschafthche  und  Kunst-Nachrichten«.  An  derselben  Stelle 
pflegte  er  auch  seit  Beginn  seiner  Thätigkeit  auf  der  Sternwarte  von 
seinen  astronomischen  Beobachtungen  des  Oefteren  zu  berichten. 

Den  Abhandlungen   aus  dem   dritten  Decennium*)    der  wissen- 


1  Ueberhaupt  i^t  Mobiu?  wahrend  dieaer  Zeit  sehr  vielfach  in  Anspruch 
~ine  Eeihe  \on  Jahren  hielt  er  in  |edem  "Winter  zahlreich  besuchte 
und  sehr  beifällig  autgenommena  astronomische  Vorlesungen  für  Gebildete.  Als 
Leitfaden  benutzte  er  hierbei   wie  auch  m  Semen  Vorlesungen  an  der  Universität, 
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schaftlicheii  Thätigkeit  Möbius'  ist  endlich  noch  zuzuzählen  der  Auf- 
satz B  Ueier  die  Berechnung  des  Meservefonds  einer  Lehensversicherungs- 
geseUschaftn,  der  im  IV.  Band  dei-  Gesammelten  Werke  a\)gedriickt 
und  dort  in  einer  Vorbemerkung  besprochen  worden  ist  (W.  Bd.  IV, 
pag.  647—658). 

Bald  nach  Vollendung  der  Statik  trat  Möbius  von  Neirem  an 
umfassende  Untersuchungen  heran,  aus  denen  schliesslich  seine  »Ele- 
mente der  Mechanik  des  Himmelse  (W.  Bd.  IV,  pag.  1—318)  und  die 
astronomische  Dissertation  beim  Antritt  des  Ordinariats  »Variationum 
guas  elementa  motus  pertwhaü  planelarum  suheunt  facÜis  evolutio«  (W. 
Bd.  rV,  pag.  325 — 342)  hervnrwuchsen.  In  dem  im  Januar  des  Jahres 
1838  begonnenen  Üiaiium  D^  (256  Seiten)  beschäftigt  er  sich  zu- 
nächst mit  dem  Satze,  dass  eine  jede  Bewegung  sich,  so  nahe  als 
man  will,  aus  gleichförmigen  Kreisbewegungen  zusammensetzen  lässt, 
und  benutzt  dann  diese  Theorie  für  die  Darstellung  sowohl  des  ellip- 
tischen wie  des  gestörten  Laufs  der  Planeten,  sowie  zur  Bestimmung 
der  störenden  Kräfte.  Das  Diarium  D^  ist  lediglich  der  Entwickelung 
der  Störungstheorie  gewidmet,  an  der  Möbius  mehr  als  5  Jahi'e,  bis 
zum  Juli  1843,  gearbeitet  hat.  Den  Schluss  von  Dg  (11.  Juli  1843) 
bildet  der  erst  im  Jahre  1845  publiciite  Aufsatz  »Elementare  Bestim- 
mimg der  Kraft,  durch  welche  die  elliptische  Planetenhewegung  her- 
vorgebracht wird«  (W.  Bd.  IV,  pag.  320—324).  Möbius  beschäftigte 
sich  mit  der  Stöningstheorie  zunächst  zu  Vorlesungszwecken;  erst 
im  Verlauf  seiner  Arbeiten  scheint  ihm  der  Gedanke  gekommen 
zu  sein,  seine  Untersrrchungen  in  Buchform  zu  veröffentlichen.  Wie 
eine  Bemerkung  in  einem  Briefe  des  Freiherrn  von  Lindenau  zu 
erkennen  giebt,  hatte  Möbius  bei  der  Abfassung  seiner  Mechanik 
des  Himmels  als  Zweck  im  Auge  die  Erleichterung  des  Verständ- 
nisses der  etwas  tiefer  gehenden  Lehi-en  der  physischen  Astronomie, 
insbesondere  des  schwierigsten  Capitels  derselben,  der  Perturbations- 
lehre  Anfing  November  1S42  hatte  er  sein  neues  Werk  vollendet, 
und  im  Sonimei  de*.  Jahies  1843  erschien  es  im  Buchhandel. 
Mobirrs  machte  wie  ei  m  emem  Briefe  an  seinen  Freund  Apelt 
klTgt  die  betrübende  Eifihiung,  dass  Solche,  bei  denen  er  Liebe 
zur     Sache     und     genügsame     Vorkenntnisse    voraussetzen     konnte, 

en  \on  ihm  verfaastes  "W  i-rktheii  Die  SaupisäHe  der  Astronomie  »um  Gebraucha 
hti  seinen  Votlesungen  für  Oebtldete  Leipzig  1836",  welches  1874  zum  6,  Male  auf- 
gelegt worden  ist  Auch  die  Schnft  'Die  wahre  und  die  »cimnhare  Sahn  des 
Hallet/ sehen  IKometen  bei  emer  lluäm-kufift  im  Jahre  1835,  Leipzig  1834b  war 
i  machit  für  aeine  Zuhörer  m  leneu  Vorlesungen  bestimmt  und  daher  populär  ge- 
h  Iteu  Deshilh  sml  in  die  GeBammclten  Werke  Bd.  IV  pag.  641 — 614  nur  die 
1  tel  i  nd  InhaltsiDgi  e     ii  i^cn  mmen  worden. 
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naoli  Durchlesung  von  etlichen  Seiten  das  Buch  wieder  aus  der 
Hand  legten,  ahgeschreckt  durch  den  fremdartigen  Gang,  den  er 
im  Eingange  seines  Werkes  eingeschlagen  hatte,  obwohl  er  gerade 
dadurch  das  Verständniss  der  schwierigeren  Partieen  desselben  er- 
leichtert zu  haben  glaubte.  Um  so  mehr  war  er  überrascht  und 
erfreut  durch  die  freundliche  Aufnahme,  die  Gauss  der  Mechanik  des 
Himmels  trotz  ihrer  elementaren  Tendenz  schenkte.  «Fast  möchte 
ich  vermuthen«,  schreibt  Möbius  am  25,  October  1843  an  ihn,  »dass 
der  Grund,  aus  welchem  Sie  nach  einer  ersten  Ansicht  des  Huches 
dasselbe  etwas  näher  kennen  zu  lernen  gewünscht  haben,  die  Art 
gewesen  ist,  auf  welche  ich  gleich  von  vornherein  die  Lehre  von  der 
Zusammensetzung  der  Bewegungen  zu  behandeln  gesucht  habe.  Denn 
ich  erinnere  mich  wohl,  dass  Sie,  als  ich  Ihnen  mein  Lehrbuch  der 
Statik  zu  übersenden  die  Ehre  gehabt  hatte,  unter  Anderem  mir 
schrieben,  dass  Ihnen  die  bisherige  Behandlungsweise  jener  Lehre 
sehr  ungenügend  scheine,  dass  aber  eine  exacte  Darstellung  derselben 
dem  grösseren  Thoilc  des  Puhliciuns  zu  abstract  und  spinös  seheinen 
möchte. « 

Ganz  in  derselben  Weise,  wie  in  der  Mechanik  des  Himmels, 
hatte  Möbius  schon  lin  einer  Vorlesung  über  physische  Astronomie 
im  Wintersemester  1838/39,  die  er  mit  einem  Capitel  über  die  Gi'und- 
lehren  der  Mechanik  einleitete,  die  Lehre  von  der  Zusammensetzung 
der  Bewegungen  auf  Grund  der  Lehre  von  der  Zusammensetzung 
gerader  Linien  vorgetragen,  ohne  jedoch  weder  hier  noch  dort  geradezu 
den  Begriif  der  geometrischen  Summe  einzuführen.  Die  geometrische 
Addition  von  Strecken  verwendete  Möbius  zum  ersten  Male  —  in 
einem  Briefe  an  Baltzer  gedenkt  er  seihst  dieses  Umstandes  als  einer 
Neuerung  —  in  einer  Vorlesung  über  Dynamik  im  Wintersemester 
1841/42  zu  dem  Zwecke  einer  geometrischen  Darstellung  der  Phoro- 
nomie.  Bei  der  Einführung  des  Eegriffs  der  geometrischen  Summe 
von  Strecken,  zu  welchem  Möbius  durch  die  Mechanik  gekommen  ist, 
trifft  er  sich  nun  mit  Giusto  Bellavitis,  mit  dessen  Aequipollenzen- 
rechnung  er  durch  ein  Sehreiben  ihres  Erfinders  bekannt  wrirde. 
Dieser  Brief,  datirt  Bassano  den  23.  Juni  1 835,  hat  sich  im  Nachlass 
vorgefunden.  Bellavitis  berichtet  darin,  dass  er  aus  einten  Referaten 
über  den  barycentrischen  Caleul  in  dem  Bulletin  universel  von 
F^ru&sac  die  grosse  Aehnlichkeit  desselben  mit  seiner  Methode  der 
Aequipüllenzen  erkannt  und  durch  das  Studium  des  Möbius'schen 
Werke«  von  dem  inneren  Zusammenhang  beider  Methoden  sich  über- 
zeugt h^be  Ei  erörtert  zunächst  übereinstimmend  mit  Möbius, 
das  Piincip  der  Zeichen  bei  Istiecken  und  erläutert  dann  Begriff 
und  Symbol  dei   iequipollenz      Dinn  fährt  er  fort: 
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))Vos  formules  (§.  1.)  HC  +  CA  +  AB  ^  o,  AB  +  BC+CD 
iik  AB,  etc.  subsjsteiit  pour  moi,  quelques  soient  les  points  A,  B,  ■■  ■ 
de  l'espace  quoique  non  situesJeii  ligne  di-oite;  vous  voyez  par  cone^- 
quence  que  je  racts  iQs  o  la  somme  des  c6t6s  d'un  polygone  quelconque 
plan.  OTi  gauche.  —  Un  cquipollence  iie  chai^e  pas  si  h  une  dioite 
011  substitue  un  autre  ^quipollente  k  la  premiere. 

A  chaque  droite  AB  je  puis  toujours  substituer  son  cquipol- 
lente  AZ  —  BZ,  oü  Z  est  un  point  tout  ä  fait  arbitraiie;  et  par 
abbreviation  je  puis  sousentendre  cette  lettre  commune  Z,  dans  ce 
cas  mes  equipoUences  dcviennent  identiques  ä  vos  Ausdrücke,  ßeci- 
proquement  le  Ausdruck  par  exemple  3  (?  =  .-4  +  .B  +  C  est  la 
meme  chose  de  l'equipollence  d  ■  GZ  i^  AZ  +  BZ  +  CZ ,  dans 
laquelle  ou  peut  changer  k  plaisir  la  lettre  arbitraire  Z  en  ^crivant 
p.  ex.  o^AG  +  BG  +  CG,  ou  Z- G  A^  BA  +  CA,  dW  il 
^esa\temit2-GAi£^BA+CA—GA^BA+GG.  —  Quaud 
daus  un  equipolleuee  on  negl^e  uii  facteur  d'uu  de  ses  niembres  on 
doit  clianger  le  s^ne  ^  dans  Ic  ^;  ainsi  yos  sigues  =  ,  ^  corres- 
pondeiit  respectivement  aux  miens  ^  ,  "f?-«. 

Aehnliche  Ideen  sind  es,  die  Möbiua  in  der  Abhandlung  vom. 
Jahre  1844  nUeher  die  Ztisammemetsung  gerader  Linien  und  eine 
daraus  entspringende  neue  Begründungsweise  des  iarycentrisehen  GaV- 
culsn  (W.  Bd.  I,  p.  601 — 612)  eingehend  behandelt  imd  tiefer  begründet, 
als  es  von  Bellavitis  in  dem  oben  abgedruckten  Theile  seines  Briefes 
geschehen  ist.  Ausgehend  von  dem  schon  in  dem  Vorlesui^shefte 
über  Dynamik  {1841/42)  enthaltenen  Satze,  dass  für  vier  beliebige 
Punkte  A,  B,  C,  D 

AB+  CI)  =  AD+  CB 
ist,  fand  er  [a.  a.  0.  Art.  7),  dass  es  zur  Zusammensetzung  zweier  Linien 
schon  hinreiche  zu  wissen,  welches  ihre  Anfangspunkte  (A  und  C] 
und  welches  ihre  Endpunkte  (B  und  D)  sind,  nicht  aber,  wie  letz- 
tere zu  ersteren  gehören  (ob  B  zu  A  und  Z>  zu  G,  oder  D  zu  A 
und  B  zu  C),  und  konnte  somit  die  Differenz  A  —  .S  als  Ausdruck 
der  Strecke  AB  betrachten. 

Zu  gleicher  Zeit  wie  Möbius  hatte  nun  auch  Grassmann  sich 
mit  der  geometrischen  Addition  von  Linien  beschäftigt.  Diese  Lehre 
bildete  den  Anknüpfungspunkt  des  regen  wissenschaftlichen  Verkehrs 
zwischen  beiden  Männern.  Grassman  hatte  Möbius  vor  Vollendung 
des  Druckes  der  ersten  Ausgabe  seiner  Ausdehniuigslehre  in  Leipz^ 
besucht  und  in  ihm  einen  Mathematiker  von  nahe  verwandtem  Ideen- 
kreis gefunden.  Kurz  darauf  achreibt  er  von  Stettin  aus  an  Möbius 
(10.  October  1844): 
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»Heute  habe  ich  das  letzte  lieft  des  Crelle'sclien  Journals  in  die 
Hände  bekommen  und  habe  Ihren  Aufsatz  gelesen.  In  der  That 
hat  mich  die  Verwandtschaft  der  Ideen,  die  sich  sogar  zum  Thcil 
bis  in  die  Bezeichnung  und  Benennung  hinein  erstreckt,  sehr  über- 
rascht und  erfreut,  und  ich  bin  dadurch  in  eine  ähnliche  Stimmung 
versetzt  worden,  wie  sie  in  mir  die  erste  Bekanntschaft  mit  ihrem 
barycentrischen  Kalkül  erregte.  Sogar  die  Benennung  der  geome- 
trischen Summe  habe  ich  Anfangs  zur  Unterscheidung  von  arith- 
metischer Summe  stets  gebraucht  irnd  sie  in  der  Ausdehnungslehi'e 
überall  da  festgehalten,  wo  eine  Verwechselung  zu  befürchten  war. 
Eine  Diiferenz  tritt  noch  darin  hervor,  dass  ich  die  Linie  AB,  so- 
bald an  ihr  Richtung  und  Länge  und  nichts  weiter  festgehalten 
werden  soll,  wirklich  gleich  £  —  A  setze,  und  es  ist  diese  Gleich- 
setzung  dasjenige,  was  ich  S.  146  meines  Werks  als  die  nothwen- 
dige  Consequenz  Ihres  barycentrischen  Kalküls  bezeichnet  hatte. 
Auch  hätte  jene  Linie  (Strecke)  gleich  A  —  B  gesetzt  werden  kön- 
nen, wozu  Sie  mehr  geneigt  zu  sein  scheinen,  indem  sich  mit  Noth- 
vrendigkeit  nur  nachweisen  lässt,  dass  sie  dieser  Differenz  proportio- 
nal gesetzt  werden  müsse;  und  die  Wissenschaft  fordert  nur,  dass 
dies  auf  die  einfachste  Weise  geschehe.  Beide  Annahmen  nun  stehen 
sich  in  dieser  Beziehung  gleich,  doch  möchte  ich  der  ersteren  darum 
den  Vorzug  einräumen,  weil  dem  Endpunkte,  wie  sich  z.  B.  bei 
der  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  zeigt,  mehr  der  posi- 
tive, dem  Anfangspunkte  der  negative  Werth  zuzukommen  scheint.« 

Möbius  pflichtete  dieser  Auffassung  bei  und  hat  sie  in  einer 
späteren  Vorlesung  über  den  barycentrischen  Calcul  (1845/46)  als  die 
seinige  adoptirt,  indem  er  AB  ^  ZB  —  ZA  setzte  und  daraus  jene 
symbolische  Bezeichnung  der  Strecke  AB  durch  die  Differenz  B  —  A 
ableitete.  Er  gedachte  auch  diese  Symbolik  weiter  auszubauen  und, 
wie  er  Grassmann  im  Jahre  1845  mittheilt,  in  einem  Aufsatz  in 
Crelle's  Journal  die  Anwendung  solcher  Formeln  auf  die  Phoronomie 
zu  zeigen: 

«Theils  um  irrige  Ansichten*)  zu  berichtigen,  theils  und  haupt- 
sächlich um  reiehreres  andere  auf  Phoronomie  Bezügliche,  wozu  eben 
in  meinem  Buche  kein  passender  Ort  war,  weiter  auszuführen,  werde 
ich  baldmöglichst  den  gedachten  Aufsatz  abzufassen  suchen.« 

Die  Note  r>Ueh(;r  die  phoronomische  Deutung  des  Taylor'schen 
Theorems II.  (W.  Bd.  IV,  pag.  625  —  630)  ist  das  Einzige,  was 
Möbius    davon    veröffentlicht    hat.     Mit    Sicherheit    hat    eich    aber 

*)  die  in  Reoensionen  über  die  Mechanik  des  Himmels  bezüglich  des  pho- 
roroniischen  Theüs  derselben  mifgetaucht  waren.  E. 
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ein  Manusctipt  des  Nachlasses,  welches  die  Phoronomie  hehaiidelt, 
als  zur  Veröffentlichung  hestimmt  erkennen  lassen.  Dasselbe  ist  je- 
doch unvollendet  geblieben;  es  behandelt  auf  17  Seiten  in  3  Capiteln 
und  18  Paragi'aphen  mit  Verweisen  auf  Figuren  die  Lehre  von  der 
Zusammensetzung  gerader  Linien,  von  der  Zusammensetzung  der  Be- 
wegungen und  von  der  Geschwindigkeit.  Da  aber  diese  Capitel 
einem  ersten  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift  »Elemente  der  Dynamik « 
angehören,  so  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  das  vorhandene  Ma- 
nuscript  den  Anfang  einer  zu  grosserem  Umfang  angelegten  Schrift 
über  Phoronomie  bilden  sollte.  Keine  Stelle  in  den  Manuscripten 
oder  in  den  Briefen  deutet  an,  warum  Möbius  an  jener  Schrift 
nicht  weiter  gearbeitet  hat.  Möglich enveise  liegen  die  GiTJnde  in 
der  ihn  noch  nicht  befriedigenden  Art  der  Darstellung.  Denn  während 
Möbius  hier  noch  durch  die  Fonnel  AB  ^  CD  ausdrückte,  dass  die 
Bewegung  des  Prmktes  A  gegen  einen  anderen  Punkt  B  dieselbe 
sein  solle,  wie  die  von  C  gegen  ß,  so  brauchte  er  im  Sommer  1854 
in  seiner  Vorlesung  über  Phoronomie  hierfür  die  Gleichung  A  —  B 
=  C  —  -D,  in  Anknüpfung  an  den  Aufsatz  aus  dem  Jahre  1844 
»Z/eher  die  Zusammeitsefzungi  gerader  Linien  u.  s.  w.o.  Die  sich  seit 
1841/42  oft  wiederholenden  Vorlesungen  über  Phoronomie*)  hielten 
aber  Möbius'  Interesse  für  die  diesem  Theile  der  Mechanik  von 
ihm  zu  Grunde  gelegte  Lehre  von  der  geometrischen  Addition  und 
die  von  Grassmann  darauf  gegründete  geometrische  Multiplication 
unausgesetzt  wach.  Möbius  war  es,  auf  dessen  Anregung  hin  Grass- 
mann sich  (1845)  an  der  Bewerbung  um  die  Preisaufgabe  der 
Jablonowsky 'sehen  Gesellschaft  über  die  von  Leibniz  erfundene 
geometrische  Charakteristik  betheiligte.  Ueber  diese  Preisschrift  gab 
er  ein  beifälliges  Gutachten  mit  ausführHcher  Begründung  ab, 
wenn  er  freilich  auch  die  ihm  nicht  sympathische  Darstellung  des 
Verfassers  tadelte,  als  deren  Ursache  er  die  innige  Verquickuug  phi- 
losophischer Ideen  mit  rein  mathematischen  Vorstellungen  bezeichnete. 
Durch  einen  Commentar  au  der  Grasemann'schen  Schrift,  welcher 
derselben  unter  dem  Titel  yiDie  Grassmann  sehe  Lehre  von  Punhtr- 
grössen  und  den  davon  abhängigen  Grössenfo^-menn  (W.  Bd.  I,  pag. 
613 — 633)  beigegehen  wurde,  hat  Möbius  das  Verstandniss  der  preis- 
gekrönten Abhandlung  zu  erleichtern  unternommen.  Unausgesetzt 
suchte  er  ferner  in  seinen  Briefen  Grassmann  zu  einer  Umarbeitung 
der  Ausdehnungslehre  zu  bewegen.  Die  im  Jahre  1861  erschienene 
zweite  Ausgabe  derselben  genügte  indess  noch  weniger  als  die   erste 

*j  Möbiua  hielt  im  Ganaen  aechamal  Vorlesungen  über  Plioiononiie,  nämliok 
in  den  Semeatem  1841/42,  1S46,  18ä4,  1857/38,  18150/61,  1863/64. 
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den  Ansprüchen,  die  Möbius  an  eine  anschauliche  Darstellung 
stellte.  Deshalb  wohl  hat  er  sich  noch  in  den  letzten  Jahren  seines 
Lebens  mit  einer  Zusammenstellung  seiner  eigenen  Untersuchungen 
über  geometrische  Addition  und  Multiplication  beschäftigt,  mögUchei-, 
ja  wahrscheinlicherweise  zum  Zwecke  der  Publication.  Das  betreffende 
Manuscript  ist  hier  vorstehend  in  Bd.  IV  der  Werke  unter  dem  Titel 
sUeber  geometrische  Addition  und  MultipUcation«  als  Mittheüung  aus 
dem  Naohlass  zum  ersten  Male  veröifentlicht  worden. 

Wir  kehren  zum  Jahre  1843  zurück.  Nachdem  Möbius  die 
Mechanik  des  Himmels  und  1844  das  mit  ihr  in  enger  Beziehung 
stehende  Programm  beim  Antritt  der  ordentlichen  Professur  *  Variatio- 
num  ^««5  elementa  motus  perturhati  planetarum  subetmt  nova  et  faci- 
lis  evolutio«  (W.  Bd.  IV,  p.  325 — 312)  vollendet  hatte,  wendete  er  sich 
wieder  seinem  eigentlichem  Schaifensgebiet,  rein  geometrischen  Un- 
tersuchungen zu.  Das  am  15.  September  1844  begonnene  Diarium 
I>^  (182  Seiten}  beschäftigt  sich  zunächst  mit  der  analytischen  Sphärik. 
Auch  für  diese  bildet  die  geometrische  Addition  von  Strecken  den 
Anfangspunkt,  indem  die  am  Schluss  der  Sphärik  [W.  Bd.  II, 
pag.  52)  stehende  nachträgliche  Bemerkung  über  die  Bedeutung 
sphärischer  Gleichungen,  welche  den  sphärischen  Algorithmus  mit 
der  geometrischen  Addition  von  Strecken  verknüpft,  in  D^  die  ünter- 
suchui^en  eröffnet.  Von  seinen  ßesultaten  hat  Möbius  dui-ch  die 
1846  erschienene  Abhandlung  »Ueher  eine  neue  Behandlungsweise  der 
analytischen  Sphäriki.  (W.  Bd.  II,  pag.  1 — -54)  nur  das  Wichtigste  be- 
kannt gemacht.  D^  enthält  ausserdem  noch  Sätj;e  über  collinear 
verwandte  Punktsysteme  auf  der  Kugel  und  die  allgemeine  Theorie 
der  sphäi'ischen  Linien  der  2.  Ordnung.  In  der  Absicht,  diese 
Untersuchungen  auch  auf  sphärische  Linien  der  3.  O.  auszudehnen, 
beschäftigte  sich  Möbius  seit  Anfang  des  Jahres  1846  zunächst  unter 
Anwendung  des  barycentri sehen  Calculs  mit  den  ebenen  Curven  'A.  O. 
[ZJj,  pag,  129),  deren  Projectionen  auf  die  Kugel  die  sphäiischcn 
Linien  der  3.  0.  sind.  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  planen 
Cj  und  der  höheren  Curven  überhaupt  veranlassten  ihn  (Jan.  1847) 
dieselben  aus  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  auf  ihre  Oberfläche  zu  pro- 
jiciren,  weil  sich  auf  dieser  solche  Betrachtungen  leichter  als  in  der 
Ebene  bewerkstelhgen  lassen,  so  dass  nunmehr,  umgekehrt  als  es  vor- 
her beabsichtigt  war,  die  sphärischen  Linien  für  die  Theorie  der 
ebenen  Linien,  zu  Hülfe  genommen  werden.  In  D^  (277  Seiten, 
begonnen  am  22.  März  1847)  werden  diese  Untersuchungen,  von  denen 
man  vorläufig  dui-ch  den  Aufsatz  iUeber  die  Gestalt  sphärischer  Curve}i, 
welche  keine  merkwürdigen  Punkte  haben«  (W.  Bd.  II,  pag.  183 — 187) 
Möljiiis  Werte  ly,  46 
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Kenntniee  erhielt,  zu  Ende  geführt,  und  zwar  noch  in  der  ersten 
Hälfte  des  Jahres  1847.  Die  Frucht  dieser  Arbeiten  bildet  die  Ab- 
handlung »Ueber  die  Grundformen  der  Linien  der  3.  Ordnung n 
(W.  Bd.  n,  pag.  89 — 176},  die  zwar  erst  im  Jahre  1852  erschien,  von 
deren  Abfassung  abei  Möbius  schon  am  11.  Februar  1848  durch  eine 
Selbstanzeige  derselben  berichtet  hatte  (W.  Bd.  II,  pag.  177  —  182). 
"Wie  von  allen  wichtigeren  Arbeiten,  so  hat  Möbius  auch  von  dieser 
Abhandlung  mehrere  Ausarbeitungen  verfasst,  die  aber  nur  zum  Theil 
noch  vorhanden  sind. 

In  naher  Beziehung  zu  der  Sphärik  stehen  die  krystallographi- 
schen  Studien,  die  Möbius  nach  VoUendung  der  Vorarbeiten  zu 
der  Abhandlung  über  Curven  dritter  Ordnung  in  Angriff  nahm  [X>, , 
pag.  43;  17.  Juli  1848).  Sie  schliessen  sich  an  Miller's  Ory&tallo- 
graphy  (Cambridge  1839)  an  und  beschäftigten  Möbius  bis  zum  Sommer 
des  Jahres  1849.  Die  Anwendung  der  Sphärik  besteht  hierbei  darin, 
dass  er,  wie  Miller,  nicht  sowohl  die  Kiystallgestalten  selbst,  als 
vielmehr  ihre  Piojectionen  auf  die  Kugel  betrachtet,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  des  Kiystalls  zusammenfällt.  Da  sich  nun  bei  jedem 
Krystall  drei  im  Mittelpunkt  sich  schneidende  Axen  ai^eben  lassen, 
gegen  welche  die  Flächen  des  Krystalls  eine  besonders  einfache 
Beziehung  haben,  so  werden  drei  der  sechs  Schnittpunkte  der  Axen 
mit  der  KugeMäche,  A,  B,  C,  als  Fundamentalpunkte  gewählt  und 
die  Eckpunkte  des  Kugelnetzes  mit  Hülfe  des  sphärischen  Algorith- 
mus durch  Ausdrücke  von  der  Form  aA  -\-  bB  -\-  cC  darzustellen 
gesucht  und  mit  {a,  b,  c)  bezeichnet. 

Aus  diesen  Untersuchungen  entspringt  nun  die  Theorie  der 
symmetrischen  Polyeder  und  der  symmetrischen  Figuren  überhaupt, 
wie  sie  nach  den  im  Nachlass  vorgefundenen  Manuscripten  im 
n.  Band  der  gesammelten  Werke  dargestellt  worden  ist.  Was  die 
hierzu  gehörigen  genaueren  historischen  Notizen  anlangt,  so  sei.  auf 
die  Vorbemerkung  zu  jener  ziveiten  Mittheilung  aus  dem  Nachlass 
yiTheorie  der  symmetrischen  Figuren«.  (W.  Ed.  II,  pag.  563 — 708)  ver- 
wiesen. Die  dort  ausgesprochene  Veimuthung,  dass  Möbius  diese 
Abhandlung  zur  VeröffentHchung  bestimmt  habe,  ist  vollinhalthch 
durch  später  erst  bekannt  gewordene  Briefe  Möbius'  bestätigt  worden. 
Am  10.  Api-il  1852  schrieb  er  an  Baltzer: 

iilhre  Schrift  [über  Gleichheit  und  Achnlichkeit  der  Figuren] 
sorgfältiger  zu  studiren,  wird  mir  jetzt  nm  so  mehr  Vergnügen 
machen,    als    ich   selbst  in   der  letzten  Zeit*)   durch   die  Abfassung 


*)  Also  1S52,  nicht  1851,  wie  W.  Bd,  II,  pag,  565  vermuthet  wird. 
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einer  grösseren  Abhandlung  über  symmetrisclip  Figuren  mich  ver- 
anlasst gesehen  habe,  die  Hauptsätze  aus  der  Lehre  von  der  Gleich- 
heit und  Aehnlichkeit  der  Figuren  in  der  Einleitung  zu  dieser  Ab- 
handlung zueammenzustellen*).  —  Den  Stoff  zu  dieser  Abhandlung 
glaube  ich  jetzt  vollständig  zusammen  zu  haben;  doch  wird  mir  thc 
Redaction  desselben  noch  einige  Mühe  machen.« 

Und  am  9.  Juni  1853  schrieb  Möbius  über  denselben  Gegen- 
stand an  Grassmann,  nachdem  er  über  Bravais'  Abhandlung  zur 
Theorie  der  regulären  Punktsysteme  referirt  hatte: 

»Ich  selbst  habe  im  vorigen  Jahre  eine  etwas  ausfiihrhchere 
Abhandlung  über  symmetrische  Figuren,  basirt  auf  die  Definition 
der  Symmetrie  und  die  Symbolik  {z.  B.  AB  C  =^  ACB),  die  Sie 
aus  meinem  kleinen  Aufsatz  in  Crelle's  Journal  kennen,  auszuarbei- 
ten angefangen,  habe  sie  aber,  nicht  ganz  zufrieden  mit  ihr,  und 
weil  mir  interessantere  Untersuchungen  unter  die  Hand  kamen,  bis 
jetzt  unvollendet  liegen  lassen.« 

Diese  interessanteren  Untersuchungen  sind  keine  anderen,  als 
die  über  die  Methode,  um  von  geradlinigen  Punktsystemen  durch  das 
Gebiet  des  Imaginären,  das  »Schattenreich  der  Geometrie«,**)  zu 
Punktsystemen  in  der  Ebene  überzugehen.  In  welcher  Verbindung 
die  Abhandlung  ^I/eber  eine  Methode,  um  von  Relationen,  welche  der 
Longimetrie  angehören,  zu  entsprechenden  Sätzen  der  Planimetrie  zu 
gelangend.  (W.  Bd.  II,  pag.  189 — 204)  mit  MÖbius'  bisherigen  Ar- 
beiten steht,  ist  nicht  zu  ermitteln  gewesen.  Jedenfalls  hat  er 
dieses  Uebertragungsprincip  erst  im  Sommer  des  Jahres  1852  gefunden. 
Das  Concept  des  Vortrags,  den  er  hierüber  am  16.  October  1852 
in  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  gehalten  hat,  ist  noch  vor- 
handen. Der  hiervon  veröffentlichte  Bericht  enthält  mehr  als  jener 
Vorti-ag,  insofern  er  durch  die  von  Möbius  erst  im  November  1852 
gefundene  »Reduction  eines  Vierecks  auf  ein  Dreieck«  [D^ ,  pag.  113] 
vervollständigt  wurde.  Durch  Anwendung  jenes  Ueberti'agungsprin- 
cips  auf  coUinear  verwandte  Punktreihen  erfolgte  am  29.  December 
1852  die  Entdeckung  der  Kreisverwandtschaft  {D^,  pag.  116).  Sie 
wurde  am  5.  Februar  1853  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  be- 
kannt gegeben  und  im  Aprü  1853  durch  den  Aufsatz  xUeber  eine 
neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Mguren«  [W.  Bd.  II,  pag.  205-— 
218)  veröffentlicht. 

Die  beiden  let?     wähnen  Abhandl  n  e       and  e  Möbius  unter 

*)  Nur  die  eiste  B  g   d       Theo        d  mm  n  Figuren  hat 

Möhiua  in  dieser  Wei  g  d  D      k  b  ^  m  weite   Bearbei- 

tung beginnt  so,  wie  si  B     d  ft     tl         w    d 

**]  Ausdruoksweise  \on  feteinei,  deren  sieh  Mobius  m  emem  Briefe  bedient. 
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Andern  auch  an  Grassmann,  dessen  lebhaftestes 
erregten,  weil  beide  mit  friiliei  von  ihm  bearbeiteten  Ideen  in  innigstem 
Zusammenhange  standen.  Der  vom  23.  Januar  1854  datirte  Brief 
Grassmann's  au  Möbius  liefert  einen  merkwürdigen  Beweis  von 
der  weiigehenden  Verwandtschaft  der  Ideenkreise,  in  denen  sich  die 
Forschungen  beider  Männer  bewegten.  Grrassmann  hatte  sich 
wiederholt  mit  der  Uebertragung  longimetrischer  Gleichungen  mittels 
des  Imaginären  auf  die  Planimetrie  beschäftigt,  ohne  freilich,  wie  er 
sagt,  zu  so  fruchtbaren  Resultaten  gekommen  zu  sein,  wie  Möbius. 
Auch  die  Kreisverwandtsehaft  stellte  sich  als  ein  Spocialfall  der  von 
Grassmann  schon  im  Jahre  1848  entdeckten  syncyklischen  Ver- 
wandtschaft heraus,  welche  er  allerdings  erst  in  der  zweiten  Ausgabe 
der  Auisdehnungslehre  (Nr.  392 — 409  daselbst)  veröffentlicht  hat. 

Möbius  wollte  derselben  in  der  zweiten  Abhandlung  über  seine 
neue  Verwandtschaft,  deren  Ableitung  aus  den  Eigenschaften  des 
Kreises  ihn  während  des  Jahres  1854  beschäftigte  [D^,  pag.  157 — 219), 
Erwähnung  thun,  Allein  der  Brief  Grassmann's,  der  ihm  hierzu 
die  Berechtigung  geben  sollte,  gelangte  erst  nach  Vollendung  des 
Drucks  der  Schrift  uTheorie  der  Kreisverwandtsehaft  in  rem  geome- 
frischer  Darstellung«  [W.  Bd.  H,  pag.  243—314)  in  seine  Hände. 
Dieselbe  erschien  im  Sommer  des  Jahres  1&55,  war  aber  im  Manu- 
script  bereits  am  Anfang  desselben  Jahres  vollendet  worden.  Der 
Nachlass  enthält  noch  die  erste  Bearbeitung  derselben  aus  dem 
Jahre  1854. 

Möbius  geht  hierauf  zu  Untersuchungen  über  Involutionen  von 
Punkten  einer  Ebene  über  [D^,  pag.  230—276).  Die  erste  Hälfte 
des  Jahres  1855  ist  die  Entetehnngszeit  der  hierher  gehörigen  drei 
Abhandlungen  » Ueher  Erweiterungen  des  Begriffs  der  Involution 
von  Punkten«  (W.  Bd.  II,  pag,  373 — 382),  nUeher  Involutionen  höherer 
Ordnung«  ["W.  Bd.  H,  pag.  383 — 408]  und  «Theorie  der  collinearen  Invo- 
lution von  Punktepaaren  in  einer  Ebene  und  im  Räumen  (W.  Bd,  II,  pag. 
409 — 432).  In  diesen  Aufsätzen  wird  die  collineare  Involution  von 
Pnnktepaaren  einer  Geraden  in  dreifacher  Richtung  verallgemeinert, 
indem  erstens  an  die  Stelle  der  Collineation  andere  Verwandtschaften 
treten,  zweitens  statt  der  geradlinigen  Punktreihen  ebene  oder  räum- 
liche Punktsysteme  betrachtet,  drittens  endlich  statt  der  Punkte- 
paare Teraionen,  Quaternionen,  etc.  von  Punkten  gesetzt  werden, 
welche  einen  ternären,  quaternäi-en,  etc.  Cykel  {im  Sinne  der  "  Sym- 
metrischen Figuren  n)  bilden.  Hierdurch  erscheinen  diese  Unter- 
suchungen als  Fortsetzungen  der  Theorie  der  symmetrischen  Figuren, 
mit  der  Möbius  früher  schon  beschäftigt  gewesen  ivar:  umgekehrt 
wurde   er   durch   die   ersteren  zur  Wiederaufnahme   der  Bearbeitung 
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der  letztgenannten  Theorie  veranlasst,  ohne  diese  jedoch  neuerdings 
zu  Ende  zu  führen. 

Aus  dem  Tagehuche  D^  {begonnen  am  19.  September  1855, 
278  Seiten}  möge  zunächst  die  Notiz  mitgetheilt  werden,  daas  Möbius 
daran  dachte,  einen  dem  baiycen irischen  analogen  Calcul  zu  ent- 
wickeln, indem  die  Stelle  der  Punkte  jetzt  durch  Geraden  von  be- 
stimmtei'  Lage  und  Richtung  vertreten  werden  sollte: 

»Diese  Geraden  denken  wir  uns  als  die  Richtungen  von  Kräf- 
ten, welche  auf  einen  frei  beweglichen  festen  Körper  wh-ken. 
Bedeute  hiernach  aa  eine  Kraft,  deren  Lage  und  Richtung  einerlei 
mit  der  Lage  und  Richtung  der  Geraden  a,  und  deren  Intensität 
=  «  ist.     Aehnliches  bedeute  /35,  u.  s.  w. 

Durch  die  Gleichung 

aa  -\-  ßh  +  yc  =  o 
werde  ausgedrückt,  dass  sich  die  drei  Kräfte  aa  ,  ßb  ,  yc  das  Gleich- 
gewicht halten,  dass  mithin  die  Geraden  »,  5,  c  sich  in  einem  Punkte 
der  Ebene  schneiden,  und  dass  sich 

a  :  ß  :  y  ^  sia.  h  c  :  mi  c  a  :  sin  ah 
verhält. 

Eben  so  drücke 

aa-^  ßh  +  yo  +  dd^o 
das   Gleichgewicht   zwischen   aa  ,   •  ■  •  öd  aus.     Man  setze,  wie  dies 
immer  möglich  ist, 

aa  +  ßh  —  er  =  o  , 
so  dass  ^r  die  Resultante  von  aa  und  ßb  vorstellt.   Es  folgt  hieraus 

^r  +  yc  +  dd  =  o  . 
Hiernach   schneiden   sich  a,  i,  r  in   einem   Punkte,   und   desgleichen 
auch  c,  d,  r,   d.  h.  es  ist 


r  =  a-ö    c-d  . 
Dabei  verhält  sich 

ß  ;  ^  =  sin  br  :  sin  ra.« 

An  dieser  Stelle  bricht  Möbius  ab;  auch  auf  anderen  Blättern 
des  Nachlasses  finden  sich  keine  weitergehenden  Erörterungen  über 
das  dualistische  Seitenstück  zum  baiycentrischen  Calcul. 

Den  Inhalt  der  ersten  Hälfte  von  D^  bilden  Notizen  und  Zu- 
säfae  zu  Chasles'  Geometrie  mpirieure^  auf  deren  Studium  MÖbius 
zwei  Jahre  verwendete.  Insbesondere  das  23,  Kapitel  des  genannten 
Werkes    veranlasste    ihn   eine    frühere    Idee    wieder    aufzunehmen, 
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welche  auf  die  ßepräseatation  imaginärer  Ki-eise  einer  Kugel  durch 
leelle  Punkte  im  Kaume  Bezug  hatte.  [Kreisvei-w.  §  31,  11.)  Am 
Ende  des  Jahres  1856  fasste  er  diese  Untersuchungen  in  dem  Auf- 
satz xUeber  imaginäre«.  Kreisen  (W.  Bd.  II,  pag.  315 — 328)  zusammen, 
über  den  er  am  21.  Februar  1857  der  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten Bericht  erstattete.  In  engem  Zusammenhang  damit  entstand  im 
Jahre  1857  die  Abhandlung  n  Ueher  conjugirte  Kreise«  [W.  Bd.  II, 
pag.  329 — 348),  welche  gleichfalls  in  der  Kreis  Verwandtschaft  wurzelt. 
Voiti-äge  hierüber  hielt  Möbius  am  7.  November  1857  und  am 
20.  Februar  1858,  worauf  in  demselben  Jahre  die  Veröffentlichung  in 
den  Leipziger  Sitzungsberichten  erfolgte. 

Aus  dieser  Zeit  sei  noch  Möbius'  Correspondenz  mit  Siebeck 
erwähnt,  der  ihm  im  Jahre  1857  das  Manuscript  einer  Abhandlung 
über  die  geometrische  Bedeutung  der  Zahlen  zur  Durchsicht  und 
Beurtheiiung  zusendete.  Diese  erwarb  sich  Möbius'  irngetheilten 
Beifall,  wie  aus  dem  im  Nachlass  aufgefundenen  Concept  eines 
Briefes  an  Siebeck  zu  ersehen  ist.  Möbius  bespricht  hierin  ein- 
gehend Siebeck's  Resultate  und  theiit  ihm  unter  Anderen  auch  einen 
geometrischen  Beweis  der  Formel  e"?  =  cos  9)  +  i  sin  (p  mit: 

»Einen  Winkel  x^'^'x^  =  rp  ,  dessen  Spitze  der  Nullpunkt  0 
und  dessen  Schenkel  x^  die  positive  Axe  der  x,  theile  man  in  ?i 
gleiche  Theile  und  bezeichne  die  {n  —  1)  Theilungslinien  in  ihrer 
Folge  mit  x^ ,  x^,  x,,  ■  ■  ■  ««_,.  Im  Punkte  A  der  Linie  x^  eiTichte 
man  auf  ihr  ein  Perpendikel,  welches  die  «,  in  A^  treffe ;  eben  so 
errichte  man  auf  x,  in  A,  ein  Pei-pendikel,  welches  x^  in  A^  treffe, 
desgleichen  auf  x^  in  A^  ein  Perpendikel,  welches  x^  in  A^  treffe 
u.  s.  f.  Hiernach  sind  die  Dreiecke  OA^A,,  OA^A^,  OA^A,, 
u.  s.  w.  insgesammt  einander  ähnlich  und  von  einerlei  Sinn,  und 
man  hat  daher 

Ai,  :  A^  ^=  A^  :  A^  ^  A^  :  A,  ^  u.   s.   w.   , 
folghch,    wenn    man   noch    OA^    gleich    der    Längeneinheit  nimmt, 
wodurch  A.  =  l   wird, 


Ferner  ist  der  Winkel  A,^  0  A^ 
"     A,A,  =  t 


folghch 
und 
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Je  grösser  nun  die  Zahl  n  der  Theile  des  Winkels  (p  genommen 
wird,  desto  kleiner  wird  tg  — ,    desto    weniger   folglich  verschieden 

von  — ,    und    desto    weniger    ist    von     den     Linien     OA^,     OAi, 

OA^,  ■  ■■  OAf^  jede  folgende  kleiner  als  die  vorhergehende,  so  dass 

für  ein  unendlich  grosses  n   tg  ~  unendlich  klein   und  =  —  ,  und 

OA^  =  OA,  =  0^3  =    ...  =   OAn  =  1   .wird.      Es   ist    nämlich 

OA^  =  sec  I  ,     OA,  =  (sec  |)\  ■  ■  ■  0  A  =  («ec  |)" 

und  dieses  =  1  für  n  =  co  .  Alsdann  aber  sind,  weil  der  Winkel 
A^  0A„  =  <p  ist,  die  Coordinaten  von  A^  gleich  cos  g)  und  sin  g>, 
und  die  Gleichung  (a)  verwandelt  sich  damit  in 

cos  (p  -i-  i  sin  ^  =  11  -\-  i  ~-J     , 

oder  wenn  man  den  unendlicli  kleinen  Winkel  -^  =;  tu  setzt: 
cos  (jo  +  !  sin  fp 

=  (I  +i(o]^  =  [l  +  icof^-"' 

weil,  wie  sich  streng  zeigen  lässt,  (1  +  ico]!^,  e"ben  so  wie  (1  +  w)w,  für 

ein  verschwindendes  tu  der  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen 
gleich  ist.  ir 

Nachdem  Möbius  im  Jahre  1858  nochmals  die  Ausarbeitung 
seiner  Theorie  der  symmetrischen  Figuren  in  Angriff  genommen 
hatte,  unterbrach  er  dieselbe  bald  wieder,  als  ihm  die  Preisaufgabe 
der  Pariser  Academie  »Perfectionner  en  quelque  point  important  la 
thSorie  geomötrique  des  Polyödres«  bekannt  wurde.  Möbius  scheint 
von  vornherein  seine  Betheiligung  an  der  ConcuiTena  in'a  Auge  ge- 
fasst  zu  haben.  Die  Preisarbeit  beschäftigte  ihn  von  Anfang  des 
Jahres  1858  bis  zum  Juni  1861  (vergl.  hierzu  den  Inhalt  von  D^, 
Z>,„,  -Dil).  Unterbrochen  wurden  diese  Studien,  als  MÖbiua  schon 
die  Grundzüge  seiner  Theorie  der  Polyeder  festgelegt  hatte,  im  Som- 
mer 1859  durch  die  Abfassung  der  Abhandlung  »Neuer  Beweis  des 
in  Hamilton' s  Lectures  on  Quatemions  aufgestellten  associativen 
Princips  bei  der  Zusammensetzung  von  Bögen  grSsster  Kreise  auf 
der  KugeU  {W.  Bd.  II,  pag.  55—70,  vergl.  den  Schluss  von  DJ,  worauf 
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